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A MONSEIGNEUR 

LE  DUC 
DE  bourgogne; 


% 


monseigneur. 


'Honneur  que  vous  me  faites  de  permettre  que 
cet  Ouvrage ^compoft pour  faciliter  fétude  des 
Mathetnatitfuet  ^ & pour  les  conduire  d leur  perfeilmn  par  un 
progris  r apide  , paroi ffie  four  vos  Aufpicet  & fous  la  proteSî'son 
de  votre  augufle  Hom , ef  le  plut  fore  préjugé  qu'on  puijfe 
avoir  de  fon  utilité.  Tout  le  monde  f pût , Monseigneur, 
votre  goût  pour  toute  forte  de  Sciences  en  general  ^ (f  pour 
les  Mathématiques  en  particulier  ; que  ce  goût  eft  plein  de 
dijcernement]  qu'il  e^  exquis. 
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On  voit  avec  admiration  qu'un  jeune  Herot  qui  a ff» 
conduire  des  Armées- y vaincre  l’Ennemi  ^ & emporter  les  plut 
fortes  Places  prefqukûljiàôt  ^qttil  a été  en  âge  de  manier  les 
armes  \ toujours  plein  d'une  nohle  ardeur,  qui  ne  refpire  que 
de  nouvelles  conquêtes  & de  nouveaux  triomphes  ; toujours  prêt 
d s'expofer  pour  le  bien  de  l'Etat,  fait  qu'il  faille  porter  la 
terreur  au  dehors  en  fondant  fur  nos  Ennemis , ' ou  rajfurer  la 
confiance  au  dedans  du  Royaume,  en  rendant  inutile  lesté.' 
irruption  fur  une  de  nos  Provinces:  qui  ne  négligé  aucun 
des  foins  qu’un  Prince  deftiné  à gouverner  un  grand  Royau- 
me , doit  prendre  de  s’inflruire  par  avance  de  tout  ce  qui 
concerne  le  bien  de  l'Etat  ét  les  avantages  particuliers  de 
chaque  Province , & généralement  de  tout  ce  qui  peut  con- 
tribuer au  bonheur  des  Peuples  & â la  grandeur  du  Souve^ 
rain:  On  voit,  dis-je  , avec  admiration  que  fans  rien  presp> 
dre  fur  le  temps  , qu’une  pieté  folide  lui  fait  un  devoir  de 
donner  au  culte  de  Dieu  & à l'étude  ajjtdue  des  Livret 
jasnts,  il  fpait  encore  en  dérober  â fes  plaifsrs  pour  dévelo- 
fer  ce  qu'il  y a de  plus  caché  dans  les  Sciences  ; quelles  lui 
fervent  de  délàffement  \ & qu'il  honore  de  fa  proteSîion  ceux 
qui  les  Cultivent , après  s'être  mis  en  état  de  juger  pat  lui- 
même  de  leurs  fcsences,  & de  décider  de  leurs  Ouvrages. 

Mais,  Monseigneur,  les  traits  de  la  plume  d’un 
Ceometre  n’ont  pas  affez  de  délscatejfe  ni  de  vivacité  pour 
reprefenter  àu  naturel  le  portrait  que  vous  avez  tracé  vous- 
même  dans  tous  les  efprits  & dans  tous  les  caestrs  par  cette 
conduite  toujours  remplie  de  fageffe  & de  bonté , formée  fur 
les  admirables  Exemples  & fur  les  Royales  Jnftruéïions  du. 
plus  Sage,  du  plus  Religieux  , du  plus  Magnanime , en  un 
mot  du  Premier  & du  plus  Grand  des  Rois  votre  augufle 
Ayeul, 

Je  puis  ajjurer,  MONSEIGNEUR,  qu'il  n'y  a perjonnf 
en  qui  il  produife  de  plus  vifs  (entimens  de  vénération  que 
dam  celui  qui  a l'honneur  d'être  avec  un  très  profond  refpeSi , 

Monseigneur,  ..  ’ 

• * * i • 

■ • ' Vofre  très  humble  & très  obéifTint 

Serviteur  Chahhs^^y 

Pr^rcKèTOritôTre  ï ' , 


Digitized  by  Googl(. 


P R É F A C 

'ESPRIT  de  l’homme  cft  fi  borne, 
ou’il  ne  peut  voir  diftindbemenc  d’une 
nmple  vue  beaucoup  d’objets  à la  fois. 
Les  perceptions  vives  , comme  lonc 
toutes  celles  des  Icns  & de  l’imagina- 
tion , l’éblouiflcnt , & elles  occupent  tellement  fon 
étendue , qu’il  ne  peut  découvrir  les  rapports  & 
les  propriétés  des  oojets  fenfiblcs , qu’en  les  con- 
fiderant  par  parties  les  unes  après  les  autres  avec 
une  application  pénible  & fatigante,  & quand  il 
eft  attentif  à quelqu’une  , il  a perdu  de  vue  les 
autres , qui  lui  feroieut  pourtant  nécellàircs  afin 
d’en  appercevoir  les  rapports. 

C’elt  une  des  principales  caufes  du  peu  de  pro- 
grès qu’ont  fait  les  fcienccs  fenfibles  : Mais , pour 
ne  parler  ici  que  des  Mathématiques  , que  leur 
utilité  , leur  Ixauté  , leur  évidence  & leur  certi- 
tude ont  toujours  fait  cultiver  i pendant  que  l’on 
ne  s’y  cft  appliqué  que  par  la  contemplation  des 
figures  mêmes , que  l’on  a cherché  les  propriétés 
des  figures  en  les  regardant , ou  en  les  formant 
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'dans  (on  imagination'j  on  na  pas  fait  beaucoup 
de  chemin;  les  découvenes  étoient  fort  bornées: 
on  ne  trouvoic  avec  beaucoup"  de  peine  que  des  refo- 
Jutions  particulières  des  Problèmes;  on  le  fatiguoit; 
on  fc  rebuttoit  ; & l’on  ne  peut  afles  louer  le  tra- 
vail, la  patience  & la  force  d’efpric  des  anciens 
Geomerres  , d’avoir  porte  les  Mathématiques  par 
des  moyens  fi  difficiles , à l’état  ou  ils  nous  les  ont 
lailTécs.  . ^ a 

On  s’avilà  heureulcmcnt , dans  le  dernier  fiecle , 
d’exprimer  les  lignes  & les  figures  par  les  carac- 
tères familiers  de  l’alphabet , .Sc  de  réduire  ces  ex- 

J>rcffions  à un  calcul  facile,  qui  exprimât  aulfi  tous 
CS  rapports  fimples  & compofés  que  peuvent  avoir 
CCS  lignes  & ces  figures . On  forma  un  Art  métho- 
dique ( qui  cft  ce  que  l’on  nomme  l’Ana/jfe  ) pour 
trouver  , par  les  rappons  connus  qu’ont  ks  gran- 
deurs inconnues  que  l’on  cherche  dans  les  Prol 
blêmes  avec  celles  qui  font  connues  , des 
thms  qui  cxprimaflcnt  les  conditions  & la  nature, 
pour  ainfi  dire,  des  Problèmes;  & pour  découvrir  les 
valeurs  des  grandeurs  inconnues  de  ces  équations; 
ce  qui  donne  la  refolution  des  Problèmes . Monfteur 
Dejeartes  pcrfc(ilionna  & réduifit  â une  extrême 
facilité  ces  calculs  & cette  Analyfc  naillàntc . Il  y 
ajouta  l’excellente  méthode  d’employer  les  exprcl- 
fions  indéterminées , qui  , quelques  fimples  qu  elles 
croient  , reprefentaflent  pourtant  une  infinité  de 
grandeurs  ; & de  les  déterminer  aux  grandeurs 
particulières  de  tous  les  cas  aufqucis  elles  peuvent 
convenir:  la  méthode  de  réduire  les  lignes  courbes 
à des  équations  qui  en  cxprimaircnt  les  principales 
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propriétés  > &:  de  tirer  de  ces  équations  toutes  les 
choies  que  Ion  pouvoit  dcHrer  de  connoître  fur 
ces  courbes  : enfin  la  manière  d employer  les  cour-» 
bes  elles- mêmes  à la  refolurion  des  équations  & des 
Problèmes. 

Ces  nouvelles  méthodes,  réduilànt  la  Géométrie 
à un  calcul  fimple  & facile,  rëtranchoient  ce  qu’il 
y avoir  d’embaraflant  dans  les  figures,  ceft  à dire, 
tout  ce  qui  fàtiguoit  l’imagination , & ce  qui  rem- 

Eliflbit  la  capacité  de  l’clprit . Elles  lui  lailïbienc 
. liberté  de  penetrer  fon  fujet  ,.  & de  découvrir 
avec  évidence  tout  ce  qu’il  renfèrmoic  . Elles  aug- 
mentoient  même  , pour  ainfi  dire  , l’étendue  de 
l’cfprit  par  l’art  de  fui  reprefenter  , comme  dans 
une  perfpcéHve  , lous  des  cxprelCons  fimptes  & 
abrégées,  un  nombre  infini  d’objccs.  Les  Mathé- 
matiques devinrent  par  là  li  faciles  , • que  chaque 
trait  de  plume  donnoit  naiÛânce  à des  décou- 
vertes. Alors  le  plaifir  fucceda  à la  peine,  & le 
cœur  dédommage  permit  à l’élprit  de  voir  les  uti- 
lités & les  beautés  des  Mathématiques,  &.  il  s’y 
rendit.  Aufli  ces  fcienccs  changcrent-cllcs  de  for- 
me . On  vit  une  Géométrie  nouvelle  , qui  contc- 
noit  tout  ce  que  nous  avions  reçu  des  anciens, 
& qui  alloit  infiniment  plus  loin  : les  refolutions 
écoient  generales,  & aucun  cas  particulier  ne  leur 
cchapoir. 

: On  vit  naître  de  la  même  fourcc  des  Iciences 
curîeufcs  & utiles  , & prefquc  toutes  les  autres 
en  tirèrent  un  nouvel  éclat  t - comme  celle  qui  a 
appris  à donner  aux  horloges  toute  la  juHerfc  ne- 
ceflaire  pour  les  rendre  la  mefure  exa(^^  du  temps: 
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PREFACE. 
celle  qui  nous  a donné  les  moyens  d etendre  notre 
vue  aux  objets  qui  nous  ctoient  inconnus  par  leur 
trop  grand  éloignemenc , ou  par  leur  extrême  peti- 
tefle  : celle  qui  a découvert  la  manière  de  jetter  les 
bombes,  & de  les  faire  tomber  precifement  où  l’on 
voudroit,  &c. 

Ces  méthodes  étoient  afles  fécondes  pour  produi- 
re toutes  les  découvertes;  mais  il  leur  manquoitdes 
cxprellions , & un  calcul  qui  fuivît  pas  à pas  la  na- 
ture, laquelle  , produifant  les  figures  par  le  mou- 
vement, n’en  fait  décrire,  aux  corps  mobiles  qui 
les  forment  , que  des  parties  infcnfibles  plus  petites 
que  toutes  celles  que  nous  pouvons  déterminer  , 
dans  chacun  des  inllans  qui  pafient  plus  vite  que 
tout  temps  que  nous  pouvons  mefuier . On  nepen- 
foit  pas  a donner  des  expreifions  à ces  efpaces  qui 
étoient  trop  petits  pour  avoir  un  rapport  déterminé 
avec  ceux  aufquels  convenoient  les  expreflions  ordi- 
naires, ni  à ces  inftants  que  leur  petiteire  infinie 
cmpêchoit  d’entrer  en  comparaifon  avec  le  plus  pe- 
tit temps  que  l’on  put  prendre  pour  la  mefure  de  ^ 
cous  les  autres.  On  penioit  encore  moins  a réduire 
ces  premiers  clemens  des  grandeurs  à un  calcul  qui 
leur  fut  propre  , & qui  les  fournît  aux  méthodes  de 
l’Analyfe . 

Cependant  le  principe  de  ce  calcul  cfi  fi  naturel , 
que  les  premiers  Geometres  l’ont  fait  fervir  à quel- 
ques unes  de  leurs  démonftrations  . La  plupart  des 
propofitions  du  Jew^iém  livre  dEucîitie  ne  font  dé- 
montrées que  par  ce  principe;  & on  le  voie  fup- 
polé  dans  quelques-unes  des  découvertes  d'Arebu 
On  s’apperçut  bien  du  befoin  que  l’on  avoii 
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de  ce  calcul , pour  réfoudre  des  Problèmes  qui  fu- 
rent propofés  du  temps  de  Monfieur  Defeartes  , 
& il  fut  obligé  d’exclure  de  les  méthodes  les  cour- 
bes qu’on  a nommées  après  lui  Meihaniquei  , qui 
font  jxjurtant  un  nombre  infini  de  courbes  dont 
les  propriétés  font  aufli  utiles  que  celles  des  cour- 
bes Géométriques  y &qui,  à l’aide  de  ce  calcul,  de- 
viennent foumilcs  à ces  méthodes  comme  les  au- 
tres . Les  Geometres , qui  ont  fuivi  les  méthodes  de 
Monfieur  Defeartes  , ont  été  obligés,  aufli  bien  que 
les  plus  anciens,  de  fuppofer,  dans  la  refolution  de 

fluiieurs  Problèmes  , le  principe  de  ce  calcul  que 
on  touchoit  du  doigt , pour  ainfi  dire  ; mais  il 
falloir  que  differentes  Nations  euflent  part  à la 
gloire  des  découvertes.  Celles-ci  fe  font  faites  en 
même  temps  en  Allemagne  par  Monfiesir  Leibnits , 
& en  Angleterre  Monfieur  Ne'^ton)  l’un  & l’au- 
tre ont  trouve  des  exprefiions , & un  calcul  pro- 
pre à ces  premiers  élemens  des  grandeurs  d’une 
petiteffe  infinie  par  rapport  aux  grandeurs  entières 
dont  ils  font  les  premiers  élemens  j & l’on  a pû  , 
par  le  moyen  de  ces  expreffions  & de  ce  nouveau 
calcul,  leur  appliquer  les  méthodes  de  l’Analyfe, 
& remonter  de  ces  élemens  infiniment  ptits  aux 
grandeurs  entières  dont  ils  font  les  élemens  . Ces 
nouveaux  calculs  s’appellent  calcul  différentiel  & 
le  cakul  intégral. 

Monfieur  Leiinits  n’eut  pas  plutôt  rendu  publiques 
fes  nouvelles  découvertes,  dont  il  cacha  pourtant 
une  partie  exprès,  comme  il  le  dit  lui-même,  pour 
laiffer  aux  autres  jlc  plaifir  de  les  trouver  , que 
Meffeurs  Bernoulli,  qui  en  virent  toute  l’utilité,  s’y 

a ii) 
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appliquèrent  avec  tant  de  fuccés,  qu’ils  les  péne- 
trerent , le  les  rendirent  propres , y ajoutèrent  de- 
nouvelles  mccliodcs , & en  firent  ulagc  dans  la  rc- 
foiution  dune  grande  quantité  de  nouveaux  Pro- 
blèmes . 

Monfeur  It  Marqua  de  tlhfphat  donna  rcxccllenc 
Ouvrage  de  tAnalyfe  du  infiniment  petits  » où  le  car-- 
cuL  difi'crentiel  » & les  principaux  ufages  de  cé 
calcul  pour  toutes  les  courbes,  font  expliques:  &r 
il  fit  voir  qu’il  avoit  pénétré  dans  tout  ce  que  le 
calcul  intégral  pouvoir  avoir  de  plus  caché , par 
les  refolutions  complcttcs  qu’il  trouva  des  plus  difi-i 
ficilcs  Problèmes,  qui  furent  propofés  par  ceux  quî 
s!cn  croient  rendu  les  maîtres*  Monfitur  Varignon  doic- 
bientôt  donner  une  fcicncc  generale  du  Mouve- 
ment tonte  nouvelle , qui  ell  le  fruit  des  profondes 
découvertes  qu’il  a faites  dans  ces  nouvelles  metKo'< 
des,  dans  la  Géométrie  compoféc . On  doit  juger 
du  prix  de  l’ouvrage  par  les  beaux  morceaux  quî 
paroiflent  tous.  les.  ans.  Ce  font  des  pièces  achevées  » 
remplies  de  nouvelles  découvertes  , qui  font  bien 
defirer  l’ouvrage  entier  dont  elles  ne  doivent  fai- 
re que  quelques  parties . Manfieur  Carré  employa  le 
principe  le  plus  general  du  calcul  intégral  à la  me- 
lurc  des.  furfaces , des  folides , des  diftanccs  des 
centres,  de  pelantcur  & d’ofcillation  * Manfieur 
Xè'^eton  fit  paroître  de  font  côté  le  levant  Ouvrage 
des.  Principes  Mathemaîsques  U Pbilofiophie  naturelle^ 
qui  cft  tout  fondé  fur  ces  nouvelles  méthodes  qu’il 
avoit  inventées  , mais  dont  il  n’a  laiffc  voir  què 
quelques  veftiges  pour  donner  lieu  à^'ceux  qui 
XQudroienc  entrer  dans  l’invention  meme  des 
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vérités  qü’il  y découvre,  de  fc  rendre  propres  les 
méthodes  qui  en  font  la  clef.  Enfin  depuis  l’inven- 
tion  de  ces  nouveaux  calculs  > on  a non  feulement 
réfolu  d’une  maniéré  courte  8c  generale  les  Problè* 
mes  les  plus  difficiles,  qui  avoient  été  trouvés  par 
les  méthodes  de  Monficur  Defeartes  appliquées  au 
calcul  ordinaire  de  l’Algebre  i mais  on  a vû  /« 
Affes  de  Leipfic , lei  Journeaux  de  Spavans  & Ut  Me- 
WQtret  de  VAcademie  Royale  dei  Sciencet  remplis  des 
relolutions  de  Problèmes  , que  l’on  n’auroit  ofé 
tenter  aupravant . Elles  étoient  tirées  comme  du 
fond'  de  la  nature  , & des  premiers  & plus  in- 
times principes  du  mouvement , de  la  courbure 
même  des  courbes  & des  petits  angles  que  forment 
çntr elles  les  tangentes  de  leurs  points  qui  fc  tou- 
chent , que  l’on  peut  bien  concevoir  , mais  que 
l’on  ne  fçauroic  comparer  avec  les  angles  détermines 
que  nous  melurons  j & l’on  s’eft  ouvert  par  le  mo- 
yen de  ces  nouveaux  calculs  une  voye  qui  conduit  à 
une  nouvelle  Géométrie  des  courbes  mcchaniqucs  & 
preourantes , qui  cft  aulfi  utile  que  celle  que  l’on 
^voit  déjà . 

Les  refolutions  d’un  fi  grand  nombre  de  Pro- 
blêmes  nouveaux , que  nous  ont  donné  les  illuflres 
Inventeurs  des  calculs  différentiel  Sc  intégral , & 
ceux  qui  après  eux  fc  les  font  rendu  propres  par 
leur  travail,  font  les  fruits  que  l’Analyfc  a recueillis 
de  CCS  calculs  i mais  ils  ne  font  que  pour  un  prit 
nombre  de  S^avans;  c’efl:  le  prix  de  la  pinc  qu’il 
faut  prendre  pour  inventer  ibi-même  quelques- 
unes  des  méthodes  qui  ont  fervi  à les  découvrir. 
Pour  les  poffeder  , il  faut  le  mettre  en  eut  de  faire 
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de  pareilles  découvertes  J & ce  n'cll  que  depuis  peu 
de  temps  que  l’on  a vu  des  réglés  du  calcul  inté- 
gral dans  l’ouvrage  de  Monfieur  Chclnée  Ecoflois  , 
de  Methodo  fluxionum  invenâ  , ( les  Anglois  donnent 
apres  Monfieur  Newton,  au  calcul  difterentiel , le 
nom  de  calcul  des  fluxions , ) & dans  le  petit  traite 
de  quadraturis  curvarusny  que  Monfieur  Newton  a mis 
à la  fin  de  fon  ouvrage  fur  les  couleurs. 

On  a toujours  regardé  les  Mathématiques  com- 
me très  utiles  pour  la  pcrfe<5tion  de  la  Phyfique 
& des  Arts  , & pour  former  Icfpric  des  jeunes 
gens  , en  les  accoutumant  à apporter  aux  (ujecs 
de  leurs  applications  toute  l’attention  qu’ils  de- 
mandent} a mettre  dans  toutes  les  démarches  que 
doit  faire  leur  efprit  dans  la  recherche  de  la  vérité  , 
l’ordre  qu’il  faut  pour  y arriver } à ne  donner  leur 
confentement  entier  qu’à  l’cvidcncc  dans  les  feien- 
ces  naturelles  : en  leur  rendant  familière  la  prati- 
que des  réglés  qui  font  découvrir,  dans  toutes  les 
occafions  où  ils  peuvent  le  trouver , le  parti  le 
plus  raifonnablc  : &c  enfin  en  leur  fàifant  acqué- 
rir la  fagacité  nccelTaire  pour  trouver  dans  les 
queftions  difficiles  les  moyens  les  plus  propres  à 
les  réfoudre.  Cette  utilité  des  Mathématiques , & 
l’habitude  de  les  mettre  à la  portée  des  commen* 
^'ants  acquife  pendant  vingt  deux  années  de  temps 
que  je  les  ai  enleignécs  publiquement , m’ont  porté 
à mettre  toutes  les  méthodes  que  nous  avons  re- 
çues de  Monfieur  Defeartes  & de  fes  Difciplcs  , 
& celles  qui  ont  été  découvertes  par  les  fçavans 
Geometres  de  notre  temps , dans  leur  ordre  na- 
turel, de  maniéré  qu’elles  s’éclaircilTcnc  mutuelle- 
ment, 
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ment,  & fuflcnc  toutes  démontrées  dans  cet  Ou- 
vrage, que  je  nomme  à caufe  de  cela  l’AnalyJe  démon- 
trée. Je  me  fuis  propofé  de  rendre,  par  le  moyen 
de  ces  méthodes , les  Mathématiques  faciles  à ceux 
qui  commencent,  & qui  veulent  les  fçavoit  à fond } 
en  leur  découvrant  les  voyes  qui  les  conduiront  des 
permiers  principes  à tout  ce  qu’ils  peuvent  defircr 
d’en  connoître,  fans  fe  fatiguer  l’imagination  , fans 
être  obligés  de  lire  de  gros  volumes , ians  qu’il  faille 
charger  leur  mémoire  d’un  grand  nombre  de  pro- 
pofitions:  en  leur  ôtant  par  là  ce  qu’il  y avoir  de 
rebutant  ôc  de  plus  pénible  dans  l’étude  des  Ma- 
thématiques: en  les  faiiant  entrer  dans  l’invention 
naturelle  de  ces  fcicnces,  qui  les  mènera  fur  cha- 
que lujet  à des  refolutions  fimplcs  & generales  : 
en  les  mettant  enfin  en  état  d’entendre  routes  les 
nouvelles  découvertes,  & de  faire  eux-mêmes  cel- 
les qu’ils  voudront  entreprendre. 

, Cet  Ouvrage  cil  partagé  en  huit  Livres:  l’Analy- 
fe  ell  expliquée  fie  démontrée  dans  les  Icpr  premiers 
Livres,  qui  font  le  premier  Volume;  fie  le  huitième, 
qui  ell  comme  une  Iccondc  partie  de  l’Ouvrage  , fie 
qui  en  ell  le  fécond  Volume , fait  voir  les  ufages  de 
l’Analyfe,  fie  apprend  aux  Lc6leurs  qui  commen- 
cent , la  maniéré  d’en  appliquer  les  méthodes  à la 
Géométrie  fimple  fie  compoféc , fie  à la  refolution  des 
Problèmes  des  fcicnces  Pbyfico-Mathematiques,  en 
fe  fervant  du  calcul  ordinaire  de  l’Algcbre , du  cal- 
cul différentiel  fie  du  calcul  intégral:  ces  nouveaux 
calcus  y font  aulfi  expliqués  & démontrés,  comme 
on  le  dira  dans  la  Préfacé  de  ce  huitième  Livre. 

Le  premier  Livre  contient  l’Analyfe  fimple  , fie 
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la  rcfolution  de  pluficurs  Problèmes  qui  nont  bc- 
foin  que  de  rAnalyfc  fimplc-  Les  fix  Livres  fuivants 
expliquent  & démontrent  l’Analyfc  compofée . Le 
fécond  & le  troificme  enfeignent  les  premiers  prin- 
cipes de  l’Analylc , & les  préparations  qu’il  faut 
donner  aux  équations  compolécs  pour  les  refoudre , 

La  méthode  de  réduire  les  Problèmes  aux  équa- 
tions qui  en  expriment  toutes  les  conditions , ell 
expliquée  dans  le  fécond  Livre  avec  pluficurs  prépa- 
rations qu’il  faut  faire  fur  les  équations,  pour  en 
rendre  la  rcfolution  plus  facile  ; comme  la  manière 
d’en  ôter  les  fradtions  & les  incommcnfurables  , & 
la  manière  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun à pluficurs  équations  d’un  même  Problème . 

On  explique  dans  le  troifiéme  Livre  la  formation 
des  équations  : elle  lcrt  à faire  concevoir  clairement 
leur  nature  aux  Lcâcurs  qui  commencent.  On  leur 
apprend  à diftingucr  le  nombre  & les  qualités  des 
valeurs  de  l’inconnue  de  chaque  équation;  &‘on 
leur  enfeigne  les  dificrentes  transformations  des  équa- 
tions avec  leurs  ulàgcs.  Après  avoir  appris  les  pre- 
miers principes  de  l’Analylc  dans  les  crois  premiers 
Livres,  qui  font  comme  des  préparations  pour  re- 
foudre les  équations  & les  Problèmes  qu’elles  expri- 
ment , on  enleigne  la  rcfolution  - des  équations  dans 
les  quatre  Livres  luivants. 

Le  quatrième  Livre  contient  pluficurs  méthodes 
pour  refoudre  toutes  les  équations  de  quelque  de- 
gré qu’elles  puilTcnt  être , lorfquc  les  valeurs  de  l’in- 
connue font  commenfurablcs;  & les  méthodes  ge- 
nerales de  réduire  les  équations  compofées  aux 
plus  fimpics  qu’il  cft  polfibîc.  Les  règles  qu’a  don- 


Digitized  by  Google 


PREFACE.  xj 

nées  Monfteur  Hudde  dans  la  lettre  intitulée  de  re- 
duSiione  etqucfttonum , qui  cil  à la  fin  du  premier  Vo- 
lume de  la  Géométrie  de  Monficur  Defeartes,  y 
font  mifes  en  ordre  & démontrées.  La  méthode 
d’employer  les  grandeurs  indéterminées  qui  repre- 
featent  toutes  les  grandeurs  particulières , pour  dé- 
couvrir celles  que  l’on  cherche , cft  expliquée  dans 
ce  quatrième  Livre,  & mile  en  ufage  dans  tous 
les  fuivants.  Les  Lc(5leurs  qui  commencent,  doivent 
le  rendre  familière  cette  méthode  de  Monficur  Dc- 
feartes:  elle  cft  comme  la  clef  qui  ouvre  l’entrée 

t)rcfque  à toutes  les  découvertes . On  explique  dans 
c même  Livre  tout  ce  qui  regarde  les  valeurs  égales 
des  inconnues  des  équations  ; ce  qui  cft  de  grand 
ulagc  dans  la  rcfolution  de  plufieurs  Problèmes. 

On  a mis  dans  le  cinquième  Livre  les  méthodes 
de  refoudre  les  équations  compofccs  en  particulier 
du  fécond  degré , du  troifiéme , du  quatrième , &c. 
On  tâche  de  faire  entrer  les  commençants  dans  ces 
refolutions , qui  font  la  plupart  de  l’invention  du 
Pere  Preftet  , comme  s’ils  les  décou vroient  eux- 
mêmes  . Ils  y remarqueront  qu’il  y a dans  l’Analy- 
fc,  aulfi  bien  que  dans  la  Géométrie  fimplc  , des 
Problèmes  dont  l’on  na  pu.  jufqu’â  prefent  démon- 
trer l’impoffibilité,  ni  trouver  des  méthodes  qui  en 
doniuficnt  la  rclolution  exaefte  i qu’on  n’a  pas  laiflc 
cependant  de  trouver  des  méthodes  qui  en  don- 
naflent  des  refolutions  fi  approchantes  , que  les 
Mathématiques  pra6Hqucs  & les  Arts  en  tirent  les 
mêmes  avantages  qu’ib  auroient  des  refolutions 
exaéles  : & comme  l’on  a trouvé  dans  la  Géométrie 
des  valeurs  fi  approchantes  de  la  longueur  de  la 
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circonférence  & de  la  quadrature  du  cercle  , que 
leur  diftcrence  d’avec  les  valeurs  exades  cil  infen- 
Ijblcj  on  a de  même  trouvé  des  méthodes  d’a|>pro- 
chcr  de  fi  prés  des  valeurs  des  inconnues  des  équa- 
tions dans  les  cas  où  rAnalyfc  n en  a pas  encore  pû 
trouver  d’cxprcflïons  cxadlcs  , qu’on  en  peut  rendre 
la  dilTcrcnce  plus  petite  qu’aucune  grandeur  que  l’on 
voudra . Ces  méthodes  d’approximation  font  le  fujet 
du  fixiéme  & du  feptiéme  Livre . 

On  explique  & l’on  démontre  dans  le  fixiéme 
Livre  la  méthode  de  trouver  les  grandeurs  qui 
font  les  limites  des  valeurs  de  l’inconnue  dans  les 
équations  numériques  de  tous  les  degrés  j ( Monficur 
Rolle  efi  F Auteur  de  cette  méthode  ; ) & l’on  donne  plu- 
ficurs  manières  de  trouver,  par  le  moyen  de  ces  limi- 
tes, les  valeurs  des  inconnues  des  équations  numéri- 
ques aulfi  peu  difïcrcntcs  des  valeurs  cxatflcs  qu’on  le 
peut  délirer. 

La  manière  de  faire  une  formule  generale  pour 
élever  une  grandeur  complexe  de  tant  de  termes 
qu’on  voudra  a une  puilTancc  quelconque , dont 
l’expolant  indéterminé  rcprcfcntc  un  nombre  quel- 
conque entier  ou  rompu  , pofitif  ou  négatif , cft 
expliquée  & démontrée  pour  tous  les  cas  dans  le 
feptiéme  Livre . Elle  cil  de  grand  ufage  pour  for- 
mer toute  forte  de  puilTanccs , pour  extraire  toute 
fonc  de  racines , par  de  hmples  lubllicutions  ^ pour 
faire  des  formules  generales  dans  la  refolution  des 
Problèmes  & dans  le  calcul  intégral  ; & pour  ré- 
duire a une  extrême  tacilité  la  pratique  des  métho- 
des qui  font  trouver  par  des  fuites  wjintes  les  valeurs 
des  celles  des  inconnues  que  l’on  voudra  de  toutes 
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fortes  d’équations  qui  en  ont  pluficurs , comme 
aufli  de  toutes  celles  qui  contiennent  les  différen- 
tielles de  plufieurs  grandeurs  changeantes  meslées 
cnfemblc.  Ces  méthodes,  découvertes  par  Mejfteurs 
Leibnits  & Newton,  font  expliquées  & démontrées, 
dans  ce  feptiéme  Livre  : 8c  comme  elles  font  de 
grand  ulage  dans  la  refolution  d’une  infinité  de 
beaux  Problèmes,  & qui  font  très  utiles»  comme  on 
le  verra  dans  la  dernicre  Sedtion  de  la  leconde  Partie 
du  huitième  Livre } on  n’a  rien  oublié  pour  les  faire 
concevoir  clairement  aux  Ledleurs  qui  commen- 
cent , 8c  pour  les  leur  rendre  familières  par  pluheurs 
exemples  ; on  les  applique  auffi,  à la  fin  de  ce  fe- 
ptiéme livre,  à l’approximation  des  valeurs  des  in- 
connues des  équations  littérales  déterminées  de  quel- 
que degré  qu’elles  puiflent  être. 

Ainfi  les  Lcdlcurs  apprendront , dans  les  fept  pre- 
miers Livres,  la  maniéré  de  réduire  en  équations 
les  Problèmes  des  Mathématiques,  & furtout  de  la 
Géométrie  fimplc  &c  compolée , ôc  des  fciences  Phyfi- 
co- Mathématiques,  que  l’on  a eues  principalement 
en  vue  dans  cet  Ouvrage . Ils  apprendront  les  mé- 
thodes pour  reloudre  ces  équations  8c  les  Problèmes 
dont  elles  font  Icsexpreflîons:  Elles  leur  feront  trou- 
ver des  relolutions  exadtes,  quand  cela  fe  peut;  8c 
quand  elles  ne  le  pourront  pas , elles  leur  donneront 
des  approximations  qu’ils  pourront  continuera  l’infi- 
ni . Enfin  ils  verront  dans  le  huitième  Livre  les  ufa- 
ges  de  ces  méthodes  ; & ils  y apprendront  la  maniè- 
re de  les  appliquer  à découvrir  les  propriétés  des  fi- 
gures de  la  Geometrie  fimple  8c  compolée } & à rc- 
loudrc  les  Problèmes  de  ces  Sciences , 8c  les  Problè- 
mes des  Sciences  Phyfico-Mathematiques . 
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POU  R former  une  notion  de  l'Analyfe  aux  Leiieurt  qui  com^ 
mencent , on  leurftra  remarquer , que  dans  tous  les  Prcblêmet 
des  Mathématiques  il  y a des  grandeurs  inconnues  que  f on  cherche, 
des  grandeurs  connues,  ér  des  rapports  connus  entre  les  grandeurs 
connsxs  & les  inconnues-.éf  que  c’efïpar  te  moyen  de  ces  rapports  con- 
nus qu'on  peut  découvrir  les  grandeurs  inconnues  que  P on  cherche. 

L'Analyfe  efï  la  fcience  qui  contient  les  méthodes  pour  décou- 
vrir les  grandeurs  inconnues  que  Von  cherche.  Cet  méthodes  enfei- 
gnent  à marquer  par  les  lettres  de  l'alphabet  les  grandeurs  incon- 
nues & les  grandeurs  connues-,  d trouver , par  le  moyen  des  rapports 
connus  qui  font  entre  les  unes  & les  autres,  des  équations  ex- 
priment les  Problèmes  que  ton  veut  refoudre , & enfin  à refoudre 
ces  équations,  c'e/l  à dire,  d faire  découvrir  les  valeurs  des  lettres 
qui  marquent  les  grandeurs  inconnues  que  ton  cherche . C'efî  ainji 
que  t Analjfe  donne  la  refoluîion  des  Problèmes . 

J^and  les  équations,  que  t Analyfe  fait  découvrir  pour  la  ri- 
folution  des  Problèmes,  contiennent  des  lettres  qui  marquent  les 
inconnues  qui  ne  font  point  multipliées  par  elles-mêmes,  ni  par 
d’autres  lettres  qui  repref entent  d'autres  inconnues , ces  équations 
s'appellent  (impies;  & l'Analyfe,  par  rapport  d ces  équations  , 
s'appelle  l’Analyfe  (impie . Le  premier  Livre  explique  t Analyfe 
fimple  . 

J^and  les  lettres  des  inconnues  font  multipliées  par  elles,  nièmet 
ou  par  dautres  lettres  des  inconnues  dans  les  équations  , on  les 
nomme  des  équations  composes;  & l'Analyfe  par  rapport  d cet 
équations,  s'appelle  l’Analyfe  compofée:  Bile  efi  le  fujet  des 
Livres  qui  [uivent  le  premier. 

^(uand  t inconnue  ne  fait  qu'un  feul  terme  de  Féquat  ion  dont 
tous  les  autres  termes  ne  contiennent  que  des  grandeurs  connues  ,R 
elle  ejl  multipliée  par  elle-même,  [équation  efl  compofée,  pt  elle 
je  retour  parles  méthodes  des  équations  compofées;  mais  comme 
elle  fe  refout  auffi  par  une  fimple  extracîion  de  racines , on  peut 
ta  regarder  comme  une  équation  fimple,  qui  peut  etre  rejolue  fat 
f Analyfe  fimple. 


Digitized  by  Gi;- 


o^U 


AVERTISSEMENT.  xv 

Ctux  ijui  voudront  profiter  de  cet  Ouvrage , ne  doivent  le  lire 
que  la  plume  à la  main , Affaire  eux-rrdmet  les  calculs  y qu'ils  y 
trouveront . 

Pour  l'entendre  avec  plus  de  facilité f Ûtpourfe  le  rendre  propre 
peu  à peu  fans  fe  rebuter , ils  pourront  fe  contenter  dans  une  pre- 
mière leclure  de  lire  le  premier , le  fecond&le  troiftéme  Livre  juf- 
quÀ  la  page<)2.  art.  44,  pajfer  tout  le  refte  du  troifiéme  Livre , & 
tout  le  quatrième  Livre  y ht  lire  la  feule  première  Seélion  du  cin- 
quième Livre.  Les  connorffances , qu'ils  auront  acquifes  dans  cet- 
te première  leliure y Jufiront  à ceux  quifj;avent  les  premiers  éle- 
mens  de  la  Geometrse  fsmple,  pour  entendre  la  première  & la 
fécondé  Seéiion  du  huitième  livre  y où  ils  verront  les  ufages  des 
méthodes  de  l'Analyje  qu'ils  auront  apprifes , dans  la  Geometrie 
fsmple  y dans  F art  de  jetter  les  bombes , Ù dans  les  Problèmes  qui 
font  découvrir  les  centres  d" ojcillathn  des  pendules  compofès  pour 
donner  la  jujlelfe  aux  horloges.  Ils  pourront  meme  entendre  la  Iroi- 
fième  Sebîhn  du  huitième  livre.  Ils  y trouveront  les  ufages  de 
fAnalyfe  dans  la  Geometrie  compofèe , & en  meme  temps  ils  fe 
formeront  une  idée  de  cette  fcience  & de  toutes  les  lignes  courbes 
qui  en  font  l'objet , & ils  apprendront  les  propriétés  les  plus  utiles 
des  courbes  les  plus  fsmples  , qu'orr  appelle  les  Sellions  coniques . 
Ces  connosfsances  les  mettront  en  état  d'entendre  les  Problèmes  des 
articles  Ô’499-  Après  quoi  ils  pourront  lire  la  première  Sec- 
tion de  la  féconde  Partie  du  huitième  Livre, où  efi  expliqttè  le  calcul 
différentiel  y jufqu'd  l'art. •^■^6;  paffer  aux  art  550  Cÿjyr, 
pour  voir  Fuf âge  de  ce  calcul  dans  les  Problèmes  qui  font  trouver 
les  tangentes  des  courbes  ; & /ans  s'arrêter  au  rejie  de  la  fécondé 
Partie  du  huitième  livre  y ils  pourront  lire  ta  première  Seilion  de 
la  troifiéme  Partie , où  font  expliqués  les  premiers  principes  du 
calcul  intégral  jufqu'd  l’art.hôSs  enfin,  pourvoir  quelques  ufages 
faciles  de  ce  calcul,  ils  pajferont  tout  le  refit  de  la  troifiéme  Partie 
jufqu'à  la  dernier e SeSiion , dont  sis  pourront  lire  les  deux  premiers 
■Exemples , & paffer  â la  fécondé  Partie  de  la  dernier  eSefilion  : ils 
.verront , dans  le  premier  Exemple  Phyfico-mathematique  y ïinven- 
tion  des  Ovales  dont  parle  M'  Defcartesàlafindu  fécond  Livre 
de  fa  Geometrie  y dont  il  n'a  pardonné  P Analyfe,  Le  fécond  Exemple 
Phyfico-mathematique  leur  apprendra  la  refolution  generale  du 
Problème  y où  il  s'agit , après  avoir  donné  à la  première  furface 
dun  verre  telle  figure  qu'on  aura  voulu- , de  trouver  la  figure  qu'il 
faut  donner  d la  fécondé  furface  du  même  verre , afin  que  les  rayons 
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qui  partent  dC un  point  déttrmini  } [oient  difpojéspar  les  refraSîiont 
qu'ils fou ff riront  â t entrée  & au  fortir  de  ce  verre , à s'aller  réunir 
dans  un  même  point  déterminé.  Ils  pajftront  tout  le  refie . 

Les  Leiieurs  qui  commencent , apprendront  ^par  cette  première 
leflure , les  premières  méthodes  deVAnalyfe;  & ils  verront  les  ufa- 
ges  de  ces  méthodes  dans  laGeometrie  fsmple&compofée  ,&  dans 
la  refolution  des  Problèmes  Phyfsco-mat hématiques , en  employant 
le  calcul  ordinaire  de  l' Algèbre  , le  calcssl  différentiel  & le  calcul 
intégral. 

Dans  une  fécondé  IcSiure , fs  les  ebofes  qu'ils  auront  lues  dans  la 
première  ne  leur  font  pas  ajfez  familières  j ils  liront  les  trois  pre* 
miers  Livres , la  première  SeSiion  du  quatrième  Livre , la  troifséme 
jufqu'à  l’art.  66,&  la  quatrième  SeSîion  ; la  première  SeSiion  du 
cinquième  Livre , la  fécondé  SeSiion  jufqud  l'art. la  troifséme 
SeSiion  jufqu'à  l'article  104;  'sis  liront  enfuite  toute  la  première 
Partie  du  tsuitième  Lsvre;les  trois  premières  SeSiions  de  la  fécondé 
Partse,  excepté  l'art.  536  6*  les  fuivants  jtsfquà  Vart.q\^;  ilt 
pafferont  la  quatrième  SeSiion , & ils  liront  dans  la  troifséme  Par^ 
tse  la  première  SeSiion  jufqu'à  l'art.  666 ^ ilt  pafferont  cet  article 

les  fuivants  jufqu’à  l'art.  714,  qu'ils  pourront  lire  avtcce  qui 
rcfle  de  la  première  SeSiion  ; ils  ne  liront  ni  la fécondé  ni  la  troifséme 
SeSiion , ni  le  premier  exemple  de  la  quatrième  ; mais  ils  liront  le 
refie  de  la  quatrième  SeSîion , & ilt  pourront  entendre  les  fsx  Exem- 
ples Pbyfsco-mat hématiques  qui  font  à la  fin  de  la  cinquième, 
SeSiion . 

Dans  une  troifséme  leSiure , ils  ajouteront  à la  precedente  U 
frxtéme  & le  feptiéme  Livre,  excepté  la  cinquième  & la  fsxième 
Seciion  du  feplième  Livre  ; & il  n'y  aura  plus  rien  dans  le  huitié- 
tne  Livre  qu’ils  ne  puijfent  entendre  % &ils  feront  en  état  de  faire 
le  choix  des  Méthodes  de  l Ouvrage  qu’ils  doivent  fe  rendre  les 
plus  familières . 

Poser  entendre  toset  cet  Ouvrage ^ il  sse faut f /avoir  que  les  ope- 
rations de  r Algèbre  fur  les  grandeurs  littérales,  c’eflàdire,Hne 
fautf/avo'sr  que  le  feul  c aïeul  & les  proportions  & les  progrefjsont . 
Ces  chofes  [ont  expliquées  dans  lesTra'stés  d' Algèbre , comme  dans 
les  Eléments  du  Pere  Preftet , ou  dans  le  Traité  de  la  Grandeur 
du  Pere  Lamy  ; ceux  qui  ont  la  Geometrie  latine  de  M' Defeartes, 
peuvent  fe  contenter  du  petit  T raité  dont  le  titre  efl , Principia 
Mathefeos  univerfalis , qui  efl  au  commencement  du  fécond 
Volume,  Pour  entendre  le  huitième  Livre,  il  fuflst  du  f /avoir  la 

Geometrie 
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Ceometrte  fimplf  , c'cft  à dire  , cc  qui  efî  contenu  dans  les  fsx 
pretniers  lames  ttEuclide . On  donncftt  dans  la  fuite  un  Tarait é 
cT Algèbre  & une  Geometrie  Jinspk. 

Le  féal  calcul  qui  nefl  pas  expliqué  dans  les  Traités  d' Algè- 
bre dont  on  vient  de  parler,  eft  celui  des  expoianrs  des  puiflàn- 
ces.  On  le  mettra  ici  en  peu  de  mots  pour  la  commodité  des  com- 
menpants  , qui  pourront  le  lire  quand  ils  feront  arrivés  aux  en- 
droits de  cet  Ouvrage  ois  ils  en  auront  befoin . 

Lorfqu'une  meme  grandeur  a eft  multipliée  par  elle-meme  une 
fois,  deux  fois,  trois  fois , tf  ainji  de  fuite  ; les  produits  aa , aaa , 
aaaa,  itc.  s’appellent  les  puijfances  de  cette  grandeur.  Pour  abré- 
ger ces  expreffions , I on  écrit  au  haut  de  cette  grandeur  vers  la 
droite  en  moindre  car  aller  e le  nombre  qui  exprime  combien  de 
fois  chacun  des  produits  contient  la  lettre  a,  de  cette  maniéré 
a>,  a'*,  a’ , &c.  cet  nombres  s'appellent  les  expo/ànts  des  puiffan- 
ces  de  la  grandeur  a ; ainft  a'  eft  la  fécondé  puifjance  de  a,  & z 
ejl  lexpofant  de  la  fécondé  puijjance  de  a ; ^ eft  fexpofant  de  la 
troifiime  puiffaruei  & ainft  des  autres:  on  donne  aufft  d la  gran- 
deur ftmple  a F unité  pour  expofant,  de  cette  forte  a';  ce  qui  mar- 
que la  première  puiffance  de  a qui  neft  point  multipliée  par  elle- 

mme.  Les  grandeurs  dont  les  expofants  font  des  nombres  entiers 
y appellent  des  puiflànces  entières . * 

Us  racines  dune  grandeur  a fe  marquent  ordinairement  par 
tefigne  avec  le  nombre  au  deffut  qui  marque  ft  c’eji  la  racine 
quarrée  ou  fécondé , ta  racine  cubique  ou  troiftéme  , la  quatriè- 
me , &c.  de  cette  forte  l/a,l/a,\fa,  &c.  Mais  pour  Us  réduire 
au  meme  calcul  q ie  les  puiffances  entières , on  les  marque  fans  le 
ftgneu^ , tt  Fou  icra , pour  leur  expofant,  une  frachon  dont  le 
& dont  le  dénominateur  efl  le  nombre  t fi 
Cejt  U racine  fécondé i le  nombre  3,  ^uand  cefi  la  racine  îroifii^ 

me,  Ôff.  de  cette  forte  a %a  ^“a  ^.a  ^i«Scc  Ainft  a^=l/a  mar- 
que la  racme  fécondé  de  a , tS  ainft  des  autres . Par  le  moyen  de 
ces  expr^ns  on  peut  regarder  les  racines  des  grandeurs  comme 
des  puidaaces  dont  les  expofants  font  des  nombres  rompus . 

La  racine  quelconque  d'une  grandeur  a*,  a* , &c  qui  eft  une 
f U! ffunce  entière, fe  marque  en  donnant  pour  expofant  à cette  gran- 
deur unefraSiion  dont  le  premier  terme  efl  F expofant  de  la  putffaa- 
ceetstiere  de  cette grandeur , étdont  lefecondterme  eft  Fexpofant 
de  la  racine  qu'on  veut  exprimer . Ainft  la  racine  fécondé  de  a>  fe 
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tttdrque  atnft  a*  ; la  racine  cinquième  de  si’  fe  marque  atnji  a'. 
Jl  en  efl  dt  m^me  des  autres . 

Pour  marquer  une  puijfance  en  general,  on prend  une  lettre  pour 

expofant  ; ain^ marque  une pui^nce  quelconque  ; texpofant  (n) 

reprefente  tel  nombre  qu'on  voudra, /oit  entier,  foit  rompu,  & on 

f appelle,  d caufe  de  cela,  un  expofant  indéterminé.  Onpeutauffi 

marquer  une  puijfance  en  general,  dont  I expofant  efl  une  fraéliong 
1 

de  cette  maniéré  sP,  cequifignifie  c'efl  ddire  la  racine  que  U 

S 

conque  reprefentée  par(n)de  lagrandeura . De  meme  sP—  ^a“ 
manque  la  racine  quelconque,  reprefentée  part indéterminée  n,  de  a 
ilevee  à la  puijfance  entière  dont  f expofant,  quelque  nombre  en- 
tier qu'il  puiffeetre,  efl  reprefenté  par  t indéterminée  m.  Ces  ex- 
pojants  indéterminés  fervent  à trouver  des  refolutions  generales 
qui  conviennent  d toutes  lesgrandeurt particulières  dont  les puif- 
fances  peuvent  avoir  pour  expofant  s quelque  nombre  que  te  puif- 
fe  etre;  tous  ces  expofant  s particuliers  pouvant  hre  reprejentis 
par  Pexpefant  indéterminé . Ces  ebofes  fuppofées,  voici  le  calcul 
des  puiflances  par  le  moyen  de  leurs  expofant  S. 

Le  calcul  des  puissances  des  grandeurs, 
par  le  moyen  de  leurs  expofams. 


POUR  multiplier  deux  puijfances  eP  une  grandeur,  il  ne  faut 
quajputer  les  deux  expofantt  de  ces  puijfances,  & écrire  la 
fomme  des  expofant  s pour  l' expofant  du  produit. 

Pour  divijer  une  puijfance  d’une  grandeur  par  une  autre puif- 
fance  de  la  meme  grandeur,  il  ne  faut  qu'ôter  Pexpofant  du  di- 
vifeur  de  V expofant  de  la  puijfance  d divifer,  & écrire  la  diffé- 
rence des  expofant  s pour  fexjpofant  du  quotient. 

Pour  miltipher  ai'  para*,  il  faut  écrire  a***  oua*  pour  le  pro- 
duit . Pour  multiplier  a*  para',  il  faut  écrire  al'*"  ou  a*  pour  le 

1 

produit.  Pour  multiplier  a’  par  a*,  il  faut  écrire  pour  le  produit 
a * = a * . Pour  multiplier  a * par  a ■*,  il  faut  écrire  pour  le 


1*1 


■^1». 

* 


produit  a * * = a*.  De  meme  le  produit  de  iJ'par  x*  efl  x' 
(fini  de  X*  celui  de  x*  par  efl  x ^ ; celui 

de  x‘parx*  eflx  *=x  “ , Il  en  efl  de  même  des  autres'. 
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Pour  Jivifer  par  a*,  il  faut  écrire  pour  le  quotient  a*”’  = a*  ; 
de  meme  le  quotient  de  Ol*  par  a'  efl  a*~'  =a';  celui  de  a*  divifé 
pan^efti  Le  quotient  de  a*  pan''  efti^  ’=a'+; 

1 i-i  -i 

celui  dei'par  eftz  ^ = a De  même  le  quotient  de  x“ 

par  X"  efl  x“~"  ; de  x*  x“"  f/î  ; celui  de  x“  par  x* 
x“~’  i celui  de  x~“  divifèe  par  x~^  eflx  ».  Il  en  efl  de 
même  des  autre f. 


On  remarquera  qu'il  fuit  de  ces  operations,  i°,  quunexpofant 
négatif  marque  que  lapuiffance,  dont  il  efl  Texpofant,  eflundivi^ 
feur , <Sr  quelle  efl  par  confequent  au  dénominateur  ; ainft  x~* 

~ 7* *****  “t**  * * =— r =r7-|X“~“  =^. // 
même  det  autres . 


2®.  Que  r on  peut  dans  unefraSlion,  faire pafler  une  puiffancc 
du  dénominateur  au  numérateur,  ou  du  numérateur  au  dénomina- 
teur, fans  changer  la  valeur  de  la  fraSlion.  Par  exemple,  au  liéu 
de^,  on  peut  écrire  ax*y“^.  L'on  peut  encore  écrire  Il 
en  efl  de  même  des  autres.  Ces  cbangemens  d'txprejjion  peuvent 
être  d ufage  dans  quelques  rencontres . 


3“.  filue  quand  on  multiplie  deux  puijjances  dont  lesexpojants 
font  négatif,  par  exemple  x par  x * i ce  qui  donné  te  pro- 

^ — i.  * 

duit  X * * =x“';  cette  operation  revient  à la  même  ebofe 
queflVondivifoitx  ^ parx  *-,car  lé  quotient  ferait  au/fl  x~  * 

= x-’. 


4*  quand  on  multiplie  la  même  grandeur  ou  la  même 

i i 

puijfance  plufieurs  fou  par  elle-même , par  exemple  x * parx* 

parx'  par  x*,  il  faut  écrire,  pourexpofant  du  produit,  iedouêle 

i i.  i 

de  t expofant  quand defl  x^  par  x*;  le  triple,  quand e efl  x • 

i i i i X X 

par  X*  parx^i  le  quadruple,  quand  de  fl  x*  par  x*  par  x*  par  x% 

c ij 
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i i.  - ’i 

& ainji  Jf s autres . C<irx*xx*=x*  * = x’=x';x^x 

- s.  J.  i.  i i i.  I 1 

x*xx*=x*  * *=x*;  X*  XX*  xx'xx*  = x*  * * * 

=x  * =x*.  Jlenefl  licmême  eies  autres.  D'oà  Ton  voit  que  pour 
ilever  la  puiffance  sT une  grandeur  à une  puiffance  dont  Pexpo- 
fant  efi  un  nombre  entier  , il  ny  a qu'à  multiplier  texpofant  de 
cette  puiffance  par  texpofant  de  la  puiffance  à laquelle  onia 
veut  élever,  & ton  aura  l'cxpofant  que  l'on  cherche.  Parexetth 

».  t_ 

pie  pour  ilever  x^  à la  quatrième  puiffance , il  faut  écrire  x * 


A J . 

D'où  il  fuit  que  pour  avoir  la  racine  d" une  puiffance  quelcon- 
que, il  n'y  a qu'à  divifer  texpofant  de  la  puiffance  par  texpofant 
du  figne  radical  de  la  racine,  & le  quotient  fera  texpofant  que 
f m cherche . Par  exemple  pour  extraire  la  racine  quatrième 

X . .J 

marquée  par  ^ de  , il  faut  écrire  pour  la  racine  a z^a  * * * 
Cefl  la  nàme  chofe  des  autres. 

Mais  y divifé  par  4 eft  la  meme  chofe  que  y multiplié  par 
ainfi  en  regardant  les  racines  comme  des  puiffances,  ceft  à dire, 
n employant  pas  le fsgne  radical  pour  marquer  les  racines,  mais 
leur  donnant,  comme  aux  puiffances,  pour  expofants  des  nombres 

Tottspus;  alors  pour  élever  une  puiffance  comme  a ' à une  puiffan- 
ce dont  t expofant  efl  un  nombre  rompu,  par  exemple  y,  Une  faut 

que  multiplier  texpofant  \ de  la  puiffance  propofée  a ^ par  tese- 

pofant  y de  la  puiffasue  à laquelle  on  veut  élever  i*,&  ton  aie- 
Xx  ^ * _ 

w a • * = a ‘ * . Cf  qui  donne  cette  réglé. 


Pour  élever  une  puiffance  quelconque  a"  à une  puiffance  quel- 
conque dont  t expofant  efl  reprefenti par  vn,ilne  faut  que  mul- 
tiplier t expofant  n de  la  puiffance  propojéea,"  par  t expofant  m 
de  la  puiffance  à laquelle  on  veut  élever  a“,  ét  écrire  a”.“  po'^t 
la  puiffance  que  ton  cherche. 

Pour  élever  a»  à la  puiffance  dont  texpofant  eff  f , ///<»«?  écri- 

*'X  — -i 

tt  Z • = a * ; pour  élever  x*  à la  puiffance  dont  texpofant 
tfi  — il  faut  écrire  x~  ' . S en  efl  de  meme  des  autres. 
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Voilà  U calcul  des  puiiïances  par  le  moyen  de  leurs  expo  faut  s: 
voici  la  raifon  fur  laquelle  ce  calcul  efl  fondé  : Us  Leéieurs  qui 
f pavent  les  propriétés  des  progrejjions  arithmétiques  (j-  des  progref^ 
fions  géométriques f l'entendront  facilement, 

A Progreflion  géométrique  des  puiflànces  de  âl 


1 _»  I T 

â*  • t »*  ' f 


-îr,^,t,0tta%  a*,  a»,  a»,  a^,  a»,  a‘,  &c, 
B La  même. 


a“*,  a“*,  a*,  a‘,  a*, a»,  a»,  a*,  a‘,  &c. 


Toutes  les  puifjances  dune  grandeur  zmif  es  de  fuite  y de  ma- 
niéré que  a“ , o« , ce  qui  efl  la  rsume  ebofe , l'unité  fost  entre  celles 
dont  les  expofants  font  les  nombres  entiers  pofitifs  pris  de  fuites 
& celles  dent  les  expofants  font  les  mêmes  nombres  négatifs  mis 
au(fi  de  juite  ; toutes  cespui/fances,  dis-je , font  une  progreffion 
géométrique . 

Les  expofants  de  cet  puifjances  font  une  progrejfion  arithmetiquey 
&ztroqui  eflentre  les  expo  font  s pofitifs  & ht  expofants  négatifs^ 
efiTexpofant  de  F unité  ou  de  dans  la  progreffon  géométrique: 

ainfi  il  y a deux  progrefjions  dans  l'expreffon  Bj  la  géométrique 
celle  des  puiffances  ; l' arithmétique  efl  celle  des  expofants. 
Outre  les  termes  marqués  dans  la  progreffon  géométrique  B,  on 
en  peut  concevoir  une  infinité  d autres  de  cette  maniéré.  Entre  sP 
ou  l’unité  &a.'yOn  peut  concevoir  toutes  les  puiffances  infinies  de  a 
dont  les  expofants  font  les  nombres  rompus  pofitifs  moindres  chacun 

— — i i i ± 

que  fexpofant  \ de  al,  comme  a*,  a*,  a’,  a> , a*,  à*,  &c 
Û Ton  peut  concevoir  entrea‘&a~^  toutes  les  puiffances  à Finfini 
de  a,  dont  les  expofants  font  les  mimes  nombres  rompus  moindres 
chacun  que  F unité,  mais  négat  fs. 

On  peut  de  meme  concevoir  entre  a’cSr  a*  un  nombre  infini  de 
puifjances  de  a dont  let  expofants  font  ch  fuite  tous  le  nombres 
rompus  pofitifs  quifurpaffent  F unité  & font  moindres  que  2.  On 
peut  auffi  concevoir  entre  a"*  & a"*  le  nombre  infini  de  puifian- 
ces  de  a,  dont  Us  expofants  font  ht  trimes  nombres  rompus  dont 
on  vient  de  parler,  mais  négatifs . 

Ainfi  entre  chacun  des  termes  de  la  progrefsonB&  celui  qui  le 
fuit,  ou  celui  qui  U précédé , il  peut  y avoir  une  infinité  d autres 
termes  qui  feront  tous  les  puiffances  de  a, mais  leurs  expofants  feront 

c iij 
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des  nombres  rompus  pofitsf/  em  allant  de  a°  vers  la  droite,  & né- 
gatifs en  allant  de  a**  ver  ta  gauche. 

Pour  faire  concevoir  que  les  expojants  de  ce  nombre  infini  de 
puiffances  de  a mijes  de  fuite  en  progreffion  géométrique , fout 
entreux  une  progreffion  arithmétique,  dont  la  différence  efl  le  plus 
petit  nombre  qu'on  puiffe  imaginer  ,il  ny  a quà  faire  remarquer 
une  maniéré fimple  de  trouver  ces  termes  moyens  à f infini  entre  les 
'fermes  marqués  dans  B*  Par  exemple  pour  trouver  tous  les  termes 
entreié'&a'iOU  entre  1 &a',  ilnya  qu'à  prendre  le  terme  moyen 
proportsonel géométrique a;  it  pour  avoir  fon  expofant , il  ny  a 
qu'à  prendre  le  moyen  arithmétique  proport  ionel  entre  o6t  i qui 

efi\.  Ainjî  F on  aura  ;;  a*,  a * , a*. 

On  prendra  de  mime  la  moitif  de  qui  e fi  & la  moitié 

i JL 

^ i 1 = -i,  laquelle  moitié  eft^,  & Ton  aura  ::  a®,  a ♦ , a •, 

a ®,a*.  Ou  cottfoit  clairement  quon  peut  asnjs  continuer  de  pren-* 

dre  des  termes  moyens  proportionels , tant  les  géométriques  que 
tes  arithmétiques  corre f pondant  s , & cela  à T infini  s & quon 
peutenfuitCy  au  lieu  et  un  moyen  proport  ionel , prendre  deux  ^ 
troiSy  quatre,  tfc.  moyens  proportionels  géométriques  entre  deux 
termes  vos  fins,  & prendre  en  meme  temps  les  moyetss  proport  io- 
tiels  arithmétiques  corre fpondesnîs  qui  Jerviront  etexpofants  aux 
géométriques. 

En  imaginant  de  la  même  maniéré  tes  moyens  proportionels  geo» 
métriques  entre  tous  les  termes  voifins  & les  arithmétiques  qui 
leur  fervent  d expofant  s , on  verra  clairement  qu'on  peut  cotscevoir 
une  progreffion  georssetrsque  infinie  ^toutes  tes  puiffances  de  fuite 
dune  grandeur,  dont  les  expofants  feront  au  fi  une  progrefiom 
arithmétique. 

L'on  remarquera  que  toutes  Tes  fois  qu'on  prendra  quatre  testu 
sues,  dans  la  progrefion  géométrique , qui  feront  «ntr'eux  une 
proportion  géométrique  , les  quatre  expofants  de  ces  quatre  termes 
feront  eutr'eux  une  proportson  arithmétique:  Et  que  toutes  tes 
fois  qu'on  prenstra  plufhurs  termes,  c'efi  à dire  tant  des  termes 
qu'on  voudra,  dam  la  progreffion  geontetrique , qui , quoiqu'éloi» 
gnés  le  s uns  des  autres,  feront  pourtant  entr'euxuste  pregref^ 
géométriques,  tes  expofants  de  tosu  ces  termes , pris  dans  le  tnêma 
ordre  feront  entr'eux  une  progreffion  arithmétique  ; c'efi  à dire,, 
ta  whne  différence  regtsera  dans  leur  progreffion. 
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Mais  quand  zéro  efl  le  premier  terme  d" une  proportion  arithmé- 
tique O,  i:  2, 1 ■+•  2 = 3,  il  faut  ajouter  le  feeond  & le  troifiéme 
terme.,  à"  les  fomme  eji  le  quatrième  terme , j^and  zéro  efl  le 
quatrième  terme  d' une  proportion  arithmétique  3, 2;  i,  o,  il  faut 
retrancher  le  fécond  terme  du  premier  ,&  la  dÿerence  efl  le  troi- 
fième  terme  Enfin  quand  zéro  efl  le  premier  ou  le  dernier  terme 
dune  progrefiion  arithmétique  o,  l,2,3,4;_f  4,  3,  2,  1,0, 
il  faut  utnltiplier  le  terme  le  plus  proche  de  xero,quiefi  la  diffé- 
rence de  la  progrejfion , par  le  nombre  des  termes  depuis  T^ero  non 
compris , par  exemple  par  ^,fi  l'onveut  le  quatrième  terme  depuis 
^ero  non  compris , & le  produit  efl  le  terme  que  l'on  cherche. 

C'efl  la  raifon  des  réglés  qu'on  a données  pour  multiplier  &pour 
divifer  deux  psiiffances  d'une  meme  grandeur  l'une  par  l'autre  par 
le  moyen  des  expofants  ; & pour  élever  une  puiffance  d'une  gran- 
deur dune  autre  puiffance  dont  l'expofant  efl  donné.  Car  pour  m vl- 
t {plier  par  exemple  a*  par  a’,  il  y a une  proportion  géométrique  a* 
ou  I . a*  ::  a^  .a’ , dont  Punit  é efl  le  premier  terme,  a}  & a*  font 
le  fécond  le  troifiéme  terme , & le  produit  a‘  que  Pon  cherche  efl 
le  quatrième  terme . Lcr  expofants  o,  2 : 3 , 3 2 = 5 font  auffi 

une  proportion  arithmétique  dont  zéro  efl  le  premier  terme,  let 
expofants  x&^des  grandeurs  à multiplier , a* , a’ , font  le fécond 
ér  le  troifiéme  terme  : ainfi  ajoutant  la  fomme  5 efl  P expo- 

fiant  du  terme  a’  que  P on  cherchoit. 

Pour  divifer  a’  far  a’,  il  y a une  proportion  géométrique  a’,  a* 
:;a'.a®e«  i,dont  sè  efllepremierterme  ; kdivifeur  a*/p  fécond 
terme  ; le  quotient  a*  que  Von  cherche  efl  le  troifiéme  terme , (S 
ï unité  oP  ou  I efl  le  quatrième  terme.  Les  expofants  3, 2: 1,0, 
font  aujfiune  proportion  arithmétique-,  le  premier  terme  efl  i,k 
fécond  efl  2, le  troifiéme  \eflP expofant  du  quotient  que  Pon  cherche, 
tt  zéro  efl  le  quatrième  terme  ; ainfit  en  retranchant  le  fécond  ter- 
me 2 du  premier  terme  3,  la  différence  s ejl  l'expofant  du  quotient 
que  Pon  cherche. 

Pour  élever  la  puiffance  d’une  grandeur  comme  d'd  une  puif- 
fance dont  P expofant  efl  donné , par  exemple  d la  puiffance  dont 
f expofant  efl  q,  il  y a une  progreffion  géométrique  d>ou  i,a*, 
a*,  2},^*, dont  le  premier  terme  tfl  l'unité , la  puiffance  donnée  a* 
efi  le  premier  terme  après  P unité , & la puiffam  ea*  que  Pon  cherche 


Digitized  by  Google 


xxiv  AVERTISSEMENT. 

tji  It  ({uatr tinte  terme  aprit  l'unité . Les  expofantt  font  auffi  une 
pro<^eJfion  arstbmeti^:  e -i-  o,  i,  2,  3,4,  depuis  zéro i le  premier 
terme  aprit  ^ero  eft  l' unité , & c\^  la  d,ff  r nce  de  la  progrefjion  i 
Vexpofant  que  l'on  ih-nhe  efl  le  quatrième  terme  aprit  ^tro;  & 
dans  une  progrejjion  arithmétique , la  d fference  étant  connue , qui 
efl  Icil,  & le  nombre  des  ter  met  aprit  ^tro  qui  e(lici^,  il  n'y  a 
qti à multiplier  la  differente  par  le  nombre  des  termes  depuis  ^ero 
non  compris  , & le  produit  , qui  eft  tes  4,  eft  le  terme  que  Ion 
cherche  de  la  progreffon  arithmétique , tt  par  Conjequent  l'expOq 
fant  Je  lapkijfance  a*  que  Fonçbercbwt» 
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ANALYSE  DÉMONTRÉE. 


LIVRE  l 

DE  L*ANALYSE,  QUI  ENSEIGNE 
à réfoudre  les  Problèmes  qui  fc  réduifenf 
i des  équations  Emples. 


SECTION  I. 

La  Metbode  de  réduire  un  Probteme  en  é quation  t. 

PROBLEME  1 


J^EDUIRE  an  Probante  en  équations;  c'eji  â < 
parades  équations  tous  les  raports  d’un  Prob/eme. 


.V 


|L  faut  didinguer  avec  beaucoupoatten» 
tion  les  trois  chofes  que  renferme  le  Pro* 
blême:  i.  Les  grandeurs  connues:  2.  Les 
grandeurs  inconnues  qu’on  cherche , ou 
qui  fervent  à faire  trouver  celles  qu’on 

cherche;  3.  Les  rapports  connus  entre  les 

grandeurs  connues  & les  inconnues , ou  même  ceux  qui  font 
entre  les  inconnues. 

11  faut  marquer  les  grandeurs  connues  par  les  premie* 
res  lettres  de  l’alphabet  a ^ b ^ e , &e.  Sc  les  inconnues  par 
les  dernieres  s,  t,  v,  x , y , z. 

Il  eft  bon  aulTi  de  marquer  les  grandeurs  connues  & in* 

A 
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connues  par  les  premières  lettres  des  noms  qui  les  expri- 
ment : Par  exemple  , de  marquer  un  nombre  en  general 
par  » , une  fomme  pr  / , le  temps  pr  r , la  viteflfe  par  v , 
une  tangente  pr  t , une  foutangente  pr  / , & ainfi  des  au- 
tres ; cela  foulage  la  memdre . 

3°.  Il  faut  fuppfcr  le  Problème  comme  refolu  , en  re-- 
gardant  les  inconnues  comme  (I  elles  étoient  connues  , & 
trouver  pr  le  moyen  des  rapprts  connus  du  Problème , au- 
tant d’équations  > qu’on  a fuppfé  d’inconnues  . 11  faut  ob- 
ferver  autant  qu’on  peut , l’ordre  naturel  dans  la  formation 
des  équations,  c’eA  à dire  qu’il  faut  commencer  pr  les  rap 
prts  les  plus  (impies,  & fë  fêrvir  enfuite  pr  ordre  des  rap 
ports  les  plus  compfe's. 

Exemple  L 

TpROüVER  le  quatrième  terme  d’une  proprtiooj  dont 
on  connoît  les  trois  premiers  termes. 

1**.  Je  remarque  les  grandeurs  connues  qui  font  les  trois 
pemiers  termes  connus  , la  grandeur  inconnue  qui  efl  le 
quatrième  tèrme , & les  rapprts  connus  entre  les  grandeurs 
connues  & l’inconnue:  dans  ce  Problème,  les  rapprts  con- 
nus font  le  rapprt  qui  eft  entre  la  première  & la  fécondé 
grandeur  connue  , & le  rapprt  qui  eft  entre  la  troifième 
grandeur  connue  , & la  quatrième  qui  eft  l’inconnue  qu’on 
cherche  , ces  deux  rapprts  font  égaux  > par  confequent  le 
poduit  des  extrêmes  eft  égal  à celui  des  moyens. 

a*.  Je  marque  les  grandeurs  connues  pr  les  premières 
lettres  de  l’alphabet  , & l’inconnue  par  une  des  dernieres  > 
de  cette  maniéré . Soit  le  premier  terme  = 4 . Le  fécond 
= h.  Le  troifième  = c.  Le  quatrième  = x. 

3“.  Par  le  moyen  des  rappris  connus , j’ai  cette  propr- 
tion  A . b ::  c . X . > 

Et  le  poduit  des  extrêmes  étant  égal  à celui  des  moyens , 
l’on  aura  cette  équation  ax  ■=■  bc  . qui  eft  celle  du  Pro- 
blème. 

Exemple  IL 

TP ROüYER  la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  d’une 
pogreftion  géométrique  qui  va  en  diminuant , donc  on  con- 
noîc  le  premier  & le  fécond  terme. 
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I*.  Je  remarque  les  grandeurs  connues  , qui  font  le  pre- 
mier terme  de  la  progrcflion  qui  eft  le  plus  grand  , & le 
fécond  terme  , la  grandeur  inconnue  qui  efl  la  fomme  de 
tous  les  termes  infinis  de  la  progreflion:  Je  remarque  de  plus 
que  par  la  propriété  des  rapports  égaux  qui  font  entre  tous  les 
termes  de  la  progreflion,  la  fomme  de  tous  les  antécédents, 
qui  eft  ici  la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  de  la  pro- 
greffion  , parccque  zéro  eft  le  dernier  terme  , eft  à la  fom- 
me de  tous  les  confequents  , qui  eft  la  fomme  de  tous  les 
termes  moins  le  premier  , comme  le  premier  terme  eft  au 
fécond . 

a*.  Je  marque  les  grandeurs  connues  & l’inconnue  de  cet- 
te maniéré. 

Soit  le  premier  terme  connu  = a. 

Le  fécond  = t. 

La  fomme  inconnue  de  tous  les  termes  infinis  = /. 

3*.  Je  me  fers  ainfi  du  rapport  connu  pour  former  Icqua- 
tion  du  Problème, 

La  fomme  de  cous  les  antécédents  de  la  progreflion  qui 
eft  égale  à / — o , c eft  à dire  la  fomme  / , eft  à la  fom- 
me  de  tous  les  confequents  qui  eft  t — ai  comme  le  pre- 
mier terme  a eft  au  fécond  b,  & j’ai  cette  proportion. 

/.  s — a ::  a.  b. 

Et  le  produit  des  extrêmes  étant  égal  à celui  des  moyens , 
l’on  aura  cette  équation  hi~  as  — aa  ^ qui  eft  celle  du 
Problème. 

Exemple  IIL 

T^ROUVER  deux  grandeurs  dont  on  connoît  la  fomme  & 
la  diftcrence. 

1°.  Soit  la  fomme  connue  des  deux  grandeurs  incon- 
nues = a. 

Soit  leur  diflference  connue  = d. 

Soit  la  première  & la  plus  grande  des  deux  grandeurs 
inconnues  = x. 

La  fécondé  = y. 

2“.  Il  y a deux  rapports  connus  , le  premier  eft  que  la 
fomme  des  deux  inconnues  eft  égale  à 4 , ce  qui  donne  cet- 
te première  équation  x ^ y — a. 

Le  fécond  rapport  connu  eft  que  la  difforence  des  deux 

A ij 
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inconnues  cft  égale  à , ce  qui  donne  cette  fécondé  équa- 
tion X — y = d. 

Lbn  a ainfî  les  deux  équations  du  Problème. 

R E M A R q_u  E. 

T .O  R s qu'il  ny  a pas  aflez  de  rapports  connus  pour  trou- 
ver autant  d’équations  qu’on  a fuppofé  d’inconnues , le  Pro- 
blème a plufieurs  réfolutions , comme  on  le  fera  voir  dans 
la  fuite , & on  l’appelle  indéttrminé . 

D e'f  I N I T 1 O N. 

I^ES  grandeurs  qui  font  des  deux  côtés  du  ligne  = dans 
une  équation , font  nommées  les  deux  membres  de  l’équa. 
tion,  X — y eft  le  premier  membre  de  l’équation  x — yz^dg 
& d en  eft  le  fécond  membre . 

Avertissement. 

_^^PRe's  avoir  réduit  un  Problème  en  équations,  il  faut 
faire  en  forte  que  les  inconnues  des  équations  fe  trouvent  feu- 
les dans  le  premier  membre  , & qu'il  n’y  aie  que  des  gran- 
deurs connues  dans  le  fécond  \ ce  qui  donne  la  rélblution  du 
Problème . 

Le  dégagement  des  inconnues  des  équations , & les  pré- 
parations pour  y arriver  , fe  font  par  l’addition,  la  fouftrac- 
tion  , la  multiplication  , la  diviûon  , l’extraélion  des  raci- 
nes , &c. 


SECTION  II. 

La  Metijode  de  dégager  les  inconnues  des  équations, 
& de  préparer  les  équations  à ce 
dégagement . 

U/age  de  P addition  & de  la  fouflraPîion  pour  le  dégagement 
des  inconnues , Cf  pour  y préparer  Us  équations . 

L’Addition  & la  fouftraélion  fervent  à faire  paflèr 
une  ou  plufieurs  grandeurs  d’un  membre  de  l’équation  dans 
l’autre. 
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Il  faut  effacer  la  grandeur  qu’on  veut  faire  paflcr , dans  le 
membre  où  elle  eft , & l’écrire  dans  l’autre  membre  avec  un 
ligne  contraire  à celui  quelle  avoit. 

Par  exemple , dans  l’équation  h = at  — aa , on  fera 
pafTer  — aa  du  fécond  membre  dans  le  premier , en  l’effa- 
çant dans  le  fécond  membre , & l’écrivant  dans  le  premier 
avec  le  figne  , & l’on  aura  bs  aa  = as . 

On  fera  paflcr  de  même  dans  l’équation  bs  aa  = as , la 
grandeur  is  du  premier  membre  dans  le  fécond , en  l’effa- 
çant dans  le  premier,  & en  l’écrivant  avec  le  ligne  — dans  le 
fécond  , & l’on  aura  aa—as  — bs. 

De'  MONSTRATION. 

T /on  ne  fait  dans  cette  tranfpofition  qu’ajouter  ou  retran- 
cher des  grandeurs  égales  dans  chaque  membre  de  l’équa- 
tion ; car  en  ajoûtant  -t-  aa  dans  chaque  membre  de  l’équa- 
tion bs  ■=  as  — aa,  l’on  trouve  aa  bs  = as  — aa-^  aa  , 
& — aa-h  aa  étant  égale  à zéro,  on  l’cffàce  , & il  refte  aa 
^ bs  = as . Et  en  retranchant  -t-  bs  dans  chaque  membre 
de  aa  hs  =■  as  , l’on  trouve  aa^^bs  — bs  = as  — bs,  & 
^bs  — bs  étant  égal  à zéro , on  l’cffâce  , & il  reff c aa  = as 
. — bs . Par  confequent  les  deux  membres  demeurent  toujours 
égaux  après  cette  tranfpofitioo. 

Ufages  àe  la  tranfpofstkn . 

kQ  N peut  mettre  par  tranfpofition  toutes  les  quantités  où 
eft  l’inconnue  dans  un  membre  , & toutes  les  quantités  con- 
nues dans  l’autre , comme  on  le  voit  dans  la  dernière  équa- 
tion \ ce  qui  lcrvira  au  dégagement  des  inconnues. 

2.  On  peut  mettre  par  tranfpofition  toutes  les  quantités 
d’une  équation  dans  un  membre,  & zero  dans  l'autre;  ce 
qui  fervira  dans  les  Livres  fuivans.  Car  en  effaçant  toutes  les 
quantités  d’un  membre,  & les  écrivant  avec  des  lignes  con- 
traires  dans  l’autre  membre  , l’égalité  demeure  toujours  , &; 
zéro  fe  trouve  feul  dans  le  membre  où  l’on  a effacé  toutes  les 
quantités . Par  exemple , fi  l’on  z xx  — ax  = ab,  l’on  aura 
par  tranfjxjfition  xx  — ax  — ab  = o. 

3.  On  peut  rendre  pofitives  par  le  moyen  de  la  tranfpofi- 
tioo,  les  grandeurs  négatives  de  l’équation  , les  ôtant  du 
membre  où  elles  font  négatives , & les  mettant  dans  l’autre 

A iij 
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avec  le  fignc  ; ce  qui  fert  à rendre  l’inconnue  pofitive , 
quand  elle  eft  négative , & à faire  trouver  la  valeur  pofîtive 
de  l'inconnue . 

4.  Lorfique  la  même  grandeur  fc  trouve  avec  le  même 
ligne  dans  chaque  membre  de  l’équation , comme  dans  cet 
exemple  , il  faut  l’effacer , & l’on  aura 

ax  = bc, 

IJfages  de  la  multiplication  pour  préparer  les  équations , pour 
en  ôter  les  fraélions , & pour  ers  dégager  les  inconnues. 

3.1.  J_j O R s QU  E l’inconnue  efl  diviféc  par  une  grandeur  con- 
nue , comme  dans  cet  exemple  ~ = on  peut  dégager  l’in- 
connue de  cette  grandeur  connue  , en  multipliant  chaque 
membre  par  la  grandeur  a f par  laquelle  l'inconnue  x efl  di- 
vifee , & l’on  aura  x = y. 

2.  ün  peut  encore  ôter  par  la  multiplication , toutes  les 
fraélions  d’une  équation . 

11  faut  multiplier  les  deux  membres  de  l’équation  par  le 
dénominateur  de  la  première  fraélion  , & multiplier  la  nou- 
velle équation  par  le  dénominateur  de  la  fécondé  fraélion , 
& ainfi  de  fuite , & l’on  trouvera  une  équation  où  il  n’y  aura 
plus  de  fraélions. 

Exemple . Il  faut  ôter  les  fraélions  de  l’équation  ^ 7 

— — ^ • 

Je  multiplie  chaque  membre  par  a , & je  trouve  l’équation 

al  r 

X "T*  ^ ^ • 

Je  multiplie  enfuite  chaque  membre  de  cette  équation  par 
le  dénominateur  c,  & je  trouve  cx-^  ai  — 

Enfin  ;c  multiplie  chaque  membre  de  cette  équation  par 
le  dénominateur  e , & je  trouve  cex  -4-  abe  = acd  où  il  n’y  a 
plus  de  fraélions . 

On  peut  ôter  tout  d’un  coup  toutes  les  fraélions  d’une 
équation  , en  multipliant  chaque  membre  par  le  produit  de 
tous  les  dénominateurs. 

Dans  l’exemple  precedent  en  multipliant  | 7 = 7 par 
ace  produit  de  tous  les  dénominateurs , l’on  trouve  l’équa- 
tion ^ ; dans  laquelle  eflâfant  les  lettres  corn- 

munes  au  numérateur  & au  dénominateur  de  chaque  frac- 
tion , l’on  aura  l’équation  fans  fraélions  cex  ^ aie  — acd , 
comme  on  l’a  voie  trouvée. 
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D oti  l’on  voit  que  fi  toutes  les  quantités  d’une  équation 
ctdent  divifées  par  une  même  grandeur,  il  n’y  auroit  quâ  cf- 
fteer  cette  grandeur  , & l’équation  feroit  fans  fractions. 

3.  On  peut  aufil  faire  en  forte  par  la  multiplication, qu’une 
des  grandeurs  connues,  laquelle  on  voudra , devienne  un  quat- 
re ou  une  puifiance  parfaite , en  multipliant  chaque  membre 
de  l’équation  par  cette  même  grandeur , ou  par  fa  racine}  par 
exemple,  dans  cette  équation  axx  abc  = c^ , on  peut  ren- 
dre la  grandeur  r’ quarrée  en  multipliant  chaque  membre  par 
c , & l’on  aura  aexx  -4-  abex  — c* . 

On  peut  aufii  par  ce  moyen  faire  en  forte  dans  quelques 
équations  , où  la  plus  haute  puifiance  de  l’inconnue  efi  mul- 
tipliée par  quelque  grandeur  connue  , que  cette  grandeur  de- 
vienne quarréc  ou  une  puifiance  parfoite . 

Par  exemple,  fi  l’on  a l’équation  axx’^abx  = bk,  onren. 
draquarrée  la  grandeur  «xa:  , en  multipliant  chaque  membre 
par  la  grandeur  connue  a,  6c  l’on  aura  aaxx-^aabx  = abbc. 

Enfin  on  pourroit  ôter  toutes  les  grandeurs  incommenfura- 
bles  d’une  équation , lorfqu’elle  en  a , par  le  moyen  de  la 
multiplication  } mais  cet  ufage  n’étant  que  pour  les  équations 
composes , il  fera  mieux  placé  dans  le  Livre  fuivant. 

Dimonflration  de  tous  cts  ufages. 

J L eft  évident  que  dans  toutes  les  operations  précédentes , 
on  multiplie  les  deux  membres  de  l’équation  par  des  gran- 
deurs égales;  par  confoquent  ils  font  encore  égaux  après  la 
multiplication . 

Vfaget  de  la  divifton  pour  préparer  les  équations  ^ & pour 
dégager  les  inconnues . 

I.  JjORSQjJE  l’inconnue  eft  multipliée  par  une  grandeur 
connue  dans  une  équation  , comme  dans  le  premier  exemple 
de  la  première  Scélion  , oh  l’on  a trouvé  axx=bc  , on  dé- 
gagera l’inconnue  en  divifant  chaque  membre  par  cette  gran- 
deur connue. 

Ainfi  diviûnt  chaque  membre  par  a , l’on  aura  x = ^ , ce 
qui  donne  la  réfolution  du  Problème,  oh  l'on  voit  que  le  4* 
terme  d’une  proportion  étant  inconnu  , & les  trois  premiers 
étant  connus , l'on  trouvera  le  4*  en  divifant  le  produit  du 
fécond  & du  troifiéme  par  le  premier . 
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On  dégagera  de  même  l'inconnue  dans  l'équation  du  fé- 
cond exemple  bi  = ai  — aa\  car  par  tranfpofition  l’on  au- 
ra aa  = ai  — /j  ; & divilant  chaque  membre  par  a — 
l’on  aura  — s.  C’eft  à dire  fi  l’on  divifé  Je  quarré  du  pre- 
mier terme  d’une  progrefiion  géométrique  qui  va  en  dimi- 
nuant, par  le  premier  teime  moins  le  fécond,  le  quotient 
fera  égal  à la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  de  la  progref- 
fion . 

2.  LorJque  toutes  les  quantitez  d'une  équation  font  multi- 
pliées par  une  même  lettre  ou  par  une  même  grandeur , on 
rendra  l’équation  plus  fimple , en  divifant  toutes  les  quanti- 
tez qui  la  compofent  par  cette  grandeur  commune. 

Par  exemple  , fi  l’on  a l'équation  axx  — abx  = hex  , en 
divilant  toutes  les  quantités  par  x,  l’on  aura  l’équation  plus 
fimple  ax  • — ab  = bc . 

3.  Lorlque  les  deux  membres  d’une  équation  ont  un  divi- 
feur  commun , on  la  réduira  à une  équation  plus  fimple  , en 
divifant  chaque  membre  pr  leur  commun  divilcur . 

Par  exemple  , les  deux  membres  de  axx  — aax  = abx 
— aab , ont  le  divifeur  commun  ax  — aa  \ en  divifant  cha- 
cun par  ax  — aa,  l’on  aura  l'équation  fimple  x = ^ , oîi  l’in- 
connue cft  entièrement  dégagée. 

Démnftration  de  tout  ces  ufaget. 

J L eft  évident  que  dàns  toutes  les  operations  précédentes,  on 
divilc  les  deux  membres  égaux  d’une  équation  par  des  gran- 
deurs égales  ; par  confequent  ils  font  encore  égaux  après  la 
divifion. 

U f âge  s de  l'ext  ration  des  racines  pour  préparer  les  équations  ^ 
Cf  pour  dégager  les  inconnues. 

■y  I.  L O R s QU  E le  fécond  membre  d’une  équation  ne  contient 
que  des  grandeurs  connues , & que  le  premier  membre  oîi 
eft  l’inconnue  contient  une  puifiance  prfaite , il  faut  extraire 
la  racine  de  ces  deux  membres , & l’on  aura  une  équation 
plus  fimple . 

L’on  a pr  exemple  l’équation  xx  = aa,  il  feut  extraire 
la  racine  quarrée  de  chaque  membre  , & l’on  aura  x — a, 
De  la  même  maniéré  en  tirant  la  racine  cubique  de  chaque 
membre  de  l’équation  x’  ^ aab  , l’on  aura  x = V s>s^b. 

Le 
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Le  premier  membre  de  l’équation  xx  — làx  aa  = le  ^ 
e(l  un  quarré  parfait  \ ainfi  en  tirant  la  racine  quarrée  de  cha- 
que membre , on  aura  l'équation  firaple  x — a — t/'hc , & 
par  tranfpofition  x — a^^x/^bc. 

Le  premier  membre  de  l’équation  x^ — ^dxx  *4-  ^aax — a* 
= abc  , e(l  un  cube  parfait;  ainfi  en  tirant  la  racine  cubique 
de  chaque  membre , l’on  aura  l’équation  fimple  x — a 
& par  tranfpofition  x = a’^^abc. 

2.  Il  y a plufieurs  équations  dont  le  premier  membre  de- 
viendroit  une  puifiance  parfaite,  fi  on  lui  ajbutoit  une  gran- 
deur connue;  par  exemple  > fi  l’on  ajoutolt  •¥>  aa  au  premier 
membre  de  l’équation  xx  — 2ax  = bc  ^ le  premier  membre 
feroit  le  quarré  xx  — lax  -t-  aa  ; dans  ce  cas  il  faut  ajbûcer 
à chaque  membre  la  grandeur  connue  qui  rend  le  premier 
membre  une  puifiance  parfaite , & l’on  aura  xx  — zax  •+•  aa 
= aa**“  ic  ; il  faut  enfuite  tirer  la  racine  de  chaque  mem« 
bre , & l’on  aura  x — a — i^aa  bc , qui  eft  une  équation 

fimple,  où  l’on  aura  par  tranfjxjfition  x = a-**i^aa’*‘bc. 

De  la  même  maniéré  fi  l’on  retranche  de  chaque  mem- 
bre de  l’équation  x’  — ^èxx  -4-  ^bbx  = f’,  l’on  aura  l’équa- 
tion x^ — 3 bxx  -4-  3 6éx  — V —c^ — Vf  donc  le  premier  mem- 
bre efi  un  cube  parfait  ; ainfi  en  tirant  la  racine  cubique  de 
chaque  membre, onaura  l’équation  fimple  x — 

& par  tranfpofition  x=é-4-  — V. 

Le  fécond  ufage  de  l’extraéHon  des  racines  fert  à réduire 
à des  équations  (impies  , toutes  les  équations  où  l’inconnue 
cft  élvée  au  quarré  dans  une  des  grandeurs  de  l’équation , 
& linéaire  dans  quelqu’autre  grandeur  , comme  l’équation 
XX — ax-=-al . 

Ces  équations  font  nommées  du  fécond  degré , & l’on  y 
diftingue  trois  termes  : le  premier  eft  xx,  c’eft  à dire  le  quarré 
de  l’inconnue;  le  fécond  eft  celui  où  l’inconnue  eft  linéaire, 
comme  — «x  ; le  troifiéme  & dernier  terme  eft  celui  qui  ne 
contient  que  des  grandeurs  connues  , comme  ab  . 

La  metbode  de  réduire  toutes  les  équations  du  fécond  degré  à des 
équations  ftmples  : ce  qui  en  donne  la  réfoLtion. 

'Pour  réduire  les  équations  du  fécond  degré  à des  équa- 
tions (impies , 1°.  il  faut  faire  pafTer  les  grandeurs  tou- 
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tes  connues  dans  le  fécond  membre . 2MI  faut  prendre  la 
moitié  de  la  grandeur  connue  qui  multiplie  l'inconnue  linéai- 
re dans  le  fécond  terme . 3“.  Ajouter  le  quarré  de  cette 
moitié  à chaque  membre  de  l’équation  , & le  premier  mem- 
bre deviendra  un  quarré  parfait . 4 *.  11  faut  tirer  la  racine 
quarrée  de  chaque  membre  , & l’on  aura  une  équation 
umple . . , . • 

Exemple  . Il  faut  réduire  l’équation  xx  — ax  — ah  — oÀ 
une  équation  hmple. 

I®.  Je  fais  pafler  la  grandeur  connue  — ai  dans  le  fécond 
membre,  & je  trouve  xx — ax—ah. 

2 . Je  prens  j-  a qui  cft  la  moitié  de  la  grandeur  connue  a 
du  fécond  terme. 

3®.  J’ajoute  ^ aay  qui  eft  le  quarré  de  cette  moitié  , à cha- 
que membre , & je  trouve  xx  — ax  \ aa  = \ aa  ^ ai  % 
dont  le  premier  membre  eft  un  quarré  parfait , qui  a pour  fa 
racine  X — \a- 

4°.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  | & je 
trouve  l’équation  Cmple  x — \a  = aa  , & par 
tranfpofition  x = 7 <1  y/^aa-^-ab. 

Trotfiéme  ujage  de  P extraSJlon  des  rsumet . 

J_j’oN  trouve  dans  la  réfolution  de  quelques  Problèmes 
deux  équations,  qui  étant  jointes  enfémble,  ou  retranchées 
l’une  de  l’autre,  font  trouver  une  équation  dont  le  premier 
membre  oh  eft  l’inconnue,  eft  une  puiffance  parfaite;  ou  bien 
ces  équations  étant  élevées  au  quarré,  au  cube,  &c.  & en- 
fuite  jointes  enfemble  ou  retranchées  l'une  de  l’autre , l’on 
trouve  une  équation  dont  le  premier  membre  oh  eft  l’incon- 
nue, eft  une  puiftance  parfaite:  dans  ce  cas  il  faut  extraire  la 
racine  de  chaque  membre  de  la  dernière  équation  que  l’on  a 
trouvée,  & l’on  aura  une  équation  plus  fimple. 

Exemple  1.  Si  l’on  a les  deux  équations  x*  x = fc’ , 
& 3<*xx 

Les  ajoûtant  l’une  h l’autre  , l’on  aura  x’  ^axx  ^aax 
•4-  4’  = f’ , dont  le  premier  membre  cftlecubedex-H<i, 

11  faut  extraire  la  racine  cubique  de  chaque  membre  , & l’on 

aura  l’équation  fimplex-4-4  •=-i/y  par  tranfpofition 

x = — 
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ExempU  IL  L’on  a les  deux  équations  xx  = 7 p , & 
x’ 

Si  l’on  éleve  la  première  à la  troificme  pumance , & la  fé- 
condé au  quarré , l’on  aura  ** — -ÿii^yy  3x07“» — 7*  =r  ^ p», 

& X* -H  6x*77 QXX7* = i f ^ . 

Retranchant  le  premier  membre  de  la  première  du  pre- 
mier membre  de  la  féconde,  & le  fécond  membre  de  la  pre- 
mière du  fécond  membre  de  la  fécondé , l’on  trouve  O^^^yy 
■♦-6xx7+-t-7*=iff — TT  PS  «^ont  le  premier  membre  eft  le 
quarré  de  3XX7 

' C’efl  pourquoi  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  mem- 
bre , l’on  trouve  3XX7  -♦•7’ = / 7 f f ^ V P'  • , 

Enfin  ajoutant  cette  équation  à l’équation  3x77 

==7  l’on  trouve  x’ ■4-3xx7-t*3x77-4-7^=4  qq — 

dont  le  premier  membre  eft  le  cube  de  x^y. 

Ceft  pourquoi  tirant  la  racine  cubique  de  chaque  membre, 

l’on  trouve  l’équation  fîmplex-»-7=yi^-4-v/i  qq  — îV  P'- 
Démon^ration  de  tous  ces  ufages , 

T lES  racines  quarrées»  ou  cubiques,  ou  quatrièmes , &c. 
de  grandeurs  égales , font  égales  : or  il  eft  évident  que  dans 
toutes  les  operations  précédentes , on  tire  des  racines  quar- 
rées  , ou  cubiques,  &c.  de  grandeurs  égales;  les  grandeurs 
que  l’on  trouve  font  donc  encore  égales , & elles  font  une 
équation , mais  elle  eft  plus  ûmple  . 

Avertissement, 

T lES  operations  precedentes  fuffifent  pour  dégager  l’in- 
connue des  équations  fimples,  lorfqu’il  n’y  en  a qu’une  feule, 
mais  l’on  a encore  befoin  des  fubftitutions , lorfqu’on  trouve 
plufleurs  équations  fimples  dans  la  réfolution  d’un  Problè- 
me, qui  contiennent  plufleurs  inconnues. 

Des  Substitutions. 

8 . T lO  R s qjt’i  l n y a qu’une  inconnue  dans  le  premier  mem- 
bre d’une  équation , les  quantités  dont  le  fécond  membre  efl 
compofé,  font  la  valeur  de  cette  inconnue. 

Dans  l’équation  x— a b,  <m-6eftla  valeur  de  x , 
Subftituer  la  valeur  d’une  inconnue  dans  une  équation , 

Bij 


Digitized  by  Google 


12  Analyse  démon  tre'e, 

c’eft  y mettre  cette  valeur  à la  place  de  l’inconnue , ou  les 
puiCfanccs , ou  les  racines  de  cette  valeur  à la  place  des  fetn- 
blables  puiflances,  ou  des  femblables  racines  de  l’inconnue. 

D’où  il  fuit , I® , que  fi  l’inconnue  eft  dans  l’cquation  avec 
le  figne  ou  — , il  iauf  l’ôter  de  l’équation  , & mettre  fa 
valeur  en  fa  place  avec  (es  fignes  fi  l’inconnue  a le  figne  , 
avec  des  fignes  contraires  fi  l’inconnue  a le  figne  — . 

2®.  Si  l’inconnue  eft  multipliée  ou  divifée  dans  l’équation 
par  quclqu’autre  grandeur , il  faut  multiplier  ou  divifer  la 
valeur  de  Hnconnue  par  cette  grandeur , & la  mettre  dans 
l’équation  à la  place  de  la  grandeur  où  étoit  l’inconnue  : ce 
qui  fe  doit  aufti  entendre  des  puiflances  de  l’inconnue  , ou  de 
fes  racines. 

Enfin  de  quelque  maniéré  quefoit  l’inconnue  dans  une  équa» 
tion  , il  faut  y mettre  de  la  même  maniéré  fa  valeur  à ùt  pla> 
ce.  Tout  ceci  s’entendra  mieux  par  des  exemples. 

Exemple  I. 

Pou  R fubftituer  la  valeur  dey,  qu’on  fuppofe  = a — r, 
dans  l’équation  * — y = d\  il  faut  ôter  — y de  cette  équa* 
tion , & mettre  en  fa  place  fa  valeur  a — x,  en  changeant  les 
• J fignes  de  cette  valeur  * , & l’on  aura  x — a<^x  = à ; & 
en  abrégeant  l’on  aura  zx  — a = d,  & par  tranljwfition  ax 
=z  a d y Sx.  tn  divUânt  chaque  membre  par  deux  , l’on  au^ 
ra  x — ^i  ce  qui  fait  voir  l’ulâge  des  fubftitutions. 

Exemple  II. 

Pour  fubftituer  la  valeur  de  x , qu’on  fuppofe  =/  *4- 1 ^ 
dans  l’équation  xx  — 2x  — 3 = o;  il  faut,  i®,  élever  chaque 
membre  de  x = y i au  quarré,  & l’on  aiu^a  xx=yy^  2y 

1 . 

a®.  Multiplier^  i valeur  de  x par  — a,  & l’on  aura  — 

2x  = — zy  — i. 

3°.  Il  faut  mettre  dans  l’équation  xx  — zx  ■ — 3 = o,  à la 
place  de  xx  & de — sx,  leurs  valeurs , & l’on  aura  yy  ■ — 4 ' 
= o,  au  lieu  de  xx  — ax  — 3 = o,  & partranfpofition  l’on 
aura  yy  = 4 , & y = 2 , l’on  aura  la  valeur  de  x toute  coni- 
nue,  en  mettant  à la  place  dey  dans  l’équation  * =r=y  •+-  i,  fa 
valeur  2,  car  l’on  trouvera  x ^ j. 
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L’operation  fe  fait  de  cette  maniéré. 

L’équation  propofée eftxAf  — 2x  — 3=0,  l’on  fuppo» 
k x—y^  i. 

L’on  aura  donc  xx  —yy  ^iy^  i, 

=— ar  = — %y — 2. 

— 3 = — 3- 

Donc  XX  — 2x  — 3=0=7^  * — 4 = 0. 

Exemple  III 

On  propofc  defubftituer  dans  l’équation  x="^  la  valeur 
de  Z prifc  dans  l’équation  z— — 
ve  en  mettant  au  lieu  de  z fa  valeur. 


V J 

x:^  . 


V e ^ t 

Il  faut  cnfuite  abréger  cette  exprefllon  par  les  operations 
ordinaires  de  l’Algebre , de  cette  maniéré, 


V . t 


« .*.  I X V • I — 


I 


V r- 


I « X > c ■». 


y m 1 t X V « î 


V « 


y » t X i'  * • 


1= — 1 -V» 


y II  * t y h ^ I 

L'on  aura  donc  l’expreflion  la  plus  fîmple  je  = X •** 


V4f^4^e*4*l 


V ^ 


Dimonflration  det  fuhfiittitiont . 

JLf’ON  met  par  la  fubditution  des  grandeurs  égales  dans  uner 
équation,  à la  place  d’autres  grandeurs  qu’on  en  ôte;  par  confê- 
q lient  les  deux  membres  de  l’équation  demeurent  toujours 
égaux.  B iij 
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SECTION  IIL 

0«  fort  explique  la  manière  de  rèfoudre  entièrement  les 
Problèmes  fmples  ou  du  premier  degré , & l’on 
en  apporte  plufieurs  exemples^ 

PROBLEME  IL 

y^PRES  avoir  réduit  un  Problème  en  autant  d'équations 
qu'on  a pris  d’inconnues  ; trouver  la  valeur  connue  de  toutes  les 
inconnsses  ^'cefi  à dire  trouver  la  rèfo/ution  du  Problème^ 

Premiers  maniéré^ 

i'.On  écrira  foutes  les  équations  du  Problème  qui  exprî. 
ment  tous  les  rapports  connus  qui  font  entre  les  inconnues 
& les  connues,  & on  les  nommera  les  premières  équations» 
2*.  On  en  prendra  une , qu’on  écrira  à part , l’on  pren. 
dra  la  valeur- de  l’une  des  inconnues  qu’elle  contient  , & 
l’on  fubflituera  cette  valeur  à fo  place  dans  toutes  celles  des 
premières  équations  oîl  fo  trouve  cette  inconnue  , excepté 
celle  où.  on  l’a  dégagée  ; après  quoi  cette  inconnue  ne  fc 
trouvera  plus  dans  les  équations  où  (à  valeur  a été  fublli- 
tuée  i on  écrira  toutes  ces  nouvelles  équations  , & l’on  y 
ajoutera  celles  des  premières  équations  où  l’inconnue  qu’on 
a ôtée,  n’étoit  point,  s’il  s’en  trouve  quelqu’une  , & on  les 
nommera  les  fécondés  équations  . 

. 3°.  On  prendra  une  de  ces  équations,  que  Ton  écrira 
avec  celle  qu’on  a déjà  mlfo  à part , on  prendra  la  valeur 
de  l’une  des  inconnues  qu’elle  contient , & on  la  fubftitue-. 
ra  à fa  place  dans  toutes  celles  des  fooondes  équations  où 
fe  trouve  cette  inconnue  ; ce  qui  donnera  de  nouvelles  équa- 
tions où  cette  inconnue  ne  fe  trouve  plus . On  les  écrira  ^ 
& l’on  y ajoutera  celles  des  fécondés  équations  où  ne  fe  trou- 
voit  pas  cette  inconnue  , & on  les  nommera  les  troiûémes 
équations  , fur  lelquelles  on  opérera  comme  l’on  a fait  fur 
les  équations  precedentes  , & l’on  continuera  l’operation 
jufqu’à  ce  qu’on  trouve  une  équation  où  il  n’y  ait  qu’une 
foule  inconnue. 
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4*.  On  prendra  la  valeur  de  l’inconnue  de  cette  équation, 
& on  la  AibtHtuera  dans  celle  des  équations  mifes  à part , où 
il  n’y  a que  cette  inconnue  & une  autre , & il  n’y  reftera 
que  cette  autre  inconnue  , dont  on  prendra  la  valeur , qu’on 
lubfHtuera  dans  une  des  équations  mifes  à part  où  il  n’y  a 

3ue  cette  inconnue  avec  une  autre . En  continuant  d’operer 
e cette  maniéré  , on  trouvera  les  valeurs  connues  de  toutes 
les  inconnues , & l’on  aura  la  réfolution  du  Problème. 

Seconde  maniéré. 

1*.  j^P  R e'  s avoir  écrit  les  premières  équations , on  pren- 
dra  toutes  les  valeurs  d’une  même  inconnue  dans  toutes  celles 
des  premières  équations  où  elle  fe  trouve , & l’on  en  écrira 
une  à part . 

a°.  On  comparera  toutes  ces  valeurs  les  unes  avec  les  au* 
très  ; ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  , qu’on  écrira  , 
& l’on  y ajoutera  celles  des  premières  où  n’étoit  point  cette 
inconnue, , s’il  s’en  trouve , & l’on  aura  les  fécondés  équa- 
ôons. 

3®.  On  opérera  fur  celles-ci  comme  on  a fait  fur  les  premiè- 
res, & l’on  continuera  jufqu’à  ce  qu’on  fbit  arrivé  à une  équa- 
tion où  il  n’y  ait  qu’une  inconnue. 

4®.  On  en  prendra  la  valeur  , & on  la  fubfti tuera  dans  cel. 
les  des  équations  mifes  à part  où  elle  fe  trouve  avec  une  feu- 
le autre  inconnue  , & l’on  continuera , comme  dans  la  mé- 
thode précédente , jufqu’à  ce  qu’on  ait  les  valeurs  connues  de 
toutes  les  inconnues . 

R E M A R QJCJ  E. 

Lorsqu’on  a trouvé  la  valeur  toute  connue  d’une  feule 
inconnue  , fi  l’on  n’avoit  pas  mis  à part  les  équations  dont  on 
a parlé  , on  ttouveroit  neanmoins  la  valeur  de  routes  les  in- 
connues en  fublUtuant  la  valeur  toute  connue  dans  une  des 
équations  où  il  n’y  a que  l’inconnue  qui  a cette  valeur  avec 
une  féconde  inconnue  , & après  la  fublHtution  on  prendroic  la 
valeur  toute  connue  de  la  féconde  inconnue , & on  la  fubfH- 
tueroit  avec  la  valeur  de  la  première  inconnue  dans  une  des 
équations  où  il  n’y  a que  les  deux  premières  inconnues  avec 
une  troifiéme  ; & en  continuant  cette  operation , on  trouve- 
roit  les  valeurs  connues  de  toutes  les  inconnues. 
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Troifiéme  manière  qui  fert  à abréger  les  operations 
dans  flii/iesirs  cas. 

Jl  arrive  quelquefois  qu’on  trouve  tout  d’un  coup  la  valeur 
toute  connue  de  chacune  des  inconnues  du  Problème  , en 
ajoutant  cnfemble  deux  ou  pluficurs  des  valeurs  d’une  mê- 
me inconnue  prifes  dans  les  premières  équations , ou  bien  en 
les  retranchant  les  unes  des  autres.  Il  faut  feulement  obferver 
de  joindre  enfemble  les  valeurs  d’une  même  inconnue  qui  for- 
ment une  équation  où  les  autres  inconnues  fe  détruifent  par 
des  fignes  contraires  , ou  toutes  , ou  la  plûpart , comme  on 
le  verra  dans  l’exemple  fuivant , auquel  on  appliquera  ces  trois 
méthodes . 


Application  de  la  première  metbode  d un  exemple. 

O N fuppofè  qu’en  réduifant  un  Problème  en  équations  , 
on  a trouve  les  quatre  fui  vantes. 


Premières  équations , 


Equations  mifes  â part. 


1“.  = t>  =:  ? — X — 

2Z=^y  — a’¥‘i. 

= iy=.2X' — b»*-C. 

xw^y^z=v^d. 

2“.  On  prendra  la  valeur  d’une  inconnue , par  exemple 
de  Vf  dans  laquelle  on  voudra  de  ces  équations  comme  dans 
• i.  la  première  , ôc  l’on  trouvera  * v = z — * — 

qu’on  écrira  à part , & l’on  fubflituera  cette  valeur  dans  les 
autres  équations  à la  place  de  z; , & l’on  aura  les  fécondes- 
équations  où  v ne  fe  trouvera  plus. 


Secondes  équations  abrégées. 

2Z  — 2y^a=h.  2Z  — 2x>*-a=c.  2x^>s*iy:=a*^d. 

3*.  On  prendra  la  valeur  d’une  inconnue  de  ces  fécondés 
^ 1.  équations,  comme  de  z,  & l’on  trouvera  * a?  = 2^  — a h-, 
on  l’écrira  dans  l’ordre  des  équations  mifes  à part , & 1 on 
fubdituera  cette  valeur  dans  celles  des  fécondés  équations 
où  fe  trouve  z 1 c’eft  à dire  dans  la  fécondé , & l’on  aura 
la  première  dès  troifiémes  équations , & y ajoutant  l’équa- 
tion 2x  2y  =■  a df  les  ttoifiémes  équations  feront  les 
deux  fuivantes. 

T roifsémes 
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T rotfiémes  équatiom  abrégée!  I 
ry  — zx’*i“b=-c.  2x<*r‘zy=.a*^d. 

4*.  On  prendra  la  valeur  d’une  inconnue  de  ces  troifiéines 
équations , comme  de >,  & l’on  trouvera  iy=2x  — h 
On  écrira  cette  équation  dans  l’ordre  des  équations  mifes  à 
part , & l’on  fubftituera  la  valeur  de  ty  dans  l’équation  zx 
2y  = a-^  d,  & l’on  trouvera  ^x  = a b — 

Comme  l’on  eft  arrivé  à une  équation  qui  ne  contient 
qu’une  feule  inconnue  ar , on  la  dégagera  , & l’on  trouvera 
Z 

PC  ■ 4 • 

On  fublHtuera  la  valeur  connue  de  x dans  l’équation  mife 
à part  2y  = 2x  — i c,  qui  n’a  d’inconnues  que;f  & or,  & 
l’on  trouvera  2y  = , & en 

divifant  chaque  membre  de  ty  = para',  l’on  aura 

4/  - - 

J ’**'"*  ' 4 • 

On  fubftituera  cette  valeur  dey  dans  Péquation  mife  à part 
2^  = 2y  — a ^b  f & après  avoir  abrégé  l’équation  qui  en 
viendra,  & dégagé  Imcoonue  on  trouvera  ? = — . 
Enfin  on  fubftituera  les  valeurs  connues  de  x, y,  z dans  l’équa- 
tion mife  à part  v = z — — y a,  ôc  après  avoir  abrégé 

l’équation  qui  en  viendra,  & dégagé  l’inconnue  on  trouve- 
ra v = . 

Le  Problème  eft  entièrement  réfolu , & l’on  a toutes  les  • 
valeurs  connues  des  grandeurs  inconnues , x — • 

V : 


-V  - H»~irY*eC^td 

J 4 


Z — 4 . 


Application  de  la  fécondé  metbode  au  meme  exemple . 


Premières  équations. 


Equations  mifes  à part. 


v-Sf  X y—Z"^  a.  V —Z — x — 

2Z=2y-*‘b — a. 

t)  ^ ^ = Af  C.  2X=2/-t-&— f. 

1°.  On  prendra  dans  les  premières  équations  toutes  les  va- 
leurs d’une  meme  inconnue , comme  de  v , & l’on  en  mettra 
une  à part.  Ces  valeurs  font, 

v=z — X — y^-a.  v—y  — x — v—x — y 

<— v^x’Sf-y'^z  — d, 

2“.  On  comparera  ces  valeurs  égales  les  unes  avec  les  autres, 
& l’on  aura  les  fécondés  équations. 
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Secondet  équations  abrégées . 

— 2y=b  — 4.  s?  — 2jf=f — 4.  2x^iy=a^d. 

Les  autres  équations  qu’on  pourroit  faire  des  quatre  valeurs 
de  V , font  inutiles , ces  trois  équations  contenant  toutes  les  in- 
connues du  Problème  excepté  v,  ôc  toutes  les  connues. 

. 3°.  L’on  prendra  dans  les  fécondes  équations  toutes  les  va- 
leurs d’une  même  inconnue  comme  de  ^ & l’on  aura , 

— 4.  2?=ax-+-f  — 4. 

On  en  écrira  une  dans  l’ordre  des  équations  mifés  à part , on 
comparera  ces  valeurs  les  unes  avec  les  autres , & on  aura  les 
troiuémcs  équations  en  y ajoutant  l’équation  2jr  a/  = 4 
•4-  dans  laquelle  ^ ne  fe  trouve  point . 

Ttoifiémes  équations  abrégées. 

2x — iy  = b — c.  2X’Sf2y=a-Jfd. 

• 4*.  On  dégagera  l’inconnue  x dans  ces  troifiémes  équations  , 
& l’on  aura  2x  = îj' •+•  6 — c.  ax=  — ^y•^a•^d. 

On  en  écrira  une  dans  l’ordre  des  équations  mifes  à part,  6c 
on  fera  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  ax  , & l’on  au- 
ra l’équation  47=  4 — b-sr-C’^d,  oîi  il  n’y  a que  la  feule  in- 
connue y , en  divifânt  chaque  membre  par  4 , l’on  aura 

y 4 * , 

£nbn  on  fubflituera  la  valeur  dey  dans  les  éqüations  mifes 
à part , & l’on  trouvera  la  valeur  de  x , & avec  ces  deux  va- 
leurs, celle  de  ^,  & enfin  celle  de  v , qui  font , 

- 4 „ ^st^h^e^d  J.  — 

X ^ ^ ^ . V ^ 

Application  de  la  troifséme  metbode  au  trime  exemple , 
Equations  du  Problème. 

t>  »4- X H-y  = Z 4.  ti -4- x»*-^  =/-♦-&.  v»4-y»4«:ç 

=Xi4-r,  x-4-y-4-^=V»4-</. 

Valeurs  de  v.  Valeurs  de  x. 


v = z — *■ — y ■4“  4. 

v=y — X — ?-4-^. 
v=x — y — ?-4-c. 
®=x  -4-y-+-^ — d. 

Somme  4&=<f-4*  6-t-  e — d, 
abrégée. 


x = ^ — V — y »4-  4. 
x—y  — V — ^ -4-  b. 
x=e  «4-y  -4-^ — c. 
x-=.v — y — ^ •Sfd. 


Somme  — 4 b-—  c*^d, 

abrégée. 
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Divifântpar4, 

’ Valeur!  dey. 


y=Z — ‘v — x-4-4. 

-t-r  — b. 
y = x — V — ? •*“C. 
y=v — X — 

Somme  \y=-a  — b^¥*c*^d. 
abrégée. 

Di  vi/ânt  par  4,> = 


^9 

Di  vifant  par  4,  * = , 

Valeur!  de 

^x  -*-jf  — a. 
z~y — V — * -4-  h. 

^ — x — V — y -4-  c. 
^=ü— X — y •^d. 

Somme  — a’*’b^c-*-d. 

abrégée. 

Di  vifant  par  4, 


Avertissement. 

C^OMME  il  arrive  rarement  qu’enjoignant  ainfi  toutes  les 
valeurs  d’une  même  inconnue,  l’on  trouve  fa  valeur  toute  con- 
nue , il  ell  bon  de  remarquer  qu’en  les  joignant  deux  à deux 
dans  les  cas  oii  cela  fe  peut  faire  , ou  trois  à trois , &c  il  faut 
choiür  celles  ob  les  autres  inconnues  fè  détruifènt  par  des  lignes 
contraires,  ou  toutes,  ou  en  partie, 

Démonflratiott  de  ce!  trois  methoder. 

Jl  eft  évident  que  dans  toutes  les  operations  de  ces  méthodes, 
l’égalité  fe  conferve  toujours  entre  les  deux  membres  des  équa- 
tions qu’elles  font  trouver,  & que  les  inconnues  le  dégagent 
les  unes  apres  les  autres;  par  con/êquenc  il  y a égalité  entre  les 
meiTibrcs  des  dernieres  équations  où  conduifent  ces  méthodes  ; 
ainfi  les  dernieres  équations  donnent  les  valeurs  toutes  connues 
de  toutes  les  inconnues  du  Problème, 


R E M A R <^U  E. 

10. 1,  Lorsqu’on  ne  peut  pas  dégager  toutes  les  inconnues , 
ce  qui  arrive  lorlqu’on  n’a  pas  pu  former  autant  d’équations 
qu’on  a été  obligé  de  prendre  d'inconnues  , le  Problème 
eft  indéterminé  , <5c  il  peut  avoir  differentes  réfolutions  ; car 
en  mettant  des  grandeurs  arbitraires  à la  place  des  incon- 
nues qu'on  n’a  pas  pu  dégager  , on  aura  différentes  réfdu- 
tions  : il  arrive  neanmoins  quelque&is  que  les  grandeurs 
arbitraires  doivent  être  entre  certaines  limites  , autrement 
on  trouverait  des  réfolutions  négatives , ou  même  impolfi- 
bles  ; les  équations  où  fe  trouvent  les  inconnues  à la  place 
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defquelles  on  peut  mettre  des  grandeurs  arbitraires , feront 
connoître  ces  limites. 

Par  exemple  , fi  en  refolvant  un  Problème , on  ne  peut 
trouver  d’autre  équation  que  celle-ci , / = ce  Problème 
cft  indéterminé , & en  mettant  differentes  grandeurs  arbitrai, 
res  à la  place  de  x , on  aura  difièrentes  réfolutions.  Cependant 
il  eft  évident  que  pour  avoir  des  valeurs  pofitives  de  y , il  faut 
que  chaque  grandeur  arbitraire  qu’on  mettra  à la  place  de  x, 
foit  plus  grande  que  h . 

a.  Lorlqu’au  contraire  on  a plus  d’équations  que  d’inconnues, 
après  avoir  trouvé  les  valeurs  toutes  connues  de  toutes  les  in- 
connues ; il  faut  qu’en  mettant  ces  valeurs  dans  les  équations 
qui  relient,  on  ne  trouve  pas  d’impofiibilité,  c’e/l  à dire  qu’on 
ne  trouve  pas  dans  les  deux  membres  de  ces  Âjuations  desgranu 
deurs  toutes  connues  inégales  entr’elles  .*  car  ce  feroit  une  mar- 
que que  l’on  a fuppofé  quelque  impoffibilité  dans  les  rapports 
du  Problème  qui  ont  fourni  ces  équations  ; comme  fi  dans 
l’exemple  auquel  on  a appliqué  les  méthodes , l’on  avoir  en- 
core eu  cette  équation  de  plus  quecelles  quiy  font^x-*-^  = e. 
L’on  auroit  trouvé  en  fublUtuant  dans  cette  équation  , les  va- 
leurs toutes  connues  de  x & de;» , l’égalité  = e \ & fi  la 
grandeur  e n’étoit  pas  égale  à ^ , on  auroit  fuppofè  dans  le 
Problème  une  chofe  impoffible . 

Exemptes  où  fon  réfout  pîufteurs  Problèmes  fsmples 
ou  du  premier  degré . 

. L 

L A femme  a de  deux  grandeurs  inconnues  x & / , dont  x 
efl  la  plus  grande  , étant  connue  avec  leur  différence  d,  trou, 
ver  chacune  de  ces  grandeurs . 

Par  la  fuppofition  X = &x  — y=-d\  àonex  — a 
— y,  (5c  X = d’^y\  donc<»  — y =d-*‘y , & par  tranfpofi- 
tion  2;»  = a — d,  & en  divifant  chaque  membre  par  3 , l’on 
aura  y = ; fubflituant  cette  valeur  dans  laquelle  on 

voudra  des  équations  précédentes  comme  dans  x = a — / , 
l’on  trouvera  x = . 

L’on  a donc  trouvé  que  la  moitié  de  la  fomme  de  deux 
grandeurs  avec  la  moitié  de  leur  différence , efl:  égale  à la 
plus  grande,  & la  moitié  de  la  fomme  moins  la  moitié  de  la 
différence,  eff  égale  à la  moindre . Ce  qu’il  faut  bien  retenir . 
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II. 

On  propofe  de  trouver  trois  grandeurs  inconnues 
qui  foient  telles  qu’en  ajoutant  une  giiandeur  connue  4 à la 
première  x , elle  ibit  égale  aux  deux  autres , en  ajoutant  la 
même  grandeur  4 à la  féconde^ , elle  foit  égale  au  produit 
des  deux  autres  ^ par  un  nombre  connu  h ; enfin  en 
ajoutant  a à la  troifiéme  elle  foit  égale  au  produit  des 
deux  autres  par  un  autre  nombre  connu  c . Par  la  fuppoûtioo 

x-^a  =y  -H  2 . Equationf  mifet  à part. 

a =hx’^hz.  X =y  z — a. 

z*^a=.cx’^cy.  >==— 


Donc  — 4.  x=i — 

comparant  la  première  de  ces  valeurs  de  l’inconnue  x avec 
les  deux  autres , l’on  aura , 


Secondes  équations  abrégées. 


22- 


= jjy. 


l’une  & dans  l’autre , on  aura^  = — 


i en  dégageant^  dans 


y — 


Comparant  ces  deux  valeurs  de^ , on  trouvera  f' 

^ où  dégageant  ? , l’on  trouvera  2 == 
anettant  cette  valeur  de?  dans  y = ~ , l’on  trouve 

après  avoir  sbvegé  y ^ fubftituant  les  valeurs 

connues  de  2 & de  jr  dans  x = — <*  > l’on  trouve  apres 

avoir  abrégé  x = . 

Si  l’on  luppofe  4 = 10,  t=2,f=:3,  l’on  aura  x=-H- • 
y=i-h-- ?=6iV* 

U III. 


Deux  nombres  qu’on  exprimera  généralement  par  4 & J, 
étant  donnés , trouver  un  troifiéme  nombre  inconnu  x , par 
lequel  les  deux  a 6c  b étant  divifes^  l’on  ajoute  à chaque  quo- 
tient 4 , 7 , un  nombre  donné  c , les  fommes  ^ -t-r , e» 
foient  entr’elles  comme  deux  nombres  donnés  m &cn  ^ l’on 
fùppofe  4 moindre  que  b ,6c  m moindre  que  n. 

Par  la  fuppefition  ce  qui  donne  cette 

équation  multipliant  toutes  les  quantités 

par  X , l’on  aura  an  -+-  enx  = bm-^  cmx , & dégageant  r , 
l’on  aura  x — • 

Si  l’on  fu  ppofc  4 = 1 2 ,&  = 3 6 , c ==  8 , w = J ,»= 5 , l’on 


aura  x = 3 . 


C i ’u 
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R E M A R QJJ  E . 

Xl  faut  prendre  garde  en  dégageant  les  inconnues , de  faire 
en  forte  que  les  valeurs  toutes  connues  que  l'on  trouve, 
folent  poCcives  lorfque  cela  eA  poflîble. 

IV. 

On  prendra  pour  quatrième  exemple  le  Problème  de  la 
couronne  mêlée  dbr  & d'argént , dont  Archimede  trouva  le 
mélange  fans  endomager  la  couronne . Un  ouvrage  paroît 
être  d’or,  il  faut  trouver  premièrement  s’il  ny  a point  d’ar- 
gent mêlé  avec  l’or}  fecondement  s'il  fe  trouve  du  mélange, 
il  faut  trouver  combien  il  y a d’or,  & combien  il  y a d’argent 
dans  l’ouvrage  fans  l’endomager . 

On  fuppofb  comme  une  chofe  démontrée  par  l’experience, 
& dont  on  donne  la  raifon  dans  l’HydroÜratique,  que  les  mé- 
taux perdent  une  partie  de  leur  poids  dans  l’eau,  &que  l’or 
en  perd  moins  que  l’argent , & que  les  autres  métaux . 

Ainfi  le  poids  de  l’ouvrage  étant  connu  & nommé  p,  il 
faut  prendre  un  lingot  d’or  pur  , & un  lingot  d’argent , châ- 
cun  du  poids  p de  l’ouvrage,  & pefer  ces  trois  corps  égaux 
dans  l’eau , pour  voir  la  quantité  qu’ils  y perdent  de  leur 
poids  ; fi  l’ouvrage  en  perd  plus  que  l’or  & moins  que  l’ar- 
gent , l’on  cft  afluré  par  là  qu’il  y a du  mélange . 

Pour  le  trouver  (oit  nommée  a la  quantité  que  Targent 
perd  de  fon  poids  dans  l’eau;  t la  quantité  qu’y  perd  lor 
' pur,  & r la  quantité  qu’y  perd  l’ouvrage,  & l’on  fuppofe  fi 
plus  grand  que  b,  & moindre  que  a. 

Soit  la  quantité  inconnue  d’argent  mêlé  dans  l'ouvrage 

r=.  X. 

„ . La  quantité  inconnue  d'or  mêlé  dans  l'ouvrage  = jr. 

L'on  a déjà  cette  première  équation  x ^ = p , puifque 
les  deux  parties  font  cnfèmblc  la  quantité  p du  poids  de 
l’ouvrage. 

Pour  avoir  une  féconde  équation , il  faut  auparavant  faire 
ces  deux  proportions.  • 

Le  poids  p du  lingot  d'argent  cft  à la  quantité  x d’argent 
mêlé  dans  l’ouvrage , comme  la  perte  a que  fait  le  lingot 
d’argent  de  fon  poids , étant  rais  dans  l’eau  , à la  perte  que 
iàit  la  partie  x d’argent  qui  cA  dan»;  l’ouvrage  lorfqu’on  le 
pefe  dans  l’eau . 


% 
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P ^ . ainfi  ~ eft  la  perte  que  fait  la  quantité  x 

d’argent  qui  eft  dans  l’ouvrage . 

Par  un  raifonnement  fcmblablc  à celui  qui  précédé,  le  poids 
du  lingot  d’or  pur  p .y::  b. . ainC  ^ eft  la  perte  que  fait 
la  quantité  y d’or  qui  eft  dans  l’ouvrage  ; mais  ces  deux  quan- 
tités de  perte  doivent  être  enfemble  égales  à la  per- 

te  c que  fait  l’ouvrage  étant  pefé  dans  l’eau. 

L’on  a donc  cette  Iccondc  équation  ^ ^ — 

Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  x prife  dans  la  première  équa- 
tion  , qui  eft  x = p — y ^ dans  cette  fécondé  équation , & 
l’on  aura  ^ , oii  l’on  trouvera  y = . 

Subftituant  cette  valeur  dans  x=p — y^  on  trouvera 
* ~ 

Si  l’on  refout  chacune  de  ces  égalités  en  proportion,  on  trou* 
vera4 — h.p::a  — c.y.  a — b.pr.c — b.x. 

Ce  font  les  proportions  que  donne  la  règle  d’alliage. 

Si  l’on  fuppofe  le  poids  de  l’ouvrage/  = 10  livres, que  l’ar- 
gent perd  la  dixiéme  partie  de  fon  poids  dans  l’eau , c’eft  à 
dire  que  lo  livres  d’argent  perdent  une  livre , l’on  aura  a — i 
que  l’or  y perd  la  dix-huitiéme  partie  de  fon  poids , l’on  aura 
i = if  = A , que  l’ouvrage  perd  f d’une  livre  de  fon  poids 
dans  l’eau  y c’eft  à dire  c =ÿ . 

On  trouvera  que  la  quantité  d’argent  mêlé  dans  l’ouvrage 
eft  x = a liv.  ÿj  la  quantité  d’or  eft >=7  liv.i. 

V. 

Trouver  entre  deux  grandeurs  données  a Sx.  b y autant  de 
moyennes  proportionnelles  qu’on  voudra , ce  nombre  de  mo- 
yennes proportionnelles  foit  nommé  » . 

Il  fuffit  de  trouver  le  premier  terme  moyen  proportionnel  | 
car  par  la  réglé  de  trois,  on  aura  tous  les  autres. 

Soit  ce  premier  moyen  = x . 

Suivant  ce  qui  eft  démontré  dans  les  rapports  compofés 
::  a.  b.  d’oii  l’on  déduit  = divifant 

chaque  membre  par  a,  l’on  aura  x'‘'*''  = a’'b  ; en  tirant  la 
racine  dont  l’expofant  eft  » -*•  i de  chaque  membre  , 1 on 

aura  x — >/~ a"b.  ^ 

Si  on  demande  un  feul  moyen  proportionnel , l’on  aura 
»=!,&  «•*-x=:î,ainfix=v^»&. 
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Si  on  demande  deux  moyens  , l'on  aura  »=2,  & »p4ar 
= 3,  ainfix=y/*'^. 

Si  on  en  demande  trois,  l’on  aura  &c. 

VI. 

On  prendra  un  exemple  de  Phyfique  fur  le  reflbrt  de  l’air 
pour  le  fixiéme. 

Soit  fuppofe  un  tuyau  de  verre  d’une  longueur  déterminée 
telle  qu’on  voudra,  comme  de  30  pouces,  fermé  d’un  bout, 
& ouvert  de  l’autre,  qu’on  rempliÔè  de  mercure  à la  referve 
d’une  certaine  quanticé  d’air  grolTier  qu’on  y laiffe  telle  qu’on 
voudra,  par  exemple  de  huit  pouces: l’on  demande  après  avoir 
renverfè  le  tuyau , & mis  l’ouverture  dans  un  vaiflèau  plein  de 
mercure,  quelle  fera  la  quantité  du  tuyau  qu’occupera  l’air 
qu’on  y a laiffé  après  s’être* étendu  par  fon  reflbrt,  & à quelle 
hauteur  le  mercure  demeurera  fufpendu . 

On  fuppofe  que  l’experience  démontré,  i“,  que  le  mercure 
demeure  fulpendu  à la  hauteur  de  28  pouces,  lorlqu’il  n’y  a 
point  d’air  groflîer  dans  le  tuyau-,  par  confequent  l'air  extérieur 
preflè  le  mercure  qui  efl  dans  le  tuyau  , & l'empêche  de  de> 
feendre  avec  une  force  égale  au  poids  de  28  pouces  de  mercure. 
Il  prefle  avec  la  même  force  tous  les  corps  qu’il  environne,  & 
une  portion  d’air  groflier  même  efl  preflee  avec  la  même  force 
par  l’air  qui  l’environne , de  maniéré  que  s’il  arrivoit  qu’elle  en 
fût  moins  prefféc , elle  s’étendroit  par  fon  reflbrt,  & occupe- 
roic  un  plus  grand  efpace. 

a.  Que  lorfqu’une  portion  d’air  efl  preflée  par  deux  forces 
inégales , dont  l’une  efl  par  exemple  double  de  l’autre , l’efpace 
qu’elle  occupe  étant  preflee  par  la  plus  grande , efl  à celui  au- 
quel elle  s’étend  par  fon  reflbrt , étant  prefléc  par  la  moindre  , 
comme  réciproquement  cette  moindre  force  efl  à la  plus  gran- 
de ; dans  cet  exemple  comme  i à 2 . Ces  chofos  fuppofées. 

Soit  la  longueur  connue  du  tuyau  = /. 

La  quantité  connue  d'air  laiflé  dans  le  tuyau  -^a. 

La  force  entière  avec  laquelle  l’air  extérieur  prefle  le  mer- 
cure , qui  efl  connue  & ordinairement  égale  au  poids  de  2S 
pouces  de  mercure  =/. 

La  hauteur  inconnue  de  la  colonne  de  mercure  qui  de- 
meurera dans  le  tuyau  oh  l’on  a laiflë  l’air  4,  = x . 

La  quantité  inconnue  de  l’cfjwcc  qu’occupera  l’air  a laiffé 
dans  le  tuyau  —y . 

Les 
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' Les  deuîf  guantités  x Sx. y des  efpaces  qu’occuperont  le  mer- 
cure & l’air  oans  le  tuyau , feront  égales  à la  longueur  du  tuyau 
/;  ce  qui  donne  cette  première  équation  x-^y  — l. 

L’air  a laillé  dans  le  tuyau  qui  occupoic  l’efpace  a Ior(^ 
quil  étoic  prefTé  par  la  force  entière /de  l’air  qui  fenviron- 
noit , doit  s’étendre  lorfqu’il  n’eft  plus  preffé  que  par  la  force 
/ — X y moindre  que  f , c’eft  à dire  lorlqu’il  eft  prefle  par  la 
force  / de  l’air  extérieur  diminuée  par  le  poids  de  la  colonne 
de  mercure  x qui  reliera  dans  le  tuyau , car  l’air  extérieur 
prelTant  le  mercure  x & l’air  qui  font  dans  le  tuyau  avec  la 
force/,  le  poids  du  mercure  x diminue  l’aélion  de  la  force/ 
fur  l’air  relié  dans  le  tuyau,  qui  n’y  cil  plus  prefle  que  par  la 
force/ — X. 

Or  l'efpace  y qu’occupera  l’air  lailTé  dans  le  tuyau  après 
s’être  étendu , n’etant  preflé  que  par  la  force  / — x , doit 
être  à l’elpace  a qu’il  occupoic  étant  prefle  par  la  force  en- 
tière/ } comme  réciproquement  la  force /cil  à la  force  / — x y 
ce  qui  donne  cette  proportiony . a::f.f  — x,  d’oîl l’on  dé- 
duit la  fécondé  équation  fy  — xy  — af. 

11  fout  prendre  la  valeur  de  x dans  la  première  équation 
X ■♦■y  = / , & l’on  aura  x = l — y. 

Il  faut  fubllituer  cette  valeur  de  xdans  la  fécondé  équation 
fy~—xy=af,ô(.  l’on  aura  fy — /y*^yy=  af,  qu’on  écrira  de 
cette  maniéré  yy^fy  — ly  — af. 

Pour  abréger  on  fuppofera  / — /=  — i,  lorfque  / furpafle 
/;&/ — lorlque/furpaflTe/;  & on  mettra  — éàla 
place  de/ — /-dans  le  premier  cas,  & l’on  aurayy  . — by  = af, 

11  fout  ajouter  à chaque  membre  l’on  aura yy  — by 

^\bb  — ^l)b^afy  dont  le  premier  membre  eft  un  quarré 
parfait , qui  a pour  fo  racine  y — \b\  ainfi  en  tirant  la  racine 
quarrée  de  chaque  membre , l’on  aura  y — ÿ b — y/^bb^afy 
& par  tranfpofltion  y = ^ é •♦-  <»/.  En  mettant  cette 

valeur  dey  dans  x = / — yjl’on  aura  x = / — 1 / — / ^bb^  afy 
& le  Problème  eft  réfolu  . 

Suppofant  30=  /,28=/8=4,&  i8. — 30 = — 2 = — hy 
l’on  trouvera y = i6,&x=i4- 

R E M A R<^ü  E. 

Xj’on  peut  fouvent  abréger  les  réfolutions  des  Problèmes 
en  fe  fervant  de  quelques-uns  de  leurs  rapports , pour  dimi- 
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nuer  le  nombre  des  inconnxics , & par  confequeot  celui  des 
équations.  Dans  l’exemple  precedent,  au  lieu  de  prendre 
la  fécondé  inconnue  / , on  auroic  pu  railbnner  ainfi  : La  lon> 
gueur  du  tuyau  / moins  la  hauteur  inconnue  de  la  colonne  du 
mercure  * , eft  precilcment  la  quantité  inconnue  de  l’efpacc 
qu’occupera  l’air  a laiflé  dans  le  tuyau , ainfi  cet  cfpace  eft 
/ — X ; ce  qui  eft  caufe  qu’on  n’a  pas  befoin  de  la  première 
équation , éc  qu’une  feule  équation  fufHc  pour  la  résolution 
du  Probème.  , 


Digitized  by  Google 


Livre  IL 


ANALYSE  COMPOSEE. 

O O 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
^ les  Problcmcs  (^ui  le  réduifcnc  a des  éc^uacions 
cbmpolécs . 

LIVRE  IL 

Où  r 7«  exphqut  U ntaniere  de  réduire  les  Problèmes  eu  équa^ 
tiens  & tosites  les  équûtsons  ef un  meme  Problème  À une 
‘ feule  qui  en.  contienne  toutes  les  conditkns  , 6*  quelques 
, préparations  generales  des  équations  compofées  , jiour  les 
refondre  plus  facilement  , comme  les  maniérés  d’en  ôter 
. bs  fraSîions  , les  incommenfurailes , & de  trouver  leur 
plus  grand  dhifeur  commun. 


SECTION  L 

Ton  explique  la  maniéré  de  réduire  un  Problème  conu- 
• pofé  fur  les  nombres  ou  de  Geometrie  en  équations,  & la 
maniéré  de  réduire  toutes  les  équations  d’un  Problème  à 
«w  feule  qui  ne  contienne  qu'une  inconme  lorfque  le  Pro^ 
efl  déterminé  , ou  plufseurs  lorfqu'il  efi  indéter-* 

A V E R T I s S E M E N T'. 

(^E  Traite  d'AnalyEe  cft  principakment  pour  la  Gcoxnew 
trjc , où  les  éq^uadons.  compofées  font  neccflâires  pour  refou- 
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dre  les  Problèmes  les  plus  compofés , d’une  maniéré  generale 
& fi  fimple,*que  les  expreflîons  n’occupent  point  l’efprit  , 
& lui  laifient  toute  fon  étendue  pour  découvrir  tout  ce  qu’ils 
ont  de  plus  difficile . Cela  oblige  de  marquer  ici  en  general  la 
maniéré  de  réduire  en  équations  les  Problèmes  de  Geome* 
trie. 

'•  PROBLEME 

1*-  J^DUIRE  un  Problème  ,compofe  en  équations  ^ 6 ré- 
duire enfuitt  toutes  les  équations  efun  Problème  â une  feu- 
le qui  contienne  tous  les  rapports  du  Problème  f & dont  la 
réfolution  donne  celle  du  Problème. 

PREMIERE  PARTIE  DU  PROBLEME. 

Si  le  Problème  eft  numérique,  on  fuivra  la  méthode  qui 
* I,  eft  au  commencement  du  premier  Livre  *,  c’eft  à dire  , on 
marquera  les  connues  & les  inconnues  par  les  lettres  qui  leur 
conviennent , & par  le  moyen  des  rapports  du  Problème,  on 
fermera  autant  d’équations  qu’oo  a fuppofc  .d’inconnues , lorf-  • 
que  cela  fe  peut. 

Si  le  Problème  eft  de  Geometrie,  il  faut  faire  la  figure  pro- 
pre au  Problème , & qui  l’exprime  comme  s^l  étoit  réfeln  , 
c’eft  à dire  , il  faut  y marquer  les  lignes  inconnues  contmie  ü 
elles  étoient  connues  ; il  faut  enfuite  tracer  dans  cette  figure 
des  lignes  perpendiculaires,  parallèles,  ôc  autres,  félon  qu’en 
les  jugera  neceftàires  pour  former  des  triangles  re^angles,  des 
triangles  femblables , ou  d’autres  figures  propres  à découvrir 
ce  qu’on  cherche , 

Parmi  les  lignes  de  la  figure  il  y en  a qui  font  connues  par  la 
conftruéfbn  ou  par  la  fiippofition,  on  les  marquera  par  les 
premières  lettres  de  l’alphabet  i il  y en  a d’inconnues  qui  font 
«elles  qu’on  cherche , ou  celles  qu'on  juge  pouvoir  fervir  à les 
trouver;  on  les  marquera  pr  les  dernieres  lettres  de  l’alpha-, 
tet,  ou  par  les  premières  lettres  de  leurs  noms. 

Les  propriétés  de  la  figure , les  propoûtions  de  la  Geome- 
trie fur  les  triangles  femblables,  fur  les  triangles  redlangles  , 
&c.  & les  conditbns  énoncées  dans  le  Problème  , feront 
connoîrre  les  rapports  qui  font  entre  les  inconnues  & les  con- 
nues, & l’on  s’en  fervira  par  ordre  pour  fermer  autant  d’é- 
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quations  qu’on  a fuppofé  d’inconnues,  lorfque  cela  eft  poffible; 
éc  après  cela  le  Problème  fera  réduit  en  équations . 

I^rfqu’on  ne  peut  former  autant  d’équations  qu’on  a fup* 
pofé  d’inconnues,  le  Problème  eft  indéterminé , & peut  re- 
cevoir plufieursrélblutions,  & fbuvent  même  une  infinité. 

Il  eft  bon  de  remarquer  qu’on  peut  aulfi  fe  (êrvir  de  quel- 
ques-uns des  rapports  du  Problème  ou  de  la  figure,  pour  di- 
minuer le  nombre  des  inconnues , ce  qull  faut  toujours  faire 
afin  d’abreger . 

On  concevra  mieux  ce  qu’on  vient  de  dire  lorfqu’on  en  ver- 
ra  l’application  dans  la  Géométrie. 

* I 

Seconde  partie  du  Pr-obleme. 

■ J\^  DU  IRE  toutes  les  équations  d'un  Problème  â une  feu- 
le naît  qu'une  inconnue , lorfque  cela  fe  peut. 

Parmi  les  inconnues  qu’on  a fuppofées  pour  former  les 
équations  d’un  Problème  , il  y en  a d’ordinaire  une  principa- 
le dont  dépend  la  réfolucion , & pour  laquelle  les  autres  in- 
connues ont  été  fuppofees . Cette  principale  inconnue  doit  être 
celle  de  l’équation  à laquelle  on  doit  réduire  toutes  les  équa- 
tions du  Problème , & il  ne  faut  point  la  dégager  dans  les  dé- 
gagemens  particuliers  des  autres  inconnues . 

On  fe  fervira  des  deux  premières  méthodes  de  la  troifiéme 
Scélion  du  premier  Livre , * pour  réduire  toutes  les  cqua-  • 
tions  du  Problème  à une  feule , c’eft  à dire , on  prendra  dans 
une  des  équations  du  Problème  la  valeur  d’une  inconnue  qui 
n’eft  pas  la  principale , on  la  fubftttuera  dans  les  autres , & 
les  nouvelles  équations  qu’on  trouvera  n’auront  plus  cette  in- 
connue ; on  ôtera  de  même  de  celles-ci  une  fécondé  inconnue, 

& 00  continuera  d’ôrer  une  troifiéme  inconnue , & toutes  les  ' 
autres  enfuite  , jufqua  ce  qu’on  foit  arrivé  à une  équation 
qui  n’ait  que  la  principale  inconnue  j ce  fera  l’équation  qu’on 
cherche . 

Ou  bien  on  prendra  dans  les  équations  du  Problème  tou- 
tes les  valeurs  , ou  du  moins  deux  valeurs  d’une  inconnue  qui 
neft  pas  la  principale  ; on  comparera  ces  valeurs, égales  , 
ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  qui  n’auront  plus  cet- 
te inconnue  ; on  opérera  de  même  fur  ces  fécondés  équa- 
tions , ce  qui  en  fera  trouver  de  troifiémes  oh  deux  incon- 
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DUCS  ne  (ë  trouveront  plus  ; enfin  on  continuera  cette  operation, 
jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  à une  équation  qui  n’ait  que  la  prin. 
cipale  incoonue  ; ce  fera  l’équation  qu’on  cherche . 

. Dans  les  Problèmes  indéterminés  ^ la  dernière  équation  qui 
renferme  toutes  les  conditions  ou  rapports  du  Prd}lême^  aura 
pluûeurs  inconnues. 

' Application  de  en  metbodn  â un  exemple . 

O N fuppofe  qu’on  a réduit  un  Problème  à ces  trois  premier 
res  équations  qui  en  expriment  tous  les  rapports  y & dont  j ell; 
la  principale  incoonue  qui  doit  fe  trouver  danslademiere  équa^ 
tion  qu’on  cherche . 

‘ Premieret  équatiom . 

- m — yy^v— — p.  — ly-^vy— — q.  vn—r. 

Pour  les  réduire  à une  feule  équation  dont^  foie  l’inconnue,.- 
je.prens  par  la  première  méthode  la  valeur  de  dans  la  pre*  ■ 

• !..  miere  équation,  & je  trouve  * ^ — v.  — p. 

• 8.  Je  fubftitue  * cette  valeur  de  ^ dans,  les  deux  autres  équa- 

tions, & je  trouve  les  fécondés  équations  dans  lefquellesj;.n’en: 
plus.. 

Seconde!  équations  ahregées  ^ 

— py — q.  vyy  — vv — P®=ri*. 

Je  prens  dans,  la  première  de  ces  équations,  la  valeur  de  ® ,, 
•4.  &.  je  trouve  * v ==.  ~ le  quarré  eft  vu  =. 

y*  ~~  vr*  — '*•  nn  ♦ w 

• 8.,  Je  fubftitue  * les  valeurs  de  v & de  on  dans  l’équation 

vyy  — vv  — pv.=zr , & je  trouve  l’équation  — 

■ 31*  jf*  ‘V'  - tpjy  - »W7  - W tj’  _ y 

quelle  il  n’y  a plus  d’autre  inconnue  que  la  principale  jr;,  amiL 
c’elt  l’équation  qu’il  falloir  trouver.. 

Autrement.,  Premières  équations .. 

a. — yy-*~v  — — p.  — ^y^vy=~r-q.  07=»';. 

*tSc^  prens  * deux  valeurs  de  la  même  incoonue  o dans  les. 
dcu.x  premières  éq^tions , ôc  je  trouve  o = Jÿ  — î — P« 

Je  fais  une  équation  de  ces.  deux  valeurs , & je  trouve  yy 
a — p = , où.  l’incobnue  o n’cft  plus .. 
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, Je  multiplie  chaque  terme  par  > & je  trouve  — py  *%i 

*x. 

J e prens  la  valeur  de  , & j’ai  * ^ . **4. 

Je  prens  * dans  l'équation  = r , dont  je  ne  me  fuis  pas  *4. 
encore  fervi , la  valeur  de  ^ & j’ai  ^ f . 

Je  fais  des  deux  valeurs  de  z , l’équation  ^ . 

Je  réduis  les  deux  membres  au  même  dénominateur  , & 
après  avoir  effacé  le  dénominateur  commua  , je  trouve  ty 
— j)vy  qv—  ^ry . 

Je  prens  * la  valeur  de  w,  & j’ai  v — *4. 

Je  fubftitue  les  valeurs  de  « & de  »,  ? = 

® = , 71^75:^  > ^ui  n’ont  pas  d’autres  inconnues  que  la  prin- 
cipale y dans  la  première  , ou  dans  la  fécondé  des  premières 
équations , il  n’importe  laquelle  . Je  la  fubllitue,  dis  }e,  dans 
la  première  z — yy  -**v  = — p,  &je  trouve  "*■’ — yy 

y— "^4.^  = — Pi  *}ui  eft  l’équation  qu’il  fàlloit  trouver. 

' On  auroit  pu  prendre  dans  les  trois  premières  équations  les 
trois  valeurs  de  la  même  inconnue  »,  & les  comparant  enfem- 
..ble  , en  foire  deux  équations,  où  il  n’y  auroit  eu  d’inconnue 
que  Z avec  la  principle^)  & prendre  dans  ces  deux  équa- 
tions deux  valeurs  de  7 , qui  étant  comparées , auroient  donné 
' l'équation  où  il  n’y  auroit  eu  que  l’inconnue  principale/ j mais 
le  calcul  en  auroit  été  un  peu  plus  embarrafic  . 

On  ne  met  pas  d'autres  exemples , on  en  verra  alTés  dans  la 
fuite,  & dans  la  Geometrie. 

D E'  M O N s T R A T I O N . 

Xl  eft  évident  que  l’on  conferve  toujours  l’égalité  dans  tou» 
tes  les  operations  du  Problème,  & qu’ayant  employé  toutes 
les  équations  du  Problème  à former  la  dernière,  cette  der- 
nière équation  renferme  tous  les  rapports  exprimés  par  toutes 
les  équations  du  Problème.  Enfin  il  eft  évident  que  laréfolu- 
tion  de  cette  demiere  équation  donnera  celle  de  toutes  les 
équations  du  Problème. 
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SECTION  II. 

Oà  fon  explique  h maniéré  d'ôter  toutes  les  fraSîsons  de 
téquatson  du  Prcblême . L'on  y explique  aujji  toutes 
les  définitions  des  équations  compofées. 

PROBLEME  II. 

14  Oter  toutes  les  fraSlions  dune  équation  compofée. 

IL  faut  réduire  toutes  les  grandeurs  de  l’équation  à un  mê- 
me dénominateur,  & enfuite  effacer  le  commun  dénomi- 
nateur, & abréger  l’équation  en  effaçant  les  grandeurs  qui  fe 
détruifent  par  des  lignes  contraires,  en  joignant  enfemble  les 
mêmes  grandeurs  , ôc  en  divifânt  toutes  les  grandeurs  par  les 
lettres  communes,  & l'on  aura  l’équation  fans  fraélions . 

Par  exemple , pour  ôter  les  fradtions  de  l’équation 
— y =— P , on  réduira  toutes  les  grandeurs  de 
l’équation  au  dénominateur  commun  zy* — zpyy  zqy,  ÔC 
l’on  aura , 

*7*—*SSS^‘17 

On  effacera  le  dénominateur  commun  , & toutes  les  quan- 
tités qui  fe  détruifent  par  des  lignes  contraires,  & l’on  join- 
dra enfemble  les  mêmes  quantités,  & on  aura — y**^ipy* 

' — PPyy  47/  îf  = O ; & en  faifant  paflèr  toutes  les 

quantités  dans  le  lêcond  membre,  afin  que^  lôit  politive, 
on  aura  o = / — zpy*  -4-  ppyy  — ^ryy  — qq. 

On  a démontré  ces  operations  dans  le  premier  Livre. 

On  ôtera  de  la  même  maniéré  les  fraflions  de  l’équation 

•1  . . ys  *s  * 

en  multipliant  les  numérateurs^* — py^  — qyy,  & — Py^’^PPy 

Pî  par  aj»,  & r par  4^^;  & après  avoir  efl&cé  le  commun 
dénominateur  ^yy,  & abrégé  l'équation,  on  trouvera  la  me- 
me équation  ji*  — zpj*  H-  ppyy  — 47/  — qq=:o. 

Définitions  . 
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Livre  II. 

D E'  F I N I T i O N s, 

.;.Ün  E équation  ordonhée  eft  celle  où  la  plus  haute  puillànce 
de  l’inconnue  eft  la  première  , & les  autres  puiftances  de  la 
même  inconnue  font  de  fuite  , félon  leurs  degrés  ; ainfi  x*  — 
rfx'  abxx  — aacx  -t- = o , eft  une  équation  ordonnée . 

II. 

On  appelle  les  termes  d’une  équation  , les  grandeurs  où  l’in- 
connue a diffèrens  degrés  ; & un  feul  terme  , les  grandeurs  où 
l’inconnue  eft  élevée  à un  même  degré.  Quand  ily  aplufieurs 
grandeurs  dans  un  même  terme  , on  les  écrit  toutes  les  unes 
fous  les  autres.  Les  grandeurs  connues  qui  multiplient  l’incon- 
nue dans  les  termes,  s’appellent  les  coêj^cients. 

Le  premier  terme  eft  celui  où  fe  trouve  la  plus  haute  puiC 
fance  de  l’inconnue  ; le  fécond  eft  celui  où  fc  trouve  la  puif- 
fonce  fuivante  de  l’inconnue , & ainfi  de  fuite  jufqu’au  dernier 
terme , qui  eft  toujours  celui  où  il  n’y  a que  des  grandeurs 
toutes  connues , comme  dans  cet  exemple  | 

, x’  — axx  -H  abx  — abc  = o . 

— b •*“OC. 

— ^ •^•ic. 

Le  premier  terme  eft  x’;  le  fécond  eft  — a - — b — c x xxj 

le  troifiéme  eft  ab-^ac-^bc  x xi  le  dernier  terme  eft abc. 

— a — b — c font  le  coefficient  du  fécond  terme  \ ab 
ac  -4-  hc  font  le  coefficient  du  troifiéme  terme  : L’unité  eft 
le  coefficient  du  premier  terme  x^  = i x , lorfqu’il  ne  con- 
tient que  la  plus  haute  puiflance  de  Tinconnue  ; pour  abré- 
ger, on  n’écrit  ordinairement  qu’une  foule  fois  Imconnuc  dans 
un  terme  lorfqu^il  renferme  plufieurs  grandeurs. 

Loriqu’il  y a de  l’interruption  dans  la  fuite  des  puiflànces 
de  l’inconnue  , comme  dans  x^  — abx  abc  = o , on  dit 
que  les  termes  où  fe  trouve  Tinterruption  , manquent  dans 
l’équation , ou  font  évanouis  > ainfi  le  fécond  terme  manque 
dans  x’  — abx  abc  = o,  & — abx  demeure  toujours  le 
troifiéme  terme. 

Le  troifiéme  terme  eft  évanoui  dans  x» — axx^abc=o. 

III. 

i6.  On  diftingue  les  équations  en  differens  degrés . Leséqua- 
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équations  fimplcs , ou  du  premier  degré  , ou  linéaires , font 
celles  oCi  Imconnuc  cfl  au  premier  degré  ; ainfî  at  — a 
= O eft  du  premier  degré  . Les  équations  du  fécond  degré 
font  celles  où  la  plus  haute  puiiïance  de  l’inconnue  cfl  éic* 
vée  au  quarré  , xx  — ax  ^ ab  = o une  équation  du 
fécond  degré. 

Les  équations  du  3*,  du  4*,  du  5*  degré,  &c.  font  celles  où 
la  plus  haute  puifTance  de  l’inconnue  eft  une  3%  ou  une  4%  ou 
une  5'  puiftancc,  &c. 

IV. 

La  plus  haute  puiftancc  de  l’inconnue  , & toutes  fes  autres 
puiftànces  dans  les  termes  fui  vans,  peuvent  être  les  puiflan- 
ces  exaéles  du  moindre  degré  de  l’inconnue  qui  eft  dans  le  pe< 
nultiéme  terme  ; par  exemple  , dans  l'équation  x*  — ax^  -h 
abxx  — éabc,=z  o , en  regardant  le  moindre  degré  de  l’incon- 
nue dans  le  pénultième  terme  qui  eft  xx  , comme  linéaire  , 
X*  eft  fa  troifiéme  puiflànce,  x'*’  eft  fa  fcconde  puiftance.  Dans 
ce  cas  le  degré  de  l’équation  eft  celui  de  la  plus  haute  puift 
fance  du  moindre  degré  xx  de  l’inconnue  ; ainft  l’équation  x* 

■ — ax*  abxx  — aabc  =■  o , n’eft  que  du  troifiéme  degré , 

parccque  x*  n’eft  que  la  troifiéme  puiftance  du  moindre  de- 
gré XX  de  l’inconnue. 

Ainfi  x*' . — aax^  aab^  = o , eft  une  équation  du  fécond 

degré  , pareeque  x'**  eft  le  quarré  de  . 

De  même  x®  — aax’*  aabx*  — a>b^  — o,  eft  du  troi- 
fiéme degré , pareeque  x®  eft  le  cube , ôcx^^le  quarré  de  x*" . 

Mais  X*  — ax*  ahcxx  — à^bcc  = 0,  eft  du  fixiéme  de- 
gré, pareeque  les  puiftànces  exaâes  du  moindre  degré  xx,  ne 
font  pas  de  fuite. 

Corollaire. 

L ORS Qü’ I L ne  manque  aucun  terme  dans  une  équation  , 
il  y a autant  de  termes  plus  un  , que  l’équation  a de  degrés  > 
ainfi  il  y a deux  termes  dans  une  équation  du  premier  degré  > 
il  y en  a trois  dans  une  équation  du  fécond  degré»  quatre  dans 
une  équation  du  troifiéme  degré  , &c. 

Car  tous  les  degrés  de  l’inconnue  font  autant  de  termes  que 
la  plus  haute  puiftance  de  l’inconnue  a de  degrés,  & les 
grandeurs  toutes  connues  en  font  un  autre , qui  eft  le  dernier 
teimc. 
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D e'  F I N I T I O N V. 

*7*  tous  les  termes  d’une  équation  ont  chacun  le  même  nom- 
bre de  dimenflons , on  dit  qu’ils  font  homogènes  ; ainli  tous 
les  termes  de  — ax^  ^ abxx  — a'cx  •+■  a}  d=-o  ^ font 
homogènes,  pareeque  chaque  terme  elt  de  quatre  dimenfions  i 
mais  les  termes  de  x*  — ax^  ^ bxx  — cx  d=.Oy  ne  font 
pas  homogènes  > & l’on  dit  alors  que  la  loi  des  homogènes  rîejl 
pas  obfervée. 

Cette  loi  des  homogènes  doit  être  obfervée  autant  qu’il  efl 
poflible  dans  les  équations  des  Problèmes  de  Geometrie , par- 
eequ’on  ne  compare  pas,  par  exemple,  des  grandeurs  planes 
Ou  de  deux  dimenfions,  quand  elles  expriment  des  furfaces  , 
. avec  des  grandeurs  fblides|ou  de  trois  dimenfions,  lorfqu'elles 
expriment  des  figures  fblides, 

R E M A R QJJ  E I. 

C^E  PENDANT  lorlque  les  produits  qui  font  les  termes  des 
équations,  n’expriment  que  des  lignes  dont  les  rapports  com- 
pofés  avec  l’unité  ou  avec  d’autres  lignes , font  exprimés  par 
le  produit  de  plufieursgrandeurs,  l’on  peut  comparer  des  rap- 
ports plus  compfés  entre  des  lignes,  avec  des  rapports  moins 
compofés,  & même  fimples,  entre  d’autres  lignes ainfi  l’on 
peut  comparer  enfcmble  des  grandeurs  de  differentes  dimen- 
Cons , & où  la  loi  des  homogènes  n’eft  pas  obfervée. 

On  peut  auffi  dans  ce  cas  confcrvcr  toujours  , fi  l’on  veut, 
la  loi  des  homogènes , en  concevant  les  moindres  produits  mul- 
tipliez par  l’unité  autant  de  fois  qu’il  le  faut , pour  les  ren- 
dre homogènes  avec  les  produits  d’un  plus  grand  nombre  de 
dimenfions;  ainfi  on  rendra  •+•  bxx  homogènes  avec  — ax^  en 
écrivant  ixbxx.  De  même  on  pourra  écrire  — i%\*.cx  , 
& I X I X I X pour  rendre  les  termes  — ex  ^d y homo- 
gènes avec  les  autres . 

On  verra  dans  la  Geometrie  les  moyens-de  rendre  homogè- 
nes tous  les  termes  d’une  équation  , en  confêrvant  leur  mc- 
ïiic  valeur. 

Remarq^ue  il 

]QJ N des  grands  avantages  de  l’Analyfe  eft  de  ne  pas  par- 
tager inutilement  l’efprit  •,  c’eft  pourquoi  elle  réduit  les 

E ij 
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Problèmes  les  plus  compofés  à des  expreffions  n /impies  , que 
toute  l’attention  de  refprit  n’cfl  qu'aux  grandeurs  inconnues 
qu’il  cherche  : ain/î  pour  empêcher  que  les  grandeurs  con- 
nues fur  lefquelles  il  ne  re/le  plus  rien  à découvrir,  ne  par- 
ragent  l'attention , on  exprime  par  une  feule  lettre  toutes 
les  grandeurs  connues  d’un  même  terme. 

Par  exemple  , on  abrégera  l’équation 
X*  • — axx  abx  — abc  = o . 

— è •^ac. 

— e 

■ En  fuppofant  toutes  les  grandeurs  connues — a — b — c 
du  fécond  terme  égales  à une  feule  lettre  — »;  en  fuppofânt 
toutes  les  grandeurs  connues  ab  ac  bc  du  troifiéme 
terme  égales  à une  feule  lettre  -4-p;  & toutes  les  connues 
— abc  du  quatrième  terme  à une  feule  lettre  — q , l’on  aura 
x’  — nxx  -^px — f = O , au  lieu  de  l’équation  propoféc . 

L’on  voit  bien  que  la  loi  des  homogènes  n’eft  pas  moins 
obfervée  dans  cette  expreflion  fimplc , que  dans  l’expreffion 
compofée  , pareeque  la  lettre  p , par  couple , cfl  dans  le 
troifiéme  terme  à la  place  d’une  grandeur  connue  de  deux  di- 
menfions , & q dans  le  quatrième  à la  place  d’une  grandeur 
connue  de  trois  dimenfîons . 

Définition  VI. 

U N E équat’ion  ainfi  abrégée  s’appelle  une  formule , c efl  à 
dire  une  expreflion  generale  & abrégée  de  toutes  les  équations 
du  même  degré , qui  auroient  le  même  nombre  de  termes , 
& la  même  diverfité  dans  leurs  figncs . 

Corollaire  I. 

O U T E la  diverfité  des  équations  d’un  même  degré  ne 
pouvant  venir  qiw  de  ces  deux  chofes  : i.  de  ce  qu’il  manque 
quelques  termes  dans  les  unes  qui  ne  manquent  pas  dans  les 
autres  ; 2.  de  la  diverfité  des  fignes  & — qui  précèdent  les 
termes , on  peut  réduire  toutes  Tes  équations  d’un  même  degré 
à un  nombre  déterminé  de  formules. 

Par  exemple,  en  fuppofant  que  le  premier  terme  a toujours 
le  figne  •+• , toutes  les  équations  du  fécond  degré  fe  peuvent 
réduire  aux  fuivantes . 

XX  — P = O . XX  P = O . XX  — P = O . XJT  «X 

P = O.  XX  — p = o.  .rx  — p = 0. 
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Dans  CCS  équations  n marque  la  quantité  connue  du  fécond 
terme , & p la  quantité  connue  du  troifiéme  . 

L’avantage  de  ces  formules  eft  que  leur  réfolution  donne- 
ra  la  réfolution  de  toutes  les  équations  particulières  du  fe- 
cond*degrc,  en  mettant  dans  la  réfolution  à la  place  de  « & 
de  P,  les  grandeurs  connues  du  fécond  & du  troifléme  terme 
des  équations  particulières . 

On  peut  de  même  réduire  les  équations  du  troifiéme 
degré , du  quatrième  , &c.  à un  nombre  déterminé  de  for- 
mules . 

Corollaire  II. 

O N peut  même  réduire  toutes  les  équations  d’un  même 
degré  à une  feule  formule , pour  abréger  cous  les  cas  ; par 
exemple , la  feule  formule  xx  ^ p = o,  peut  reprefen- 
ter  toutes  les  équations  du  fécond  degré,  x^  -^nxx^^x^q 
= O peut  reprefénter  toutes  les  équations  du  troifiéme  de- 
gré, 6c  X'*  H" pxx •*‘qx  r = o,  toutes  celles  du  qua- 
trième degré  , & ainfi  des  autres  ; & cela  , en  fuppofant  deu.x 
chofes , 1°. , que  quelques  termes  de  la  formule  font  nuis  ou 
égaux  à zéro , lorfqu’eîle  reprefente  les  équations  où  il  man- 
que des  termes  > 2°.  Que  quand  quelques  termes  des  équations 
ont  •♦"  , & les  autres  — , il  faut  donner  aux  termes  de  la  for- 
mule qui  leur  répondent , les  mêmes  fignes . 

Par  exemple , afin  que  la  formule  x^  nxx-^px’^i*q  = o 
reprefente  l’équation  x’ — abx  -4-  abc  =z  o,  il  faut,  i°. , fuppo- 
fer  dans  la  formule  , le  fécond  terme  -4-  nxx  = o.  i*.  11  faut 
fuppofer  que  px  dans  la  formule  a le  figne  — , & f le  ligne 
il  en  efl  de  même  des  autres.,. 

Enfin  on  peut  fe  fervir  d'une  feule  formule  pour  chaque 
degré  où  tous  les  termes  ayent  le  figne -4-;  par  exemple  xx 
-V  »x  -4-  P = O,  fera  la  formule  generale  du  fécond  degré  ; 
x»-4-»xx-4-px^Ÿ  = o,  celle  du  troifiéme , & ainfi  des  autres  ; 
En  fuppofant  ces  deux  chofes  , i* , que  lorfqu’elle  reprefente 
des  équations  où  il  manque  des  termes , ces  mêmes  termes 
' font  nuis  où  égaux  à zéro  dans  la  formule . a“.  Que  le  figne  -4- 
dc  chaque  terme  de  la  formule  reprefente  le  figne  ou  — du 
même  terme  de  chaque  équation  particulière  du  même  degré, 
félon  qull  fê  trouve  dans  chaque  équation . 

E iij 
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Ainfi  »xx’^px~^q  = o , reprcfentc  l’équation  parti- 
culière x^  — abx  — abc  = o , en  fuppofant,  , le  fécond 
terme  de  la  formule  -t-  nxx  = o,ik  2“,  que  les  lignes  de- 
vant •¥-  px  q,  reprefentent  les  lignes  — qui  font  devant 
— abx  — abc . • 

Et  dans  la  formule  que  donnera  la  rclblution  de  x^-^kxx 
mirpx-*~q  = o,  on  Cuppofera  les  grandeurs  où  fera»,  égales 
à zéro  , & on  donnera  aux  grandeurs  où  lcront  pôc  q , des 
lignes  oppüfés  ; mais  on  laillera  les  lignes  devant  les  puif- 
lânces  paires  àepôc  de  q,  & on  les  changera  devant  leurs 
puillances  impaires. 

Apres  cela  il  ne  faudra  plus  que  fubllituer  dans  la  formule 
de  la  réfülurion  de  x*  -h  nxx  px’^  q ==  •+•  o ^ les  grandeurs 
de  l’équation  particulière , à la  place  de  »,  p, p,  qui  les  repre- 
Icntent  dans  la  formule  generale. 

Cette  maniéré  abrégé  les  cas , & rend  les  réfolutions  ge- 
nerales , comme  on  le  verra  uans  le  cinquième  Livre , où  l’on 
e.xpliquera  la  réfolution  particulière  des  équations  de  cha- 
que degré. 


SECTION  III. 

Où  Von  explique  la  maniéré  d'àter  les  incommenfurahles  det 
équations  des  Problèmes  compofés , lorjqu  elles  en  ont , 

Avertissement. 

T I ORS  QU  E l’inconnue  de  l’équation  eft  incommenfurable^, 
c’elt  à dire  lorlqu’elle  eft  fous  le  ligne  radical , il  eft  nccef- 
fifre  de  la  rendre  commenfurable  pour  connoître  de  quel 
degré  cil  l’équation  } lorfqu’il  n’y  a d’incommenfurablcs  que 
les  grandeurs  connues  de  î'équarion  , & que  l’inconnue  ne 
l’efè  pas,  on  conmît  alors  de  quel  degré  eft  l’équation  , fans 
ôter  les  incommenfurahles  , & l’on  pourroit  refoudre  l’équa- 
tion fans  les  ôter  ; néanmoins  comme  il  eft  ordinairement 
plus  facile  de  refoudre  l'équation , lorlqu’il  n’y  a point  d’in- 
comn-ienfurables,  les  méthodes  çpii  fuivent  peuvent  fcrvir  à 
ks  ôter  toutes . 
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PROBLEME  III. 

kl  tncommenfurahles  d'une  équation  lorfquily  en  a. 

Première  maniéré. 

1*.  Xl  mettre  une  des  grandeurs  incommenfurables  feu- 
le dans  le  premier  membre,  & toutes  les  autres  quantités  dans 
le  fécond , & élever  chaque  membre  à la  puilfancc  marquée 
par  l’expofant  du  figne  radical  du  premier  membre, & la  gran- 
deur du  premier  membre  dépendra  commenfurablc . S'il  refte 
des  incommenfurables  dans  le  fécond  membre , 2*,  il  faut  en 
mettre  une  feule  dans  le  premier  membre,  & toutes  les  autres 
quantités  dans  le  fécond,  & faire  fur  cette  équation  l’operation 
précédente,  qui  ôtera  une  fécondé  incommenfurable.  En  con- 
tinuant cette  operation , on  ôtera  toutes  les  incommenfurables. 

Lorfqu'il  y a plufieurs  incommenfurables  de  difîcrens  de- 
grés, on  mettra  une  lettre  feule  pour  chaque  incommenfura- 
blej  ce  qui  abrégera  le  calcul  , comme  on  le  verra  dans  les 
exemples . 

On  abrégera  encore  le  calcul,  en  mettant  apres  chaque  ope- 
ration une  lettre  à la  place  de  toutes  les  grandeurs  devenues 
commen/urables,  & dans  la  derniere  operation  on  rertituera 
les  valeurs  des  lettres  qu  on  a miles  pour  débarralTer  le  calcul . 

E XEMPLES. 

I. 

Pou  R ôter  les  incommenfurables  àtv'xx—'^ax  on 
élevera  chaque  membre  au  quarré,  & Ibnaura  xx=ax’^bb, 
où  il  n’y  a plus  d’incommenfurables  . 

II. 

Pour  ôter  les  incommenfurables  de  ;r  -4-  •y  aax  = t , on 
fera,  i*,  y aax  = h — x.  2*.  On  élevera  chaque  membre 
à la  troifiéme  puilTance,  pareeque  l’expolânt  de  y eft  j,  & 
l’on  aura  aax  = &»  — ■^bhx  •¥•  ^bxx  — x’ , où  il  n’y  a plus 
d’incommenfurablcs . 

III.  

Pourôter  les  incommenfurables  de  ^aax’*^/ a'x>=x — c, 
1®,  il  faut  élever  chaque  membre  à la  troifiéme  puilTance,  & 
l’on  aura  aax  a^x^  = x’  — jfxx  ^eex  — cK 
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2°.  Apres  avoir  mis^a’x^  feule  dans  le  premier  membre, 
a' x'  — — iCxx  ^eex  — c'  — aax  , il  fânt  élever 

chaque  membre  au  quarré,  & l'on  aura  a’x^  = x‘  — 6cx' , 
&c.  oh  il  ny  a plus  d'incommcnfurables. 

V 

Pour  ôter  les  incommenfurables  de  x-^  ^adx—y^axy  on 
fuppofera  n = '^aax,  ce  qui  donne  n'=aax,  Sc  m = ax^ 
ce  qui  donne  mm^ax,  & l’on  aura  x au  lieu  dex 

-^•^aax=ii/'ax. 

Enfuire  on  fera  par  tranfpofitlon  n=m — x,  & onëlevera 
chaque  membre  à la  troifiéme  puifl'ance  marquée  parl’expo- 
fant  y du  ligne  radical  de  ^aax  = n ^ & l’on  aura  «'  = «f* 
. — 3»;wx'+-3otxx  — x’,  & par  tranfpofition  «’*4“3»»wx*4-x^ 
= -t-  3 t»xx , où  3 mmx , & x’  font  commenfurablcs . 

Pour  debaraffer  le  calcul,  on  fuppofera  les  grandeurs  com- 
menfurablcs «’  -4-  imrxx’*“_x’=p , afin  de  n'avoir  attention 
qu’aux  feules  incommenfurables  3«7xx,  & l’on  aura  w*. 
^ ^mxx=fK  On  élevera  chaque  membre  au  quarré,  parce- 
que  l’expofant  de  l’incommenfurable  m = «^axefta,  &l’on 
aura  m*  -4-  6m*xx  -4-  ^mmx‘^=f* , où  il  n’y  a plus  d’incom- 
menfurables.  Enfin  on  fubüituera  à la  place  de  f,  m,  »,  leurs 
valeurs , & l’on  aura  »*xx  *4-  6a^x^  -4«  <^aax*  ^ 2aax^  •+•  64X* 
x‘  = »’x’  -4-  Saax*  -t-  gax';  & en  l’abregeant  on  aura  x‘ 
— ^ax^jaax*'^^a^x^A’a*xx  = o,ou  bien  x*  — 3»x’h-5<4xx 
-4"  $a^x  -*‘a^  = o,  où  il  n’y  a plus  d’incommcnfurables . 

Seconde  maniéré , lorfque  l'é<]uat ion  contient  plufieurs . 
incommenfurables . 

1.  Jl  faut  fuppofer  une  lettre  égale  à chaque  grandeur  în- 
commenfurable,  ce  qui  donnera  autant  d’équations  qu’il  y a d’in- 
commcnfurables.  H faut  en  ôter  les  incommenfurables  par  la 
première  manière , & l’on  aura  de  nouvelles  équations  où  les 
puiffances  des  lettres  fuppolees  lcront  égales  à des  grandeurs 
commcnfurables*,  on  les  appellera  les  équations  commenfurablcs. 

2°.  Il  faut  mettre  les  mêmes  lettres  dans  l’équation  propo- 
fee  après  avoir  mis  dans  le  premier  membre  la  feule  let- 
tre, qu’on  a fuppofée  égale  à l’incommenfurable,  dont  l’expo- 
fant  eft  le  plus  grand  , on  élevera  chaque  membre  de  cette 
équation  à la  puiflance  de  cet  expofant. 

Enfin 
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Enfin  on  fubftituera  ks  valeurs  commenfurabks  des  lettres 
fuppofées  à leur  place  dans  1 équation  precedente  , & ces  va- 
leurs feront  prifes  dans  les  équations  commenfurabks;  & en 
continuant  ks  fubftitutions , on  arrivera  enfin  à une  équation 
où  ks  lettres  fuppofées  ne  feront  plus,  & qui  naura  plus 
d’incommenfurabks . 

Par  exemple,  pour  ôter  ks  incommenfu râbles  de  x"*-i/aax 
= y/ax:  I®. , je  fuppofe  n = i/aax ^ 6(.m=v^ax\  & ôtant  les 
incommenfurabks,  je  trouve  = aax , & mm  —ax,  ce  font 
ks  équations  commenfurabks. 

2°.  Je  mets  » & w dans  l’équation  propofée  r y aax^x^ax, 
à la  place  des  incommenfurabks,  & je  trouve  x-^n  — m. 

Je  fais  par  tranfpofition  n-=  m — x , & j’ékve  chaque 
membre 'à  la  troifiéme  puiflânee , pareeque'  l’cxpofant  de 
^aax  = n,  qui  eft  le  plus  grand,  efl  3 , & je  trouve  = ml 

— immx  •+•  3WJTX  — x^. 

3*.  Je  fubüitue  dans  cette  équation  les  valeurs  commenfu- 
rabks de  »'  & de  mm  , prifes  dans  les  équations  commenfu- 
rabks , & je  trouve  aax  = m^  — 3 axx  3 wxx  — x^ . 

Pour  fubftituer  la  valeur  de  m’  dans  cette  équation , je 
multiplie  chaque  membre  de  mm  = ax  par  ;»,&  j’ai  m^  = amx-, 
&je  fubftitue  <jwx  à la  place  de  m^  dans  aax  = m^ ^mxx 
. — ^axx  — x’ , & je  trouve  aax  = amx  3 mxx  — ^axx — x* 

ou  bien  aa^am'*"  ^mx  — ^ax  — .rx;  je  mets  par  tranlpofi- 
tion  ks  quantités  où  eft  m dans  le  premier  membre  , & ks 
autres  dans  le  fécond,  & j’ai  am’¥‘^mx=^ax’^ai’^xx; 
divifant  le  tout  par  3X , je  trouve  m — . 

Pour  fubftituer  la  valeur  commenfurabk  de  m dans  cette 
équation  , j’ékve  chaque  membre  à la  la  fécondé  puiflance, 
pareeque  l’expfant  de  i^ax  = ot  eft  2 , & je  trouve  mm 

^ " éû^*ÂM^9Kà:  * 

Je  fubftitue  dans  cette  équation  la  valeur  de  mm  prife 
dans  l'équation  mm  = , & je  trouve 

__  ^ ^ ^ I44jrr  ^ éfi 

En  réduifant  chaque  membre  au  même  dénominateur, 
que  j’eftâce  enfuite , & en  abrégeant  & ordonnant  l'équation  , 
je  trouve  x'*’  — ^ax^  ■4-  <^aaxx «4-  ya’x  «4-  = 0,  où  il  n’y  a 

plus  d’incommenfurables . Ce  qui  étoit  propofé. 
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Démonstration. 

J L eft  évident  que  par  les  operations  de  ces  deux  méthodes 
du  Problème , on  ôte  les  incommenfurables  les  unes  après  les 
autres , & que  l’égalité  fe  conferve  toujours. 


SECTION  IV. 

où  Po»  explique  la  maniéré  de  trouver  le  plut  grand  diiàfeur 
commun  de  deux  ou  de  plufieurs  équations  compoféet 
qui  ont  la  même  inconnue. 

Av  ERTISSEMENT. 

][l  cil  très  Utile  pour  la  rélblutioo  des  équations  compolées, 
de  pouvoir  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  celles 
qui  ont  la  même  inconnue  ; & cela  fert  aulTi  quand  on  a plus 
de  rapports  d’un  Problème  que  d’inconnues,  à former  l’équa- 
tion la  plus  (impie  qui  en  donne  la  réfolution. 

PROBLÈME  IV. 

. y* ROUVBR  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux  iqua^ 
fions  qui  ont  la  même  inconnue. 

'1*.  ^ I toutes  les  quantité  de  chaque  équation  étoient 
multipliées  par  une  grandeur  commune,  onlesdivi- 
feroit  toutes  par  cette  grandeur  commune  ; & il  faudroit 
enfuite  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
quotiens  ; & après  l’avoir  trouvé , le  multiplier  par  cette 
grandeur  commune , & le  produit  feroit  le  plus  grand  divi. 
feur  commun  qu’on  cherchoit. 

i“.  Si  toutes  les  quantités  d’une  feule  des  deux  équations  , 
Sc  furtout  de  celle  qui  fervira  de  divifeur,  étoient  multipliées 
par  une  même  grandeur , il  faudroit  les  divifer  par  cette  gran- 
deur, qui  ne  doit  point  entrer  dans  le  commun  divifeur , & 
opérer  enfuite  avec  le  quotient . Ces  choies  fuppofées . 

Première  maniéré , 

I.  .^pRe's  avoir  nommé  la  première  équation  celle  du  degré 
plus  élevé,  <Sc  l’autre  la  féconde,  (li  elles  font  du  même  degré, 
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' ôn  nommera  laquelle  on  voudra  la  première,  & l'autre  fécon- 
dé,) il  faut  divifer  la  première  par  la  fécondé;  & fi  la  divifion 
fe  fait  jufie,  la  fécondé  eft  le  plus  grand  divifeur  commun. 

Si  la  divifion  ne  peut  fe  faire  cxadlement , lorfqu’on  fera 
arrivé  à un  refie  où  Tinconnue  a moins  de  degrés  que  dans  la  fé- 
condé équation , fans  avoir  égard  au  quotient , on  divilèra  la 
(êconde  par  le  refte , qu’on  nommera  premier  refie. 

Si  la  divifion  fe  fait  exa^ment,  le  premier  refie  efi  le  plus 
grand  divifeur  commun . 

Mais  fi  elle  nefi  pas  cxadlc , & qu’elle  donne  un  refte,  on 
divifera  le  premier  relie  par  ce  fécond  refte  ; & fi  cette  divi- 
Con  donne  untroifiéme  refie,  on  divifera  le  fécond  refic  par  le 
troifiéme,  & on  continuera  julqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  un  re- 
fie  qui  foit  un  divifeur  exat^  du  precedent , & ce  refie  fera  le 
plus  grand  divifeur  commun. 

U Quand  en  faifant  les  divifions  de  cette  méthode,  on 
trouve  une  fraélion  pour  quotient , il  faut  dans  ce  cas  rnulti» 
plier  la  grandeur  à divifer  par  la  grandeur  connue , qui  efi  le 
coëficient  du  premier  terme  du  divifeur,  ou  par  le  dénomina- 
teur de  la  fradlion  trouvée  pour  quotient  ; & la  grandeur  à di- 
vifer étant  ainfi  préparée,  la  divifion  donnera  pour  quotient 
une  grandeur  entière . 

Exemple  L 

P O U R trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  x’*  — — ;i  57x‘-t-  — iosxx-4-zX 

= 0.  X’° I2x'^J45'* — inx^-*-tojxx 35=0. 

Je  remarque  qu’il  n’y  a aucune  grandeur  commune  qui 
multiplie  toutes  les  quantités  de  chacune  de  ces  deux  équa- 
•rions , ni  aucune  grandeur  commune  qui  multiplie  tous  les 
termes  de  la  fécondé  ; ainfi  j’opere  immédiatement  fur  ces 
deux  équations. 

jedivife  la  première  parla  féconde,  & je  trouve  le  quo- 
tient XX  — I , que  je  néglige,  & le  refie — x*-4-px* — a8x* 
■t-  35XX  — 14,  qui  ne  peut  plus  être  divifé  par  la  féconde 
équation  , puifque  — x*  eft  moindre  que  x’“. 

Je  divifé  la  fécondé  équation  x‘®  — iix*  54X*  — 1 1 ax* 

105XX — 35  =0,  par  ce  premier  refte — x*^gx* — ^î^x* 

35XX — 14, & je  trouve  le  quotient' — xx «4-  3 , que  je 
régligc , & le  refte  — x‘-4»7x+ — 14XX  ^ 7. 

F ii 
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Je  divife  le  premier  refie  — jr*  •4«  9.V*  — 28x‘^H-35ATAf  — 14., 
par  ce  fécond  rcfle — x‘  jx* — i4.rA?-t-  7,  & la  divifion  fc 
fait  exadlcment  : ainfi  — a?®  -+-  jx*  — i4r.v ^7  = 0,  ou  bien 
en  rendant  la  plus  haute  puiflànce  — A-‘pofitive,  ar* — yx* 

14XX — 7 = 0,  eft  le  plus  grand  divifeur  commun  desdeux 
équations  propofées . 

Exemple  II. 

Pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  3*^ — I2xx'^  lyar  — 6=:o.  — I iatat joa? — 18 
= 0:  I®,  Je  remarque  que  tous  les  termes  des  deux  équa- 
tions font  multipliés  par  3 , ou  peuvent  être  divifés  par  3 ; je 
ks  divifepar  3,  & je  trouve  les  deux  quotiens  x’ — 4ArA?-t-  SA^ 

— 2=0,  & 4A-.V  •+•  lO.V  — ^ = O . 

11  faut  à prefent  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun 
de  ces  deux  quotients,  & quand  on  l’aura  trouvé  , le  multio 
plier  par  3 , & le  produit  fora  le  plus  grand  divifeur  commun 
des  deux  équations  propofées . 

2®.  Je  remarque  que  tous  les  termes  de  la  fécondé  équa- 
tion — 4XX  lox  — 6=0,  qui  doit  forvir  de  divifeur  , 
peuvent  être  divifés  par  ij  je  les  divife  donc  par  2 , & je 
.trouve  l'équation  — 2xx  -♦-5a-  — 3 =0,  qui  eft  celle  qui 
doit  forvir  de  divifour. 

Mais  il  fout  remarquer  que  quand  on  aura  trouvé  Te  plus 
grand  divifeur  commun , il  ne  faudra  pas  le  multiplier  par  2 , 
pareeque  2 n’eft  pas  uu  divifeur  commun  des  deux  équations 
x’  — 4xx  $x  — 2 = O , — 4a5:  -♦•  lOA?  — 6 = o . 

Pour  trouver  maintenant  le  plus  grand  divifeur  commun 
de  a:*  — /prx  •♦-  5a-  -♦-  2 = o,  & de  — 2a-a*4^  5a; — 3 = 0, 
je  divifola  première  par  la  fécondé,  & je  trouve  pour  quo*. 
tient  la  fraàion  rri  ; cela  me  fait  voir  qu'il  faut  préparer  la 
grandeur  à divifor  x>  — 4A-A  •+•  5A  — 2 , en  la  multipliant 
par  le  dénominateur  de  la  fraélion  qui  eft  — a , & j’au- 
rai le  produit  — ix’  8xx  — ioa  4 , qu’il  faut  divifor 
par  la  fécondé  grandeur  — - 2aa-  •+•  5a;  — 3,. 

En  faifont  la  divifion  , je  trouve  d’abord  le  quotient  a*,  & 
le  relie  -♦-  3aa-  — 7A;  •+•  4 , qu’il  faut  continuer  de  divifor  par 
. — 2xx  J X — 3 , pareeque  la  plus  haute  puiffonce  de  l’in- 

connue a , n’eft  pas  dans  le  refte  -*•  jxx  — 7A  •♦-  4,  moindre 
que  la  plus  haute  puiffance  de  la  même  x dans  je  divifour 

— 2XX  »♦■  5Af  — 3 . 
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Mais  en  continuant  de  di  vifer  ^xx.—  7a*  4 > 

m^m^x  — 3 , je  trouve  pour  quotient  la  fraftion  > cela  fait 
voir  qu'il  faut  préparer  la  grandeur  à divifer  -h  3^;^?  — yx 
■H  4 , en  multipliant  par  le  dénominateur  — 2 ; cela  me 
donne  la  grandeur  à divifer  — 6xx  I4A*  — 8 , je  la  divifc 
par  le  divifeur  — 2xx-^  $x — 3,  & je  trouve  le  quotient  3, 
& le  refte  — a?-4-  i =0. 

Je  divife  maintenant  — 2xx  ^x  — 3 = 0,  qui  a fervi 
julqu’ici  de  divifeur , par  ce  refte  — a;«+-i  = o,  & je  trou- 
ve que  la  divifion  fe  fait  exactement . 

Ainfi  — AT  •+■  I = O,  ou  a:  — i ==  o,  eft  le  plus  grand 
commun  divifeur  de  — i^xx  •♦•sa:  — 2 = o,&  de  — 4aca; 
•♦•  ioa:  — 6 = O. 

Et  en  multipliant  — x-*“  i =0,  ou  •♦•a:  — I =opar  3,  je 
trouve — 3a:^+«3=o,  ou^^-3a: — 3 = 0,  pour  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  équations  proposées  3*’  — iixx 
■♦•  15a-  — 6 = 0,  — I2a:a:^*-  30A:  — 18  =0.  Ccquiétoit 
propofé. 

Avertissement. 

a mis  dans  cet  exemple , qui  n’efl  pas  fort  compofé  , 
toutes  les  difHcultez  qu'on  peut  trouver  dans  la  recherche  du 
plus  grand  divifeur  commun  ; ceft  pourquoi  ceux  qui  com- 
mencent , doivent  fe  le  rendre  très  familier. 

Exemple  IIL 

Po  ü R trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ces  deux 
équations  x*  — 4«a:^  •♦•  1 1 aaxx  — a oa^x  •¥•  i ta*  = o , 
x^ — 3<ia'*+-  1 2aaxx — i6a^x^  24<»'^=o, 
je  divife  la  première  par  la  fécondé,  & je  trouve  le  quotient  r , 
que  je  néglige,  & le  refie — ax'  — aaxx — 4<*^a: — qui 

étant  divife  par  — a ^ donne  x’  ■♦•  axx  ■+•  /f.aax  •*•120’  pour 
k premier  refie. 

Je  divife  la  fécondé  équation  x*  — ^ax>  •♦•  1 laaxx  — i é<a'Af 
■♦•  24<ï+  = o , par  a'  •+•  axx  -♦-  4aax  •+• 

Je  trouve  le  quotient  x — - 4<r , que  je  néglige , & le  refie 

12 aaxx  — > iza’x  •¥•  yia*  , que  je  divife  par  , & je 
trouve  pour  le  fécond  refte  xx  — ax-h  6aa. 

Je  divife  le  premier  refte  x*  -♦•  axx  ^aax  •♦•  124^ , par  le 
fécond  refte  xx  ^ ax  èaa^  ik.  la  divifion  eft  exacte. 

F iij 
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Ainfix-Ar — <»Af  •♦“644=0^  cft  le  plus  grand  divilcur  com- 
mun des  deux  équatbns  propolees . 

Exemple  IV. 

Pour,  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  x’ — zaxx  aax  — aah  = 0, 

— bxx  2abx. 

& — laxx  laax  — ^aab  = o. 

— bxx  ^abx. 

je  divife  la  première  par  la  fécondé;  & en  divilânt  le  premier 
terme  x^  par  le  premier  terme  — laxx  — bxx>  du  divifeur, 
je  trouve  la  fraélion  . Cela  me  fait  voir  qu’il  6ut  prépa- 
rer la  première  équation , qui  eft;  la  grandeur  à divifer , en  la 
multipliant  par  le  dénominateur  — za — b,  &je  trouve  pour 
produit  la  première  équation  préparée, 

— - lax^  -4-  ^axx  — 1 a>x  -4-  la^b  = o.. 

•— b x^  -+-  ^abxx  — saa/x>  -*•  aabb- 
bh  XX  — rabbx. 

Je  la  divifê  par  la  fécondé  équation 
— r*xx  xaax  — laab  ==.  o.. 

— — bxx  ^ ^abxy 

& je  trouve  le  quotient  xr , que  Je  néglige & le  refte 
•t"  xaaxx  — la^x 

b b XX  — xaabx  aabb 

— zabbx. 

qu’il  âut  continuer  de  divilcr  par  le  même  divifeur 

— zaxx  zaax  — ^aab  = o.. 

— bxx  ^abxy 

pareeque  la  plus  haute  puilTance  xx  de  llnconnue  n’eft  pas 
moindre  dans  le  rertc  , que  dans  le  divifeur  ^ 

Mais  en  fai/ànc  la  divifîon  de  ce  rerte  par  le  divifeur  , Je 
trouve  la  fraébon  ce  qui  me  fait  voir  qull  faut  prépa- 

rer le  refte  xaaxx  — za^x , &c. 

•+•  bbxx, 

en  le  multipliant  par  le  dénominateur  — jetrouve 
k refie  préparé  — ^^xx  /^.a*x  — 44^^ 

— zaabxx  -4-  6dhx  — /^bb 

— zabbxx  éaabbx  a a b^ 

— é'xrxr 
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Livre  II. 

Je  continue  de  le  divil^  par  le  ix^rae  divireur 
. — iaxx*^iaax—^  344^=0. 

— bxx  ^ahx 
& je  trouve  le  quotient  244  que  je  néglige,  & le  relie 

24>^Af  -H  2 ai*}} 

/^aabbx — 44’ W 

— lal^x  -*-  2405', 

dont  chaque  terme  peut  «tre  cxadlemcnt  divifé  par  — 2/^h 
•^^aabb — 24^. 

Àinfî  je  divife  ce  refte  par  — 246^ , & je 

trouve  pour  quotient  x — 4,  que  je  prens  pour  le  dermer 
refte. 

Je  divife  maintenant  la  fécondé  équation  qui  a fervide 
divifeur  jufqu’ici,  par  le  refte  x — 4,  & ladivifioncftexafte. 

Par  confequent  x — 4 = 0,  eft  le  plus  grand  divifeur 
commun  des  deux  équations  propofées. 

Préparation  pour  la  démonftration . 

T I A démonftration  n’cft  pas  differente  de  ce  qu’on  a cou- 
tume de  donner  dans  l’Arithmétique  & l’Algebre , pour  la 
méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
grandeurs  incomplexes,  ôc  elle  eft  fondée  fur  ces  axiomes. 

Axiome  I. 

^_Jn  divifeur  exaél  d’une  grandeur,  eft  auffi  un  divifeur 
exaél  d'un  multiple  de  cette  grandeur  ; par  exemde  , un 
divifeur  exaCl  d’une  grandeur  eft  un  divifeur  exaâ  de  3^, 
ou  en  general  demA. 

Axiome  II. 

XJn  divifeur  exa£l  d’une  grandeur  entière  qui  a deux 
prties  BSeC,  & de  l’une  de  ces  deux  parties  comme  de  B, 
l'eft  aufti  de  la  fécondé  partie  C. 

Axiome  III. 

T iE  plus  grand  divifeur  commun  de  deux  grandeurs /1&J3, 
contient  les  autres  communs  divifeurs  moindres  des  mêmes 
grandeurs,  & il  eft  un  multiple  de  chacun  de  ces  divifeurs 
moindres.  Ces  chofes  fuppofées. 


Digitized  by  Google 


Première . Seconde . 

A.  B. 

A =mB  -H  C. 

B=  nC-^D. 

C=  pD. 


48  Analyse  démontré' e. 

Soit  nommée  A la  première  équa- 
tion, & B la  fécondé,  on  fuppofe 
que  étant  divifée  par  B,  on  trou- 
ve le  quotient  »w , & le  relie  C ; ainli 
A = mB  -4"  C. 

En  divifant  la  fécondé  équation  B 
par  le  premier  relie  C,  qu’on  trouve  le  quotient»,  & le 
relie  D;  ainli  B = «C •+•  Ô . 

Enfin,  qu’en  divifant  le  premier  relie  Cpar  le  fécond  D, 
la  divifion  foit  exaéle,  & qu’on  trouve  le  quotient  p , ainli 
C = pD. 

Il  faut  démontrer  que  D ett  le  plus  grand  divifeur  com* 
mun  de  A & de  B. 


Démonstration. 

1°.  Jl  ell  évident  que  D eft  divilcur  commun  de  .4  & de  B, 
car  par  la  fuppolition  il  l’cll  de  C ; donc  il  l’efl:  de  nC^D 
= B par  le  i"  axiome;  donc  D ell  divifeur  de  mB-*-C  = A 
par  le  i''  axiome.  a“.  D ell  aulfi  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun de  .^4  & de  B > car  leur  plus  grand  divilcur  commun 
doit  être  divifeur  de  mB  multiple  de  B:  & étant  aulfi  divi. 
feur  de  la  grandeur  entière  mB^C=A,  il  ell  divifeur  de 
la  2*  partie  C par  le  2'  axiome } donc  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  ^4  & de  B,  cil  divilêurde  wC  multiple  de  C par 
le  axiome  ; & étant  aulfi  divifeur  de  la  grandeur  entière 
«C-4-D  = B,  il  ell  divifeur  de  Dpar  le  a'  axiome  : Mais  D 
cil  divifeur  commun  de  A & de  B par  la  première  partie  de 
cette  démonllration  ; ainli  le  plus  grand  divilcur  commun 
de  /4  & de  B,  étant  aulfi  divilcur  de  O,  il  faut  que  D foit 
lui- même  ce  plus  grand  commun  divifeur  : autrement  D 
feroit  un  divifeur  commun  de  .4  & de  B , qui  furpafferoit  le 
plus  grand;  ce  qui  feroit  contre  la  fuppolition. 

Ddmonftration  pour  le  cas  où  il  faut  préparer  la  grandeur 

à divifer . 

S*  en  divifant  la  première  grandeur  A par  la  fécondé  B, 
on  trouve  une  fraélion  dont  le  dénominateur  foit  il  faut 
préparer  A en  la  multipliant  par  f j an  liippofe  qu’en  divi- 
fant enfuite  par  B,  on  trouve  le  quotient  « & le  relie  C,‘ 
ainüfA=^mB’^C. 

Divifant 
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Livre  II. 


Première. 

A. 

fA  = mB  ’ 


Seconde. 

B.  ' 


C. 


• Dîviûfït’ enfnke  B par  fe  refie 
C , fi  l’on  trouve  une  frâélion 
dont  le  dénominateur  cfl  ^ , il 
ftut  préparer  B en  la  multipliant  oB  = nC  Xd* 
par  5,  & l’on  aura  gB;  on  fup-  ®r_nQ 
pofe  qu’en  divifant  jS  parleprc--  ° ' 

mier  refie  C,  on  trouve  le  quotient  »,  & le  refie  D\  ainfi 
gE  ■=^  nC  D.  ' 

Enfin  on  fuppofe  qu’en  divifant  le  premier  reflc  C , par  le 
fécond  D,  la  di vifion  cfl  exadlc,  & que  C =pD.  Cela  fiippofé. 

Il  efl  évident  que  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ^ & 
de  fi  , efl  divifeur  de  fA  • par  le  premier  axiome  , & par  con- 
feqitcntde  mB  -^C^fA.  11  efl  de'  même  évident  que  le 
plus  grand  divifeur  commun  de  ^4  & de  B , efl  divifeur  de 
mB  oede^B;' multiples  de  B;  il  efl  par  confequent  divifeur 
de  C,  fécondé  partie  de  mB’^^C,  par  le  a*  axiome,  & de  »C 

D = il  l’efl  aufii  de  nC  multiple  de  Ci  par  confequenc 
étant  divifeur  de  »C  -4-  Z>,  & delà  première  partie  »C,  il  l’efl 
aUffi.  de  l’autre  partie  D.  - ' -,  ! 

Ainfi  D étant  divifeur  ex  aél  de  C,  il  efl  le  plus  grand  com* 
mun  divifeur  de  -/I  & de  fi , ou  du  moins  il  le  contient , & il 
en  efl  le  multiple.  , 

: Mais  quand  les  plus  hautes  puifTances  de  l’inconnue  x ne 
font  point -multipliées- par  d’autres  grandeurs  connues  dans 
A & dans^fij  la  puiflance  la -plus  élevée  de»  dans  le  plus 
grand  divifeur  commuiV,  doit  être  feule } c’efl  pourquoi  en 
divifant  le  dernier  refie  I>,  divifeur  exaâ  du'pr^edent , par 
le  coëficient  de  la  plus  haute  puifTance  de  fon  inconnue  x , 
le  quotient  doit  être  le  plus  grand  divifeur  commun  de  A 
& de  fi.  « - - 


/ K 


Seconde  maniéré  de  trouver  le  plus  grand  divifeur' 

‘ commun. 

-Q  N nommera  la  première  équation  A,  pour  rendre  la  ch(>> 
fc  plus  claire  , & la  fécondé  fi. 

II  faut  prendre  la  valeur  de  la  plus  haute  puifTance  de  lln^ 
connue  »,qui  èft  le  premier  terme  de  fi,  & fubflituer  cette  va- 
leur au  lieu  de  x dans  A,  (obfervant  d’élever  auparavant  fi  au 
degré  de  A,  en  multipliant  l'équation  fi  par  x,  ou  xx,  &c.  fî  lé 
premier  terme  de  B étoit  moindre  que  le  premier  terme  àcA.) 

G 
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JO  Analyse  démon  tre^e. 

II  faut  continuer  cette  fubftitution  jufqu’à  ce  qu’on  ait  ré- 
duit  A à un  moindre  degré  que  B,  & on  appellera  C l’foua. 
tion  où  l’on  aura  réduit  ^ par  ces  fubflitutions, 

II  faut  enfuite  prendre  la  valeur  du  premier  terme  de  C 
& la  fubftituer  dans  B,  & continuer  la  fubftitucion  ;ufqu’à 
ce  qu’on  ait  réduit  B à une  équation  Z>  d’un  moindre  deeré 
que'C.  . ■ ® 

L on  prendra  enfuite  la  valeur  du  premier  terme  de  D 
qu  on  fubllituera  dans  C ^ & l’on  continuera  ces  operations 
jufqu’à  ce  qu’on  trouve  une  équation  £,  d’où  la  valeur  du 
premier  terme  étant  fubftituée  dans  la  précédente  D tous 
les  termes  lê  détrui/ènt  par  des  lignes  contraires,  ’ 

L’équation  £ fera  1*  plus  grand  divifeur  commun  de  A 
& de  S. 

Lorlqu’il  arrive  que*  les  prenùers  termes  des  équations  A 
& .S,  ou  B & C,  ou  C & Z>,  &c.  ont  des  coeficients , il  feue 
préparer  les  deux  équations  en  multipliant  A par  Je  coèfi- 
dent  du  premier  ferme  de  B ; & B par  celui  du  premier 
terme  de  A,  ôc  faire  la  même  chofe  pour  B & C,  &c  com- 
me on  le  verra  dans  les  exemples. , 

• Premier  exemple  qui  efl  Je  mifttme  qui  péceâe. 

Pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  A juaxx  — = o, 

' • ' ^ — 3ox>  ^ naaxx  — 1 244“»,  = o 

je  prens  la  valeur  de  dans  Jafecoode,^  je  trouve  24*»* 

—^i2aaxx*^J6a^x — 244*.  ^ 

Je fubftitue cette  valeur  de  AT-»  dans  b première  équation, 

& apres  la  fubftitution,  je  trouve  au  lieu  de  la  première  équa- 
tion, celle-ci  — aaxx  — 44^2?  — 1 24*  = o , dont  tous 
les  termes  peuvent  fe  divifer  par  — 4 ; & après  la  diviCon,  je 
trouve  C.  Af*  axx  ^aax  l2a^  = o. 

Cette  équation  C étant  d’un  moindre  degré  que  la  fecoa- 
dc  B,  je  la  multiplie  par  x,  & j’ai  i’cquaùon  xi*^ax^^^aaxx  •* 

i24^;v  = o.  . . 

^ Je  prens  dans  cette  équation  la  valeur  de  x* , qui  eft  = 

' _ J^aaxx  — 1 24*Af,  & je  la  fubftitue  dans  B,  & après 

la  fubftitution,j;  trouve  l’équation — Saaxx  — 284'^ 
•»-344*e=o. 


Digitized  by  Google 


L I V R E II.  51 

Comme  elle  n’ed  pas  d’unxlegré  in&rieurà  celui  4e  lecjua* 
tioD  C,  il  âut  prendre  dans  1 equacioaC  la  valeur  de  pour 
la  fubllicuer  dans  i’équatioa  précédente , 

Mais  le  premier  terme  de  la  precedente , qui  ed  — , 

ayant  — pour  coëficienc  , il  faut  préparer  l'équation  C 
en  la  multipliant  par  — 44  , & je  trouve  — — ^aaxx 

— i6a^x  — 484'*  = a. 

Je  prensdans  cette  équation  préparée  la  valeur  de 
qui  eft  — = ^aaxx  ^ 1 6a^x  48 i»*. 

Je  UfuWlitue  dans  l'équation  — ^ax^  •4-  Zaaxx  — iZa^x 
Z4i**  = O , & je  trouve  après  la  ûibditurion  l'équation 
Jzaaxx  — iia’x-^  jim*  = a,  dont  tous  les  tenni s peuvent 
ic  divilêr  par  iaa4  > & après  avoir  fait  la  diviCon  je 'trouve 
l'équation  JXxx  — «at  ■+•  644  = a. 

I cleve  cette  équation  D au  troifiéme  degré  en  la  multi- 
pliant par  AT»  afin  de  pouvoir  fubflicuer  la  valeur  de  dans 
l'équation  C ^ & je  trouve  Af*  — axx  ^ 6aax  — o- 

Je  prens  la  valeur  de  a^  dans  cette  équation  , qui  eü  x’  = 
M-  axx  — 6aax,  & je  la  fubttitue  dans  l'équation  C , ce  qui 
me  donne  zaxx  — zaax  1 24’  = o . 

Je  fubftitue  encore  la  valeur  de  A'Ar'prife  de  l'équation  D , 
dans  2ÛXX  — zaax  -4-  I2a^  = o>  mais  auparavant  je  multi- 
plie l’équation  D pr  le  coefficient  24  ; & ayant  trouvé  2axx 
= zaax — 124^ , jefublfitue  la  valeur  de  zaxxdans  zaxx 

— zaax  -4»  124*  = o,  & je  trouve  — zaax-^  12a*  = o. 

zaax — iza\ 

où  toutes  les  quantités  fe  détruifent  par  des  lignes  contraires  ; 
ainfi  l’équation  D.  xx  — ax  6aa  = o , eft  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  propofées. 

Second  exemple  qui  efl  le  quatrième  qui  précédé . 

O N mettra  les  opérat'Kins  de  la  première  & de  la  fécondé 
maniéré  fur  cet  exemple , à côté  les  unes  des  autres  , afin 
qu’on  voye  que  ces  deux  méthodes  de  trouver  le  plus  grand 
divifeur  commun  , reviennent  à une  même  méthode  ) ainfi 
la  première  étant  démontrée , la  fécondé  l’efl  auffi. 


G ij 
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Si  ‘ Analyse  oemontre'e. 

' ..Exemple  II,  ' 

Premltfc  tftamcre  de  trouver  U p/ut  ^raud  divifeur  commun  ^ 

1 • ’ * » 

Première  iquatkn.  < 

Seconde  équation. 

x'^iaxx^aax — ^ 
— h XX  -4-  labx. 

' X —^a  — - : • 

. ] 

t 

— xaxx  xaax — ■ ^dab  = cv 
— ^bxx  ^^abx. 

■ - ■-  *> 

Première  Iquation  préparée . 

'^2ûx*^^aaxx — 7m^x  ■♦•2/ï*6=o, 
——bx*  /^.abxx  — 5 aaix  •4»  aabà 

•*rbbxx  — iabbx>. 

Seconde  équation  qui  Jert 
Je  divifeur . ’ 

. — 2axx  -4-  2 aax — qaab  = o. 
— hxx  ^^aêx. 

tax*  zaaxx -H  laaix 

— t^abxx . . . • 

X quoticat. 

Re/le  qu'il  faut  continuer  de  divifer  ^ 
par  le  même  divifeur  „ ' 

•^taaxx' — la^x  H-24*i=o, 
•^bbxx  — taabx^aabb 

— labhx.  - • 

\ 

J 

X — xa — b. 

Refte  préparé  „ 

—^a*xx  •*"^a'*x  — 4<ï*^=o. 
— xaabxx  -n-éa^bx  — ^a'bb 
• — 2 abbxx  (raabbx — > aab'<^  ’ 

Seconde  équation  qui  fert 
de  divifeur . 

— laxx’^  xaax — ^aab=:  o. 

— bxx  •^“^abx. 

^ ^b^xx  ^xab^x  • 

l . ^ •’  ' 

.xaa  -t-bbciuaûeat'. 

**!^eyi^xx  — ^d^x 
1 xaabxx — %e^bx  -4* ^aah^ 

2 abbxx — laabbx  _ , 

"^b^xx  — 

* » 
. J ; i b 1 , 

— xa^bx  xa*b  = o. 
Rtfie . »4«  Raabbx — ^a^bb 

•"^lab^x  •4-24<jP. 
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Exemple  II.  ^ 


Seconde  mamerc  de  trouver  k plus  grand  divifeûr  commun  ,* 

’l  ■ I ! 


Premiers  équation, 

'tè^-^xaxx’^aax- — aab  = o. 
P — bxx  p^zabx.  ; 

X — 2a — i.  ! 

» 

Secmde  équation. 

— 2axx  zaax  —>  ^iab  = 0. 

— bxx  p^^abx, 

-■*-  . . - 1 . i 

ou  bien 

^ . - Premiers  équation  préparée . 

* s ■ * 

— zax^  -4-  i^aaxx  — za^x  -4-  = o . 

b)é  ifàïxx  — 5 aabx  -4-  aabï 

w^^bbxx  ■ — zabbx. 

. î/,:  : . . . ^ Subflitution . ' 

}—~2ax’z=  — zaaxxp*"  ^aabx 
r—  bxé  — ^abxx . 1 

. — zaxx= — zaaxp^^aab 

— bxx  —^abx 

_ X AT  X X.-' 

Seconde  équation  multipliée 
par  X. 

— zax^  "t— — zaaxxp^iaabx 

— bx^  J — s^bxx. 

Somme  où  il  faut  encore  fui(iituer  ta  valeur 

de  XX  prife  dans  la  Jeconde  équation. 

1 ^econae  équation. 

1 

■4“  2aaxx  — Ziéx  «4»  za?b  =:  o • 

— zaxx\ 

...  244X-4-^44 

■4“  iixx  — zaabx  ”4«  aaéb 

— bxx  J 

’ — ^abx . 

— zabbx  — - 

X — za — b. 

X xaa^bbe  x 

-> 

Somme  préparée . 

4 ■ Seconde  équation  préparée. 

1 — 4<j’a?at  •4“4<i‘*Ar — 4^*6:^  O. 

— 44’AfA?  'I 

• — ^a*x  ^ éa‘*b 

„ - ,—  2aabxx“^6eébx — ^tébb 

— zaabxx  i 

U 84^6x-4-344fc’' 

, — zabbxx  p^rbaabbx — «4^^ 

— zabbxx  ■ 

[ ' — zaabbx 

. — léxx  p^zaléx. 

:^bixx  J 

1 —s^aléx. 

Subjlitutkn  , 

•r* 

■ — ^a?xx^=e— s^d^x  ■4«6W 

; i!  . • **.  ’ 

r ' , * ■ 

— laabxx  — %a^}x  -4*  ^aalé 

— 2abbxx  — zaabbx 

« 4 

...  4 

^ léxx  —^ai^x. 

■ i. 

1 - 

— ‘2o?ix  -4-24*^ 

1 ■ . 

. J'.i  "M 

Somme.  ■4-444WA?  — 4a’bb 

• • 1 • ; 

. ■ ■■  r 'I  : 

-^zab'x'  d/pzaai^ 

« l t.  -■*' 

G iij' 
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Analyse  démontré' e. 


• H 


Continuation,  àc  la  première  maniéré^ 

Divifant  chaque  terme  par — zt^b  . 

■4-  ^aabb  — %ab\  on  trouve  pour  le 
refte  l’équation  — a=o» 


II  faut  divifer  la  fécondé  équation  par 
ce  refte  x — a = o. 


Seconde  équation^ 

— xaxx  ■+■  zaax  — ^aab  = o. 
•^bxx 


•^laxx — zaax 
•^heex  — abx 


O • a^iabx — laab 
— labx  ^^aab. 


Q O. 


Rejle  qui  fert  de  ettvifeur^ 

X — a=Q. 


— laxor  quoticat . 

■ — bx. 


La  divifion  cft  exafte  r ainli  x — 4=0  cft  le  plus  grand  diviféur 
commun  ^ 


REMARqjIES. 

L 

Xl  cft  évident  qu*on  peut  négliger  le  premier  terme  dans  les  1 
cas  où  il  faut  préparer  la  grandeur  à divifer  > ce  qui  abrégé  le  1 
calcul. 

IL 

S’il  falloir  trouver  le  plus  grand  diviféur  commun  de  trois , 
ou  d’un  plus  grand  nombre  d’équations  , on  cherchcroit  d’abord 
le  plus  grand  diviféur  commun  des  deux  premières  , & enfuite 
le  plus  grand  diviféur  commua  de  la  troifïéme  équation  , & du 

plus 
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Continuation  <ie  h Jeconde  maniéré. 


Divifânt  chaque  terme  par  — 

«4-  ^aib  — , on  trouve  l’équa- 

tion X — a = O,  ou  x=a. 

• ^ 

X — a=o. 
x=a. 

H X X X. 

Il  faut'  fubnicucr  dans  la  fécondé 
équation  les  valeurs  de  » , xx  prifes 
dans  X — a=  O.  ' 

Seconde  équation. 

; i ) . • 

— Ixx  •+•  i^àbx . 

Sub jïituthn. 

Il  1 

X 

l 

X 

— iaxx=- — zaax. 

■—  2Uxx=^—*‘  2aax 
— bxx  = — abx.  ' ' 

XX  = ax. 
X . — b X — b. 

Somme. 

— bxx^=.  — abx.^ 

^aèx  — ^aab  = O. 

X = a. 

Sulfïitttîton . = . 

X ^ab  X^^^iab. 

• Somme  " ■ O.  : • ! • 

^ahx = 3<i<»  i. 

La  fubftitution  des  valeurs  de  Xf  Xit  prilês  de  x — a=^o$ 
dans  la  feœndé  équation  ^ fàifant  détruire  tous  les  termes  par 
des  lignes  contraires , x> — ^=0  eft  le  plus  grand  divifeur 
commun.  . • . • i . • . . 


plus  grand  divifeur  commun  des  deux  premières,  & sàaû. 
de  fuite.  . . ' 

! IIL 

Lorfqu^il  y a plus  de  rapports  cçnnus  dans  un  Problème 
compoie  , qu’il  n’y  a d'inconnues,  on  peut,  dans  ce  cas,  trou, 
ver  plufîeurs  équations  qui  ayent  la  même  inconnue',  dont 
t chacune  exprime  le  Problème:  il  faut  enfuite  trouver  le  plus 

il  grand  divifeur  commun  de  ces  équations,  de  il  fera  l’équation 

f la  plus  fimple  du  Problème,  & la  léfolûtioa  en  fêrà  plus  > 

( facile.  . . 

f 


N 


Digitized  by  Google 


ANALYSE  COMPOSEE 


ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
" les  Problèmes  qui  fc  réduifent  à. des  équations 
, . •:  r.  — ^ compoiées. 

LIVRE  III. 

Où  Ton  explique  la  nature  des  équation!  compojtes  -,  le  nomire  tf 
’’  les  qualités  de  leurs  racines,  & leurs  transformations. - - 

. A V Wr  T 1 M e-N  T. 

» —,  ... 

N fuppofe  dans  ce  I^vre,  i®,  que  le  fécond  membre  d’une 
cquâtion  compofée.eft  zéro  . x° . Que  la  plu  f haute  puiHlànce 
de  l’inconnue,' ceÛ  à .dire  le  premier  terme ,_'a.  toujours  Iç’ 
iîgnei*»:  3“.  Qg’cHe  n’a  ni  fraftipps , m.  incommenfurables. 

On  a enfeignê  dans  les  Livres  precedents,  les  maniérés  de 
lui  donner  ces  préparations..  • ' , . ? c j-  • 'V  'i 

J.;  On  fuppofe  auffi  que  dans  fon  premier  terme,  la  plus  haute, 
pulITance  de  l’inconnue  n’a  pas  d’autre  coefficient  que  l’unités 
on  enfeignera  la  maniéré  de  lui  donner  cette  préparation 

dans  les  transformations . _ . 

i Cela  fuppoffi.,  pour  concévoir  clairenjcnt  la  nature  des 
équations  compofée's , il  faut  voir  la  maniéré  donc  elles  peu* 
vent  être  formées. 


s e c,t  i o N|.,.l  i:-:  ^ 

Où  l'on  explique' la  maniéré  dont  fe  forment  les  ' éqaatiom 
.1-.:  '/..r  ..  .1 

! i.i  D.e' F I N I T I O K.  t . 

_ A , valeur  de  Pmcionnue  ,d.ans . une  équation  fimplç  x 
O,  s’appelle  la  raeine  dè  cette  équation,  ' . . .. 
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Ainfî  a qui  cft  la  valeur  de  l’inconnue  ac,  dans  x — a — o, 
puifque  x=a,  s’appelle  U racine  de  l’équation  x — 4=0. 

Lorfquc  cette  valeur  eft  complexe , comme  dans  x — a 
w^h  — f = o,  la  grandeur  complexe-»- 4 — ^-4-f , (quieftla 
valeur  de  x , puifque  x = a — t’trc ,)  n’eft  pas  moins  la  feule 
racine  de  l’équation  x — a-^b  — f— o,  &on peut  l’abreger 
en  mettant  une  feule  lettre  d-=-a — ,dans  l’équation  j ce 
qui  donneroit  x — d=o,  ou  bienAf=  d.  , v 

Lorfque  mettant  l’inconnue  feule  dans  le  premier  membre, 
fa  valeur  qui  eft  feule  dans  le  fécond  , cft  pofitive,  on  dit  que 
la  racine  cft  fofitivei  ainfi  dans  «■  = 4,  la  racine  a cft  poftti- 
ve;  mais  lor/que  la  valeur  de  l’inconnue  eft  négative,  comme 
dans  -v  = — & , on  dit  que  la  racine  eft  négative.  . 

D’où  il  fuit  que  lexique  zéro  eft  le  fécond  membre  de 
l’équation  fimple,  la  racine  pofttive  ale  ligne  négatif — ,com- 
me  dans  x — 4 = o ; & la  racine  négative  a le  ligne  com- 
me dans  x’^b=o. 

La  racine  d’une  équation  ûmple  ou  linéaire , peut  être  ou 
commcnfurable,  comme  dans  x — 4 = 0,  ou  incommtnfu- 
rable,  comme  danser  — i/'al>=o,  ou  mixte,  comme  dans 
X — 4 -♦-  i^ab  = O . Ces  trois  fortes  de  racines  s’appellent 
réellei . 

Ou  bien  elle  peut  être  une  grandeur  impoflible , & qui 
marque  que  le  Problème  renferme  une  contradidlion,  comme 

dans  A? — 'Z  — 44=0. 

Cary^ — 44  eft  une  grandeur  impoftible,  n’étant  pas  polti- 
ble  qu’il  y aitdequarré  qui  Ibit  précédé  du  ligne  négatif — ; 
dont  la  racine  foit  poûible  ; pareeque  li  la  racine  4 d’un 
quatre  44 , a le  ligne  ou  le  ligne  — , le  quarré  aura  tou- 
jours necelTairement  le  ligne  -♦- , le  produit  de  par  , & 
de  — par  — , ayant  toujours  -♦-  : par  confequent  la  racine 

quarréc  d’un  quarré  négatif,  comme  v' — eft  une  gran- 
deur impoflible. 

Ces  fortes  de  grandeurs  impolTibles  s’appellent  imaginaires  \ 
& lorfque  la  valeur  de  l’inconnue  , dans  une  équation  lîm- 
ple  r — y/ — 44  = O , eft  imaginaire , la  racine  de  'cette 
équation , qui  eft  -4-  — 44 , s’appelle  imaginaire. 

Enfin  la  racine  d’une  équation  limple  peut  être  compofée’ 
d’une  grandeur  réelle  , Sc  d’une  imaginaire , comme  dans 

H 
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X — — aa~Ot  oîl  la  valeur  de  x eft  a — ✓ — aa^ 
puifque  x = a- — K' — aa. Cette  racine  a — y' — <14 , s appel- 
k mtxtt  imaginaire- 

Remarque  fur  1er  grandeurs  imaginaires . 

^ 3 • Li  A racine,  dont  l’expoCant  cft  un  nombre  pair , d’une  gran- 
deur négative , eft  toujours  une  grandeur  imaginaire  ; ainfi 
y/  — 44,  — a*  y ■y — 4®,  &c.  font  des  grandeurs  imagi- 

naires : car  une  grandeur  a , foit  qu’elle  ait  le  figne — , ou  le  li- 
gne •+• , étant  multipliée  par  elle-même  autant  de  fois  qu’on 
voudra,  pourvû  que  ce  nombre  de  ibis  foit  pair,  le  produit 
aura  toujours  le  figne  par  conlêquent  une  puilfance  négati- 
ve dont  l’expolânt  eft  pair , comme • — aa,  — a*,  — 4* , &c. 
eft  une  grandeur  dont  la  racine  eft  impoffible  ou  imaginaire, 
puifque  fi  cette  racine  étoit  pofiiblc,  fa  puiftànce  auroit  tou- 
jours le  figne  , & elle  ne  fçauroit  avoir  le  figne — . 

Mais  fi  l’expofant  du  figne  radical  v'  d’une  grandeur  né- 
gative eft  impair , la  racine  eft  une  grandeur  réelle  ; ainft 
^ — 4»  — 4’ , — 4’ , &c.  font  des  grandeurs  réelles , par- 

eeque  la  racine  négative  — 4 , étant  multipliée  par  elle-même 
un  nombre  de  fois  qui  foit  impair,  la  puiftànce  qui  en  fera  le 
produit , fera  négative;  car  — 4 x — 4 = 44,  & 44 

X — a — — 4’,  & ainfi  des  autres. 

THEOREME  I. 

^ 4-  T*  O U T E équation  compofée  peut  être  conçue  comme  étant 
formée  par  la  multiplication  d’autant  d’équations  fimples,  que 
l’équation  compofée  a de  degrés. 

Ainfi  toute  équation  de  deux  degrés,  peut  être  conçue  com- 
me formée  par  la  multiplication  de  deux  équations  fimples. 

Toute  équation  du  troifiéme  degré , peut  être  conçue  for- 
mée par  multiplication  de  trois  équations  fimples  ; & ainft 
des  autres. 


Démonftration  pour  Jet  équations  du  fécond  degré . 

r,.,- - Première,  arx p = o . 

ou  TES  les  équations  - . * „ „ 

J r™  J J Seconde,  xx«t“»x — p = o. 

du  fecooa  degré  peuvrat  rroi/lém,,  „-»«*>  = O. 
«re  expmtKHpar  co  fix  o. 

Or  toutes  ces  équations  * p = o . 
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peuvent  être  conçues  formées  par  la  multiplication  de  deu.x 
équations  /impies . 

Car , i“,  fi  Ion  multiplie  les  deux  équations  fimples  x "h  a 
=o,&Af^&  = o,  leur  produit  xxm^^ax**fab=.o  . 

^ bx , 

donnera  la  i"  formule,  en  fuppofant  a-*-b=a,Scab  — p . 

1®.  Si  l'on  multiplie  les  deux  équations  fimples  x -♦•4  = 0, 
& a: — & = o,  leur  produit  xx^ax  — ab  = o. 

^bx, 

donnera  la  fécondé  formule,  en  fuppofant  , i° , a plus  grand 
que  b,  & 2®,  a — b = n,  & — ab= — p. 

3».  Si  on  multiplie  X — 4 = 0,  parx — ^ = o,  leur  pro- 
duit XX  — 4A?  «4-  4&  =0.  donnera  la  troifiéme  formule  , en 
— bx, 

fuppofant  — a — é= — HySc^ab  = '-*‘P . 

4®.  Si  on  multiplie  x — 4=0,  par x-4-fr^ o .leur produit 
XX — ax — ab=o^  donnera  la  quatrième  formule,  en  fup- 
^bx  ^ 

pofant,  I".,  4 plus  grand  que^,&a®,  — 4-t-^= — »,& — ab 
=— />; 

J®,  Si  on  multiplie  x*4»4= O .par  X— .4=0,  leur  produit 
'xx — 44  = O, donnera  la  cinquième  formule  , en  fuppofant 
— aa  = P . 

6°.  Enfin  fi  on  multiplie  X -4- ✓ — 44  = 0,  parxr — — 44 
= 0,  leur  produit  xx-^aa—o  , donnera  la  fixiéme  formu- 
le , en  /uppofânt  44  = -4-p } par  confequent  toutes  les  équa- 
tions du  fécond  degré  peuvent  être  conçues  formées  par  le  pro- 
duit de  deux  équations  fimples. 

Dtrnonfi ration  pour  la  équations  du  troiftéme  degré . 

TPouTES  les  équations  Première,  xé  nxx'^px  y = o. 

du  3' degré  peuvent  être  x'  * ;*^px^q  = o. 

rapportées  à ces  quatre  Trotfiéme , x' ^nxx  *rt<7  = o. 

formules  pour  abréger.  Qûatriime,x*  * - *^<7=0. 

Or  toutes  les  équations  reprefentées  par  ces  quatre  formu- 
les, peuvent  être  conçues  formées  par  la  multiplication  de 
trois  équations  fimples  . 

Car,  i®,fi  l'on  multiplie  les  trois  équations  fimples  x^!+l  4 = O, 
^ h—Q,x  rt.f=o,leur  produit  x'  axx  rt  abx  ^ alc—o, 

hxx  ^ aex 
Acxx^bcx, 
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donnera  b pemierc  formule  , en  fuppofant  a h ^ c 
= ^ ab  ^ ac  ^ le  ~ P,  ^ abc  = 

2®.  Si  Ton  /uppofe  que  la  racine  de  l’une  des  trois  équations 
fimples,  par  exemple  c dans  la  troifiéme  a:  j±.  f = o,  cit  éga- 
le ^ la  femme  des  deux  autres  a-^  l,Sc  qu’elle  a un  figne  op- 
pofé  au  leur,  c’eft  à dire  que  c eft  négative,  fi  a 6c  l>  font  po 
fltives  ; & que  c eft  poütive , fi  a 6c  l font  négatives  , on 
aura  la  féconde  formule  , en  fuppofant  les  grandeurs  connues 
du  troifiéme  terme  du  produit  des  trois  équations  fimples, 
égales  à ^ P , & la  grandeur  connue  du  quatrième  terme 
du  produit  des  trois  équations  fimples  , égale  à ^ ^ ; & à 
cauic  de  — c = a b y oude-Hc  = — a — / , le  fé- 
cond terme  fera  détruit  par  des  lignes  contraires. 

3®.  Si  l’on  fuppofe  la  même  racines  avec  un  figne  contrai- 
re à ceux  des  deux  autres  a 6c  1,  mais  qu’elle  leur  foit  iné^ 
gale  y on  aura  la  troifiéme  formule  , en  fuppofant  les  pro- 
duits ac , hcy  avec  des  lignes  contraires  à celui  de  ah,  égaux 
enfemble  k ab  y 6c  en  fuppofant  toujours  les  cocficients  du 
deuxième  & quatrième  terme  du  produit  des  trois  équations 
fimples , égaux  à ceux  du  deuxième  , & quatrième  terme 
de  la  troifiéme  formule. 

4®.  Si  on  multiplie  les  trois  équations  fimples  x \ a 
^ aa  = o y x“*“i  a — aa=o,  x — <j  — Q, 

leur  produit  x^  — a^  = donnera  la  quatrième  formule  x^ 
— ^ = O,  en  fuppofant  <i'  = q. 

Et  fi  on  multiplie  les  trois  équations  fimples  x — ^ a 
^ aa  — O y X — 7 a — aa=.o  a — o y 

leur  produit  a?*  <a’  = o,  donnera  la  quatrième  formule  x* 

q =y  en  fuppfant  a^  =■  q. 

Par  conféquent  toutes  les  équations  du  troifiéme  degré  peu- 
vent être  conçues  comme  formées  par  trois  équations  fimples  Ji 

R E M A R Q^U  E . 

O N peut  aufli  concevoir  toutes  les  équations  du  troifiéme 
degré  comme  formées  par  la  multiplication  d’une  équation 
du  fécond  degré  , & d’une  équation  fimple . 

Car, I®, fi  on  multiplie  xx  ^Ix  = o,  parx^c  = o, 

le  produit  x^::^lxx^mx^cm  = Oy  donnera  la  première 
exx  rt  clx  , 

formule, en  fuppofant  = m c/=  p, 

^ CM  = q. 
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2®.  Si  on  multiplie  xx  ^Ix  rïLfn  = o,paf  x ^ / = o,le 
produit  x’  r»x  /m  = O , donnera  la  fécondé  formule  , 
— //at  , , , . _ _ 

en  fuppofant  ^ m — U = ^p  y 5c^  Im  = ^ 

3*.  Si  on  multiplie  xx^lx"^  />w  = o,  par  a?  -♦•  «>  =o,te 
produit  x^  Ixx  ^ Imm  = o, donnera  la  troifiéme  formule, 
mxx , 

en  fuppofant  ^ = & ^ Imm  = q. 

4®.  Si  on  multiplie  xx  ^ Ix  Il  = o,  par  x~^  1 = o,  le 
produit  ,v’  P = 0, donnera  la  quatrième  formule,  en  fup- 
pofant  P — q. 

D^monflrat ion. pour  les  équations  des  autres  degrés. 

On  voit  clairement  que  les  équations  des  autres  degrés  peu- 
vent être  conçues  formées  par  les  équations  du  premier,  du  fé- 
cond & du  troifiéme  degré  ; par  exemple  , celles  du  quatriè- 
me par  une  équation  du  premier  , & une  du  troifiéme , ou 
par  deux  équations , chacune  du  fécond  degré;  celles  du  cin- 
quième par  une  équation  du  fécond  degré , & une  du  troifié- 
me , & ainfi  des  autres  : Par  confequent  toute  équation  com- 
pofée  peut  être  conçue  formée  par  autant  d’équations  fimples 
qu’elle  a de  degrés.  . 

R E M A R Q^U  E . 

T lORSQüE  le  Problème  renferme  quelque  contradiélion  , 
l’équation  compofée  qui  l’exprime,  peut  toujours  être  conçue 
comme  formée  par  autant  d’équations  fimples  qu’elle  a de  de- 
grés ; mais  les  racines  de  ces  équations  fimples  ne  feront  pas 
toutes  réelles , & il  y en  aura  d’imaginaires  . On  en  a déjà 
vû  des  exemples  dans  la  quatrième  formule  du  troifiéme  de- 
gré , & dans  la  fixiéme  du  fécond  degré. 

Corollaire. 

.«■Un  E équation  compofée  , dont  on  n'a  point  abrégé  les 
grandeurs  connues,  en  fuppofant  plufieurs  de  ces  grandeurs 
égales  à une  feule  lettre , peut  toujours  être  divifee  exaéle- 
ment  par  chacune  des  équations  de  moindre  degré  qu’elld 
n’efl: , p.ar  la  multiplication  dcfqucllcs  elle  a été  formée  : & 
lorfqu’une  équation  d’un  moindre  degré,  eft  un  divifeur  exaét 
d’une  équation  compofée  d’un  degré  plus  élevé  , cette  équa- 

H iij 
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tion  d’un  moindre  degré  eft  une  de  celles  dont  la  compofée  a 
été  formée  par  la  multiplication . 

De' MONSTRATION. 

Xl  cfl:  évident  que  lorfqu’un  produit  a été  formé  par  la  mul- 
tiplication de  plu/îcurs  grandeurs , chacune  de  ces  grandeurs 
en  ell  un  divifèur  exaél  : & lorfqu  une  grandeur  eft  un  divi- 
feur  exadt  d’un  produit , cette  grandeur  eft  une  de  celles  dont 
la  multiplication  a formé  ce  produit  ; ainft  le  Corollaire  eft 
évident . 

THEOREME  II. 

zj.  Ç^AND  la  plus  haute  puiflânee  de  l’inconnue  eft  multi- 
plîZc*dans  le  premier  terme  d’une  équation  compofée,  par  une 
grandeur  connue  differente  de  l’unité , on  peut  bien  concevoir 
cette  équation  comme  formée  par  le  produit  d’autant  d’équa- 
tions fimples  , qu'elle  a de  degrés  ; mais  , i° , ou  bien  l’in- 
connue du  premier  terme  eft  multipliée  par  une  grandeur 
connue  dans  chacune  des  équations  (impies  ; 2®,  ou  bien  elle 
l’eft  dans  quelques-unes , & non  dans  toutes  J 3*  1 
le  l’eft  dans  une  feule . 

De' MONSTRATION. 

(^A  R en  fuppofânt,  i®,  ces  équations  fimples  ax  — </=  o, 
hx  — e =■  O,  ex  — O , & les  multipliant  les  unes  par  les 
autres  , l’on  aura  pour  le  premier  cas  l’équation  compofée 
ahex^  — &c  2°.  En  fuppofânt  x — d = o,hx  — e = o , fx 
— O,  & les  multipliant  les  unes  par  les  autres,  on  aura 
pour  le  fécond  cas  l’équation  compofée  tex^  — &c.  5°.  En  fup- 
pofant  X — d=o,  x — e—OyCx  — &lesmultipliant 

les  unes  par  les  autres,  on  aura  l’équation  compofée  ex*  — &c. 

On  peut  aufti  concevoir  une  équation  compofée , dont  le 
premier  terme  a un  coëficient  diffèrent  de  l’unité  , comme  le 
produit  d'autant  d’équations  fimples  qu’elle  a de  degrés,  donc 
toutes  les  racines  font  des  fradlions  , ou  feulement  quelques- 
unes  , ou  du  moins  une  feule . 

’ Caren fuppofânt,  i®, x — ^=o,x — {•  = o,x — = o;cu 
bien,  2®,  x — d=o,x — f = o,  x — f = o,  ou  bien,  3*,  x — J 
= o,x  — e = o,x  — f = o;  après  avoir  fait  la  multipli- 
cation dans  chacun  de  ces  trois  cas , & enfuite  ôté  les  frac- 
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rions,  on  aura  une  équation  compofée,  dont  le  prenûer  terme 
aura  un  coëâcient  dirièrenc  de  l’unité. 

Corollaire. 

a 8 . le  premier  terme  d’une  équation  compofée  a un  cocficient 
dirièrent  de  l’unité , les  équations  d’un  moindre  degré  qu’elle 
n’efl , par  lefquelles  elle  peut  être  exaé^ement  diviïee,  auront 
toutes,  ou  plufleurs,  ou  du  moins  quelqu’une , dans  leurpre> 
mier  terme,  un  coëficient  different  de  l’unité;  ou  bien  elles 
auront  tontes,  ou  plufleurs,  ou  du  moins  quelqu'une,  des  fra- 
étions  pour  leurs  racines. 


SECTION  II. 

Du  nombre  & de  la  qualité  des  racines  des  équations 
composes . 

D e’  F I N I T I O N II. 

Les  racines  des  équations  fïmples  dont  une  équation  com* 
pofee  çft  le  produit,  s’appellent  aufli  les  racines  de  l’équa- 
tion compofée . 

Corollaires  qu'il  faut  fe  rendre  familiers. 

J)’ob  il  fuit , I®,  qu’une  équation  compofée  a autant  de  ra- 
cines, qu’elle  a de  degrés. 

2°.  Que  les  racines  d’une  équation  compofée  peuvent  être  ou 
toutes  réelles,  & il  y en  peut  avoir  de  trois  fortes,  ou  elles  fe- 
ront commenfurables,  ou  incommenfurables,  ou  mixtes;  ou 
bien  elles  feront  toutes  imaginaires , ou  mixtes  imaginaires  ;ou 
enfin  elles  feront  en  partie  réelles,  & en  partie  imaginaires. 

3°.  Que  chaque  racine  étant  exprimée  par  une  feule  lettre 
dans  chacune  des  équations  fimples , elles  peuvent  être  ou  pofiti- 
ves,  ou  négatives,  ou  en  partie  pofitives,  & en  partie  négatives. 

4®.  Que  l’on  peut , félon  les  combinai fons  differentes  des  li- 
gnes -4- & — des  racines  pofitives  & négatives,  rapporter  tou- 
tes les  équations  de  chaque  degré  à un  nombre  déterminé  de 
formules . 

Dans  le  fécond  degré , il  n’y  en  peut  avoir  que  de  trois  for- 
tes; car  ou , 1®,  les  deux  racines  fëroot  pofitives;  ou,  2®,  néga- 
tives; ou , 3®,  l’uoc  poCtive,  & l’autre  négative. 
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Dans  le  troifiémc  degré , il  n y en  peut  avoir  que  de  quatre 
fortes}  car  ou  bien , x“,  les  trois  racines  feront  pofitives  ; ou 
2®,  négatives;  ou,  3®,  deux  jXîfitivcs,  & une  négative;  ou,  4®* 
deux  négatives , & une  pofitive.' 

En  general , dans  chaque  degré  il  peut  y avoir  autant  de 
formules,  & une  de  plus,  qu’il  y a de  racines  dans  les  équa- 
tions de  ce  degré  ; fçavoir  dnq  formules  dans  le  quatrième  de- 
gré , lîx  formules  dans  le  cinquième , fept  formules  dans  le  fi- 
xiéme,  &c. 

En  voici  la  démonftration  pour  le  fixiéme  degré , qui  fervi- 
ra  pour  tous  le  autres. 

RACINES.  I",  2®,  3®,  4%  5',  6*. 


R faut  voir  dans  la  T ahle  toutes  les  formules  differentes  de  cha- 
que degré^  juf qu'au  quatrième  degré . II  faut  les  former  foi-meme, 
& fe  les  rendre  familières , pour  bien  concevoir  ce  qui  fuit,  & on 
peut  continuer  la  Table  tant  quon  voudra. 


Table  des  formules  des  équations  compofées . 

Pour  le  fécond  degré. 

frtmtert  : Steendt,  TroiJUmi, 

x — e = o.  Xx~-i  = o.  xt^M  = o.Xx-t‘iz=.o.  ar— -«z=o.  xx"f*i=o. 

XX  — MX-^»&Z=o.  XX  mH  «X  nH  = O.  XX.— XX.— x^  = o. 

*¥  ix.  ,44  ix. 


Pour  le  troificme  degré . 

Prmiert.  Secettdt  : 

O.  Xx  — ^ = 0.  XX— r = o.|xt4-x  = o.  X xi+i i =o.  X x>4“f 


X ' — «XX  •t'  »l>x  — «^f  = O.  x’  *+«  «XX  »tx  «ÿc  — O. 

^ixxar-xcx.  »f4}xxa4««rx 

— cxx*+»^cx.  HHfxxi+'ifx. 

Treifétnt , S.uatrUm*S  i 

— O.  Xx  — t — Q.  Xxd^e  E=o.|x  — » = o.  Xx>4*<  = o.  Xx»+<f  = o 
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Pour  le  quatrième  degré. 

Prtmîtri, 

Stetnde . 

X*— i=o.  XX’—eszo.  X*k“W=0. 

O.  xmW=o>  XArt4^=o;  Xx*fii=e. 

;(♦— »4js’  »bxx -~»hcx 

— 4*  ’ »cxx  •—  abdx 

^tx'  f^bexx  —Mcdx 
*r“dx’  ^xdxx—fbtdx 
dbtbdxx 
•t^cdxx^ 

«4xx  ■4«  xbex  Ma  abcd=o, 

M>4  Maxe  Maa4<4 
atar  *4a4r  tdfatd 
db*d  MaaW  ab*bc4 
a4a4<4 
•¥»cd. 

TrtiJUmt. 

Sluatrit'miî 

fc— ‘4=0.  X jf— 4=0.  x x~-^=.q',  X 3nlftd~o, 

x—a~o,  Xi>(a4=o.  Xxaf«=e.  XxM-i— O. 

** — »x’  •b»»bxx‘-‘»bcx  —abed—o, 
— 4 <4*  4C  «4-  abd 
• e tdabe  t^tacd 

db*d  —ad 

— bd 

—td. 

x*—ax'  — abxx— abtx  —abtd^xK 
pM4  —ae  —ahd 
Ma;  Ma4;  —acd 
M«<4  —ad  li^btd, 
f^bd 
*i*td. 

x^M=o.  Xjt— fc=o.  X x»»<t=o.  Xj»W=0. 
»*  — /**'  >^»txx  p^nicxf^iticd^o, 

— i ^MC  tdF^id 

■4«e  — i«  ‘—Mcd 

rd*d  —jU  <—>bcd 

*!^d. 


3'.  Le  cocficicnt  du  fécond  terme  dune  équation  compo- 
(ee,  contient  la  fomme  de  toutes  les  racines , fans  être  multi. 
plite  les  unes  par  les  autres . 

Le  coêficient  du  troiCéme  terme  contient  les  produits  de 
toutes  les  racines  , multipliées  deux  à deux  autant  de  fois 
qu’elles  le  peuvent  être  , pour  faire  des  produits  differents . 

Le  cocficient  du  quatrième  terme  contient  les  produits  de 
toutes  les  racines,  multipliées  trois  à trois  autant  de  fois  qu’eL 
les  le  peuvent  être,  pour  faire  des  produits  differents. 

Le  cocficient  du  cinquième  terme  contient  tous  les  pro- 
duits  des  racines,  multipliées  quatre  à quatre i & ainfide 
fuite  j'ufqu’au  dernier  terme  tout  connu , qui  contient  tou- 
jours le  feul  produit  de  toutes  les  racines. 

Cela  eff  évident  par  la  formation  des  formules  de  la  Table. 

6".  Dans  les  termes  pairs,  fçavoir  le  fécond , le  quatrième , 
lefixiéme,  &c.  les  racines  font  une  à une  dans  le  fécond, 
& multipliées  en  nombre  impair  dans  les  autres , ffavtxr , 
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trois  à trois  dans  le  quatrième  terme , cinq  à cinq  dans  le  (!• 

xiéme,  &a  ’ 

Dans  les  termes  impairs , c’eft  à dire  dansde  troifiéme  , le 
cinquième  , &c.  les  racines  font  multipliées  les  unes  par  les 
autres  en  nombre  pair  ; fçavoir  , deux  à deux  dans  le  troifié- 
me, quatre  à quatre  dans  le  cinquième , &c. 

7°.  Si  toutes  les  racines  font  négatives , tous  les  termes  de 
Icquation  compose  font  pofitifs,  c’eft  à dire,  ils  ont  tous  le 
figne  >4-;  car  tous  les  termes  des  équations  fimples  ayant  le 
figne  , tous  les  produits  qui  en  font  formés  ne  peuvent 
avoir  que  le  figne 

8°.  Si  toutes  les  racines  font  pofitives , tous  les  termes  ont 
altemativement  -4-  & — , car  le  premier  terme  a toujours  h- 
par  la  fuppofition  i le  fécond  terme  ne  contient  que  la  fom- 
me  des  racines  qui  ont  toutes  le  figne  — , dans  les  équations 
fimples;  ainfi  le  fécond  terme  a le  figne  — : pour  les  autres 
termes,  tous  les  pairs  ayant  pour  leur  coëficient  les  produits 
des  racines  en  nombre  impair  , ils  ont  necelTairement  le  fi- 
gne  ^ } &>tous  les  impairs  ayant  pour  leur  coëficient  les 
produits  des  racines  en  nombre  pair  , ils  ont  necefiairement 
le  figne  •+•  ; par  confequent  les  fignes  •4»  & — fe  fuivent  al- 
temativement, lorfque  toutes  les  racines  font  pofitives;  ainfi  , 
quand  dans  une  équation  compofée  les  fignes  font  alternati- 
vement -4-  & — , toutes  les  racines  font  pofitives. 

9°.  D’où  il  fuit  que  fi  tous  les  termes  n’ont  pas  le  figne -4-, 
& fi  les  -4-  & — ne  fe  fuivent  pas  altemativement , il  y a 
oecefTairement  des  racines  pofitives  & des  racines  négatives 
dans  l’équation. 

Ces  Corollaires  étant  démontrés , il  y a contradiction  dans 
le  Problème , cefe  a dire  il  y a des  racines  imaginaires  dans 
l’équation  du  Problème' , quand  ils  ne  fe  trouvent  pas  véri- 
tables; ce  qu’on  doit  aufii  entendre  des  Corollaires  fuivans. 

io“.  Lor/qu’il  manque  quelque  terme  dans  l’équation  , il 
eft  neceflaire  qu’il  y ait  des  racines  pofitives  & négatives , 
puifqu’un  terme  ne  peut  être  détruit  que  par  les  fignes  con- 
traires -4-  & — des  produits  dont  ce  terme  eft  corapofé  : & 
ces  produits  ne  peuvent  avoir  des  fignes  contraires , qu’il  n’y 
ait  des  racines  pofitives  & négatives . Ainfi  l’on  a ces  deux 
marques  pour  connoitre  qu’il  y a dans  une  équation  des  ra- 
cines pofitives  & des  négatives  5 Lorfque  la  fuite  alter- 
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native  des  & des  — eft  interrompue  dans  lestermcs  d’une 
équation  où  tous  les  termes  ne  font  pas  pofitifs  ; 2*.  Lorfqu’il 
manque  quelque  terme  dans  une  équation  . 

1 Le  fécond  terme  d’une  équation  contenant  la  fomme 
des  racines  ; fi  la  fomme  des  pofitives  eft  égale  à celle  desné- 
^tives , il  fera  détruit  par  des  fignes  contraires. 

Si  la  fomme  des  pofitives  furpafie  celle  des  négatives , le  fé- 
cond terme  aura  — j & il  aura  fi  la  fomme  des  négatives 
furpalTe  celle  des  pofitives . 

Ainfi  quand  le  fécond  terme  manque  dans  une  équation , 
on  efl  afluré  que  les  racines  pofitives  font  égales  à la  fomme 
des  négatives» 

1 2*.  Si  le  fécond  terme  manque  dans  une  équation  du  troi- 
fiémc  & du  quatrième  degré,  le  troifiéme  terme  a toujours  le 
Cgne 

Démonftrathtt pour  le  troifiéme  degré. 


X 


— <ï  = 0.  XX'— xx-t-f=;0. 


Le  fécond  terme  étant 
détruit,  il  faut  qu’il  y ait 
dans  l’équation  deux  raci- 
nes pofitives,  & une  néga- 
tive, & que  la  négative 
foit  égale  aux  deux  pofiti- 
vesi  ou  qu'il  y ait  deux  ra- 
cines négatives,  & une  po- 
fitive  qui  fôit  égale  aux 
deux  négatives»  ainfi  les  é- 
quations  du  troifiéme  de> 
gré  où  manque  le  fécond  terme ,,  font  exprimées  par  ces  deux 


ï’  — axx  •+•  abx  abc  = o, 

— bxx  • — acx. 
cxx  — bcx. 

r-4»<*=o.  X r«4“^  = o.xx— f=o. 

x’  Mxx  abx  — abc  = O. 
■t-  bxx  • — acx 

— cxx  ■ — bcx„ 


X ■ 
X * ■ 


O. 

O. 


formules,  où  e = a b. 

Donc  dans  le  troifiéme  terme,  le  produit  ac  furpaffe  le  pro- 
duit-4-»iéj  par  conféquentletroifiémeterme  ale  figne — . 

Démonfi ration  pour  le  Quatrième  degré. 

Les  équations  du  qua- 
trième degré  où  le  fécond 
terme  efl  détruit,  ayant 
des  racines  pofitives  & 
négatives } & les  pofiti- 
ves étant  égales  aux  né- 
gatives, elles  font  toutes 
exprim&s  par  ces  trois, 
formules .. 


X — b — O. 
X •*‘d=0. 


X* — ax^abxx — abcx — abc(t=Oi‘ 


— b Ofmac 

•^abd 

— c •^bc 

•^acd 

•+■</  — ad 

•^bcd 

—bd 

—cd. 

I Ü 
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X AT"4“f  = 0.  XX d=0. 

*’*+-4:=0.  XA^"**i  = 0. 

X X — c = o.  xx — d^=o. 

x^'^ax^’*rabxx’^abcx — abed^^o 

X*  •yax^’^abxx — abcx-^abcd^a. 

•^b  ac  — abd 

-4-1»  — ac  — abd 

^c  ’^bc  — acd 

— c — ad  •if  acd 

— d — ad  —bed 

—d  — bc  “*“bcd 

—id 

— bd 

-^cd  1 

-4-  cd. 

Dans  les  deux  prenderes  d = l c i par  confequent 
dans  le  troifiémc  terme  — ad  furpade  ^ ah  ■,  — cd  furpade 
■4-  <»f , & — bd  furpadè  hc\  ainfi  les  produits  négatifs  fur- 
padènt  les  pofitifs  dans  le  troifiéme  terme. 

Dans  la  dernière  c-^d=  a b,foit  m = c d=  4 -t-i; 
donc  mm  — ac ad bc bd,  mm  eft  audi  =^aa^iabair‘bbi 
mm  eft  encore  = a dW  ; donc  ~ — = ab^ëc 

^ = cd  ; donc  mm  — —ab^cd\  donc 

mm  furpadè  td>  cd,  donc  — ac  — ad  — bc  — fr</=  — mm 
furpadè  •^ab*¥‘  edi  donc  dans  la  dernière  formule  , les  pro- 
duits négacift  du  troifiéme  terme  furpaffent  les  ptifitifs. 

1 3".  D’où  il  fuit  que  quand  le  fécond  terme  manque  dans 
une  équation  du  troifiéme  & du  quatrième  degré  j fi  le  troU 
fiéme  terme  a le  Cgne  , il  y a necedairement  des  racines 
imaginaires  dans  l’équation. 

14“.  Les  racines  im.aginaircs  font  toujours  en  nombre  paît 
dans  une  équation  compofée  , où  l’on  fuppofe  qui!  n’y  a pas 
dlncommenfurables;  c’eft  à dire  il  y eu  a deux  ^ ou  quatre  , 
ou  fix , &C. 

Démonstration. 

5’  1 y a des  imaginaires  dans  une  équation  , il  faut  que  îc 
produit  des  unes  par  les  autres  les  rende  réelles,  pour  faire 
difparoître  leur  ligne  radical  1/  — , dans  le  dernier  terme  r 
mais  le  produit  des  imaginaires  ne  fçauroit  faire  difparoître 
leur  ligne  — , qu’elles  ne  foîent  multipliées  en  nombre 
pair  ; car,  par  exemple,  -*•  i/'  — a multipliée  par  — i/'  ■ — 4, 
donne  le  produit  réel  * « : ma’is  s’il  y en  avoir  une  troifiéme  , ' 
• — y'  — a,k  produit  feroit  — ai^  — a.  Les  racines  imagi- 
naires ne  fjfauroieot  donc  être  qu’eu  nombre  pair  dans  une 
équation. 
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Ainfi  s'il  y a des  racines  imaginaires  dans  une  équation  du 
fécond  degré,  elles  le  font  toutes  deux:  S’il  y en  a dans  le 
troiCéme  degré , il  y a toujours  une  racine  réelle,  &c. 

15®.  Les  produits  réels  tous  connus,  qui  naiffent  de  la  mul- 
tiplication de  feules  imaginaires,  ont  toujours  le  ligne-*-. 

DEMONSTRATION, 

T,  ES  imaginaires  étant  toujours  en  nombre  pair  , on  peut 
TOnlidercr  à part  les  équations  du  fécond  degré  formées  par  les 
imaginaires  prifes  deux  à deux . 

Mais  afin  que  deux  racines  imagi-  x — a — 4<î=o, 
naires  difparoifTent  dans  le  fécond  x — a — y'-^aa  = o. 
terme , comme  on  le  fuppofe , il  faut  ' 

que  l’une  ait l’autre — ,&que  xx — 2ax  -*-2a^=o, 
les  parties  réelles  — a ^ ayent 

le  même  figne  ou  le  même  figne — ; & le  produit  réel 
de  par  — — aa , dl  -h  aa } par  confequent  les 

produits  réels  tous  connus , qui  naiflent  de  la  multiplication 
des  imaginaires , ont  toujurs 

D’oîi  il  fuit,  le  figne  n’apportant  aucun  changement 
dans  les  multiplications,  que  s’il  y a des  racines  imaginaires 
avec  des  racines  réelles  dans  une  équation  compofée , les  réel- 
les y conferveront  toujours  leur  figne  dans  le  dernier  terme  ; 
c’dl  a dire  , les  imaginaires  ne  feront  pas  de  changement  dans 
le  figne  du  produit  des  réelles  du  dernier  terme, 

16°  Le  dernier  terme  d’une  équation  , étant  le  produit  de  ■ 
toutes  les  racines,  lor(que  le  nombre  des  racines  pofitives  eft 
pair , il  a toujours  le  figne  ; lorfqu’il  eft  impair  , il  a le  li- 
gne   ; & lorfqu’il  a le  figne  — il  y a neceflairement  quel- 

que racine  réelle  dans  l’équation  ; car  le  produit  des  imaginai- 
res donne  toujours  le  figne 


THEOREME  III, 

3 5 1 l’on  change  tous  les  lignes  des  termes  pairs  d’une  équa- 
tion compofée,  c’eft  à dire  du  z*,  4*  > toucher 

aux  lignes  des  termes  impairs , c’eft  à dire  du  3* , 5*,  &c. tou- 
tes les  racines  pofitives  de  l’équation  compofée  feront  changées 
en  négatives,  & toutes  les  négatives  en  pofitives . 

I iij 
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7Q 

Avertissement. 

T i E fccond  terme  contient  la  Comme  des  racines';  les  po* 
fitivcs  y ont  le  figne — , & les  négatives  lefîgne>4>}  ainû 
en  changeant  dans.  le  fécond  terme  les  H-  en  — , & les  — • 
en  -H,  il  eft  évident  que  les  pofitives  feront  changées  en  né. 
gacives,  & les  négatives  en  pofitives. 

i°.  Chacun  des  termes  pairs  contient  les  produits  des  ra» 
cines  multipliées  les  unes  par  les  autres  en  nombre  impair;, 
ceux  qui  ont  font  neceflai rement  formés,  ou  par  un  nom- 
bre impair  de  racines  qui  ont  chacune  ^ ou  bien  par  un. 
nombre  pair  de  racines  qui  ont  — , & un  nombre  impair 
de  racines  qui  ont  .*  ceux  qui  ont  — font  necelTairemeoc 
fermés  par  un  nombre  impair  de  racines  qui  ont  chacune  — ^ 
ou  par  un  nombre  pair  de  racines  qui  ont-*-,  & un  impair 
de  racines  qui  ont  — ; donc  fi  l’on  change  les  fignes  des. 
multiplicateurs  , c'efi  à dire  les.  racines  pofitives.  en  négati- 
ves  , & les  négatives,  en  pofitives on  changera  ncceffairc- 
ment  les  fignes  des  termes  pairs  ; ainfi  en  changeant  les 
fignes  des  termes  pairs on  change  les  fignes  des  racines , 
c’efi  à dire  les  pofitives  en  négatives & les  négatives  en  po^ 
fitives . 

3*.  Au  contraire,  les  termes  impairs  contiennent  les  pro- 
duits des  racines  multipliées  en  nombre  pair. 

Ainfi  ceux  qui  ont  -V-,  font  necellairement  formés  ou  fou- 
lement  d'un  nombre  pair  de  pofitives , ou  feulement  d’un,  nom- 
bre pair  de  négatives  , ou  bien  d'un  nombre  pair  de  pofitives ,, 
& d'un.nomhm  pair  de  négatives . 

Ceux  qui  ont — font  necellairement  formés  d'un  nombre 
tmpair  de  pofitives  , &.d’un  nombre  impair  de  négatives;  par 
confequent  fi  on  change  les  fignes  des  multiplicateurs c'efi  à 
dire  des  racines  pofitives  & négatives  , on  aura  des  produits 
qui  auront  dans  les  termes  impairs  les  mêmes  fignes  qu'ils 
avoient  ainfi.  les  termes  impairs  ne  changent  point  de  fignes 
en.changeanc  les  racines  pofitives  en  négatives , & les  négati- 
ves en  pofitives  : Il  efi  donc  évident  qu’en  changeant  les.  li- 
gnes des  termes  pairs fans  toucher  aux  fignes  des  termes 
impairs on  change  toutes  les  racines  pofitives.  en  négatives  , 
& les  négatives  en  pofitives  _ 
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Cor  ollaire. 

'f^ANS  cette  formule  du  troifiéme  degré  — px  •¥•^  = 0^ 
où  il  y a des  racines  pofitives  & négatives  , puilque  le  fécond 
terme  eft  évanoui  , & oh  il  fout  qu’il  y ait  deux  racines  pofi- 
rives,  & une  négative,  puifque  le  dernier  terme^alefigne-*-; 
li  l’on  change  le  feul  ligne  du  dernier  terme , la  formule 
~—px — iy=o,  contiendra  les  mêmes  racines  que  la  précé- 
dente , mais  les  deux  policives  feront  changées  en  négati- 
ves, & la  négative  en  pohtive  : car  les  lignes  des  termes  pairs 
ont  été  changés. 

A 

THEOREME  IV. 

3 1 . Si  l’on  fubftitue  dans  une  équation  compofée  l’une  de  fes  ra- 
cines , laquelle  on  voudra,  avec  fes  puilTances,  à la  place  de  l’in- 
connue & de  fes  puiflànces  , en  donnant  le  ligne  à la  racine 
politive  qu’on  fubftitue , & le  ligne  — à la  racine  négative 
qu’on  fubftitue,  tous  les  produits  de  tous  les  termes  de  l’équa- 
tion le  détruiront  apres  la  fubftitution  ; c’eft  à dire  qu’il  s’en 
trouvera  precifement  autant  avec  le  ligne  <+•,  qu’il  y en  aura 
avec  le  ligne  — , qui  feront  égaux  les  uns  aux  autres. 

Pour  démontrer  ce  Theorême , on  fera  voir,  i®,  *qu’aprés 
la  fubftitution  d’une  racine  dans  l’équation , le  premier  terme , 
ou  le  premier  produit , a un  produit  dans  le  fécond  terme, qui 
eft  prccifément  le  même } que  les  autres  produits  du  fécond 
terme  en  ont  tout  autant  d'égaux  dans  le  troiliéme  terme  ; que 
les  autres  produits  du  troiliéme  terme  en  ont  un  égal  nombre 
d’égaux  dans  le  quatrièmes  & ainli  de  fuite  jufqu’au  dernier 
terme,  qui  en  a un  dans  le  pénultième  qui  lui  eft  égal.  2®.  Que 
ces  produits  égaux  dans  deux  termes  qui  fe  fuivent,  ont  des 
fignes  contraires  > d’où  il  fuivra  qu’ils  fe  détruifent . 

On  prendra  une  for-  x — a = o.  x x — h — o. 
mule  du  4*  degré , afin  x x — c = o.  xy — d = o. 
que  la  demonftration  x* — ax^-^aixx  — abex^  abcdzzxo. 

foit  plus  fadle  , étant  b ^ac  — (Ad 

appliquée  à un  exem-  c ’^ad  — acd 

pic.  —~hcd 

^bd 

^(d. 
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En  fuhfiituant  •¥>aJla  place  </(?•*■  x , 
on  trouve  DEMONSTRATION, 


■ a^—a^ 

— ht^  ht^ 


— ca^  •♦-C4’ 

— àa^’*f‘da^ 

hcaà  — hcad 


i®.]^N  fubftituant-*-<< 
dans  le  premier  terme 
X*,  00  trouve : 
Mais  dans  le  fécond 


^hdaa  — hdad  terme  , chaque  racine 

^cdaa — cdaa  eft  multipliée  par  x*; 

— bcda’tfhcda  — O.  ainfi  a étant  multipliée 
par -t- , qu’on  a fubftU 
tuée  à la  place  de  -4-  x’ , il  y aura  dans  le  fécond  terme  un 
feul  produit  a'^  égal  à celui  du  premier  terme. 

Les  autres  produits  du  fécond  terme — &x’ , — fx* , — dx^i 
font  les  trois  autres  racines  multipliées  par  ainfi  apréa 
la  fubftitution,  l’on  aura  les  trois  autres  racines  multipliées 
par -4-  /J»,  fçavoir  ha?,  ca^fda^]  mais  le  troifiéme  terme  con-  | 
tient  les  produits  des  racines  deux  à deux  ; ainfi  il  y a trois 
produits  oîi  a efi:  multipliée  par  les  trois  autres  racines  b,e,d, 
qui  font  abxx , aexx  , adxx  : 

La  fubfiitution  mettant  dans  ces  produits  ^ aa,  au  lieu 
de  -4-  XX , il  y aura  trois  produits  dans  le  troifiéme  terme  des 
trois  autres  racines  multipliées  par  -4-  4’ , qui  font  ba^ , ca?  ,da^. 

Les  autres  produits  érxx,  qui  relient  dans  le 

troifiéme  terme  , font  les  produits  des  trois  autres  racines 
b ,c,d  prifes  deux  à deux  par  xx;  & apés  la  fubllitution  iis 
'deviennent  heaa , bdaa , cdaa  : mais  le  quatrième  terme  con- 
tient les  produits  de  toutes  les  racines  prifes  trois  à tro'is; 
ainfi  il  y a trois  produits  iécx , abdx , acdx , ob  4 e(l  multi- 

iîliéc  par  les  trois  autres  prifes  deux  à deux . Ceft  pourquoi 
a fubllitution  mettant  dans  ces  produits  4 au  lieu  de  x , il 
y aura  dans  le  quatrième  terme  trois  produits  des  trois  raci- 
nes ^ prifes  deux  à deux  par  44,  qui  font  bcaa , bdaa, 
cdaa. 

11  relie  dans  le  quatrième  terme  après  la  fubllitution  un 
produit  de  4 par  les  trois  autres  racines,  qui  ell  hcda\  mats 
il  ell  évident  que  le  dernier  terme  abcd,  ell  le  même  produit 
2°.  Il  relie  à démontrer  que  les  produits  égaux  de  deux 
termes  qui  fe  fuivent,  ont  des  lignes  oppofés. 

Quand  la  racine  eft  pofitivc,  elle  a le  ligne  — dans  l’équa- 
tion, 
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tlon , & en  la  fubftituant , on  lui  donne  le  ligne  ; C’eft  le 
contraire  quand  elle  eft  négative  . Ainfi  quand  on  fubflitue 
une  racine  à la  place  de  finconnuc , on  lui  donne  un  figne 
oppofé  à celui  qu’elle  a dans  l’équation. 

Il  faut  aufli  remarquer  que  le  •♦■multipliant  le  -♦•ou  le — , 
ne  change  rien  dans  le  figne  de  la  grandeur  multipliée  : au 
contraire  le  — change  toujours  le  figne  de  la  grandeur  par 
laquelle  on  le  multiplie;  car  — par  •♦■  donne —,  &— par 
. — donne  •♦■. 

11  fijit  de  là  qu’en  faifant  la  fubftitution  de  -♦•  <i,  au  heu  de 
►♦-*',  tous  les  produits  ne  changent  point  de  figne»  mais  ceux 
qui  dans  Téquation  font  multipliés  par  la  racine  — a , ont  des 
fignes  contraires  à ceux  qu’ils  auroient  fans  cela  : Par  confe- 
quent  apres  la  fubftitution,  le  produit  a*  du  premier  terme, 
& celui  du  fecond  , qui  lui  eft  égal , fçavoir  — 4*,  ont  des 
fignes  oppofés. 

Par  la  même  raifon,  les  produits  qui  reftent  dans  le  fecond 

terme ba^  — ca^ — da^,  & ceux  du  troifiéme  terme  qui 

leur  font  égaux , fçavoir  ca>  ,-*-da\  ont  des  fignes 

contraires.  Car  les  premiers  font  faits  de -♦- 4*  par  les  racines 

y c,  — d,  differentes  de  4 ; & ceux  du  troifiéme  terme 

qui  leur  font  égaux , font  formés  par  les  produits  des  mêmes 

racines b,  — c , — d^  multipliées  par — 4,  & enfuitc  par 

^ ^j.  or  — 4 change  leur  figne  en  les  multipliant. 

II  eft  évident  que  le  même  raifonnement  s’étend  à tous  les 
autres  produits  égaux  dans  deux  termes  qui  fe  fuivent. 

Par  confcquent  tous  les  produits  de  tous  les  termes  d’une 
équation  , font  détruits  par  la  fubftitution  d’une  des  racines; 
car  ce  que  l’on  a dit  de  la  première , convient  évidemment  à 
chacune  des  autres . 

C OROLLAIRES. 

3 ^ ' J_j’  N C O N N U E d’une  équation  compofée  reprefente  éga- 

lement chacune  des  racines  de  l’équation  ; car  en  fubftituant 
fucceflivement  chacune  des  racines  à la  place  de  1 inconnue , 
tous  les  produits  fê  détruiront  toujours. 

C’eft  la  raifon  pourquoi  on  forme  les  équations  par  la 
multiplication  des  équations  fimples , dont  le  fecond  membre 
eft  zéro , & non  pas  par  la  multiplication  des  équations  fim- 
ples , dont  le  premier  membre  auroit  l’inconnue , & le  fecond 
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membre  fa  racine;  car  en  les  formant  de  cette  fécondé  manié- 
ré, rmconnue  ne  reprelènteroit  pas  dans  l’équation  chacune  des 
racines,  comme  elle  les  reprelèntc  en  formant  l'cquation  de  la 
première  maniéré. 

2°.  Chaque  racine  efl  la  valeur  de  l’inconnue  dans  une  équa- 
tion compolee,  auHi-bien  que  dans  les  équations  11  mples. 

3°.  Les  valeurs  de  l’inconnue  dans  une  équation  compofée , 
&Ies  racines  de  l’équation  compofée  étant  la  mêmechofe, 
l'inconnue  d’une  équation  compofée  a autant  de  valeurs  que 
l'équation  a de  degrés.  Ainfl  dans  une  équation  du  fécond  de- 
gré , l’inconnue  a deux  valeurs  ; elle  en  a trois  dans  une  équa* 
tion  du  troifiéme  degré}  & ainfi  des  autres. 

3 J . 4*.  L’on  a deux  moyens  pour  reconnoître  quand  une  gran- 

deur ell  la  valeur  de  l'incoanue  , ou  une  racine  de  l’équation  : 
Le  premier  : lorfqu’en  divilànt  l’é-quation  compofée  par  une 
équation  lîmple,  qui  a la  même  inconnue  linéaire  moins 
cette  grandeur , quand  elle  eft  une  valeur  pofitive , & plus 
cette  grandeur , quand  elle  ell  une  valeur  négative  la  divi- 
fion  ell  e.xafle  , c’ell  à dire  fans  relie  . Le  fécond , lorfqu’en 
l'ubllituant  cette  grandeur,  à la  place  de  l’inconnue,  dans 
l’équation,  avec  le  figne  lorlqu’clle  ell  pofitive,  avec  le 
ligne — lorfqu’ellc  ell  négative,  tous  les  produits  de  l’équa- 
tion  fe  détruifent  par  des  lignes  contraires , c’ell  à dire  font 
égaux  à zéro. 

THEOREME  V. 

3 4,  ORS  QU  E dans  une  équation  compofée  le  premier  terme 
n’a  pas  d’autre  cccficient  que  l’unité , & qu’il  n’y  a ni  fraci 
dons , ni  incommenfurables  , aucune  des  racines  réelles  de 
l'équarion  n’ell  une  Iraâion . 

Démonstration. 

5 1 quelqu’une  des  racines  réelles  étoit  une  fraélion  , quel- 
qu’une |des  équations  limples  par  la  multiplication  defqueL 
les  l’équation  compofée  ell  formée , auroit  pour  fa  racine 
une  fraélion . Or  s'il  y en  avoit  quelqu'une  , l'équation  com- 
pofée en  auroit  auffi;  & pour  l’ôter,  il  auroit  falu  multiplier 
tous  les  termes  de  l’quation  par  le  dénominateur  de  cette 
fraélion,  ce  qui  auroit  donné  necelTaircment  un  cocficent  au 
premier  terme  , dilicrent  de  l’unité,  contre  la  fuppofition. 
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Démonjiratiott  particulière  pour  les  équations  numériques . 

une  fraQion  pouvoit  être  la  racine  d’une  équation  numé- 
rique , dont  le  premier  terme  n’a  pas  d’autre  coëficicnt  que 
l’unité  , & où  il  n’y  a ni  fraélions , ni  incommenfurables  y il 
eft  certain  par  le  quatrième  Theorême , que  cette  fraflion  & 
fes  puiflânccs  étant  fubftituées  à la  place  de  l’inconnue  & de 
fes  puiffanccs , tous  les  termes  de  l’équation  fe  détruiroienc 
après  la  fubftitution . 

Pour  rendre  la  démonflration  plus  claire  & plus  generale, 
on  fuppofera  une  équation  du  troifiéme  degré  — nxx  *4»  px 

— q = O y où  les  coëficients  »,  P ,q>  reprefentent  des  nom- 

bres i & on  fuppofera  que  la  fraélmn  à fubftituer  eft  repre- 
fentèe  par  g , qui  étant  réduite  aux  moindres  termes  , eft  f . 
Qu’on  fubftituc  la  fradtion  ^ à la  place  de  l’inconnue , on  au- 
J-a  ^ P — ? = O , & par  tranfpofition 

' Réduilant  les  fraélions  à l’expofanc  , l’on  aura  » 

l^fp^q. 

Multipliant  cliaque  membre  par  W , on  aura  \ = aan 

— ahp  •+•  hhq. 

Il  eft  certain  que  le  fécond  membre  de  cette  égalité  eft  un 
nombre  entier;  ainfi  la  fraélion  ^ eft  égale  à un  nombre  entier. 
• Mais  par  ce  qui  eft  démontré  dans  les  proportions , la  fra- 
£lion  f étant  fuppofée  dans  les  moindres  termes , le  numéra- 
teur de  la  fraéîion  , n’a  aucun  dirifeur  commun  avec  le 
dénominateur  ht  ainfi  la  fraélion  ~ eft  dans  les  moindres  ter- 
mes , & ne  fçauroit  être  égale  à un  nombre  entier. 

Par  confequent  en  fuppofânt  qu’une  fraélion  peut  être  la  ra- 
cine d’une  équation , dont  le  premier  terme  n’a  que  l’unité  pour 
cocficient,  & qui  n’a  ni  fraflbns,  ni  incommenfurables,  cela  con- 
duit à cette  abfurdité,  qu’une  fraélion  réduite  aux  moindres  ter- 
mes, peut  être  égale  à un  nombre  entier;  Une  fepeut donc  pas 
faire,  qu’une  fra^ion  fôit  la  racine  d’une  telle  équation . 

Corollaire. 

3 J*LorsQ2J’U  N E équation  compoféc  n’a  ni  fraflion* , ni 
incommenlurablcs  , que  fbn  premier  terme  n’a  que  l'unité 

K ij 
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pour  coeficient,  & que  fcs  racines  font  réelles;  fi  des  grandeurs 
entières  ne  font  pas  fes  racines , fes  racines  font  inconunenfura- 
bles. 

Car  fes  racines  réelles  ne  peuvent  être  que  des  grandeurs  en- 
tières, pu  des  fraffions,  ou  des  incommenfarables>  on  fuppofe 
qu’il  n’y  a pas  de  grandeurs  entières  qui  Ibient  les  racines  de  l’é- 
quation>  on  vient  de  démontrer  qu’elles  ne  peuvent  être  des  frac- 
tions; par  confequent  il  faut  qu’elles  fbient  incommenfurables . 

R E M A R Q^U  E. 

j^U  lieu  de  fuppofêr  dans  les  équations  linéaires,  dont  une 
équation  compofée  eft  le  produit , l'inconnue  x pofitive;  fi  on 
la  fuppofe  négative  — x,  comme  dans  cet  exemple  — x — a 
= O,  — X h = O,  l’on  aura  une  équation  compofée 
xx<^  ax  — ah  = o , dans  laquelle  les  racbes  qui  etoienC 

— hx^ 

pofitives  dans  la  fuppofîtion  de  -*■  at  , feront  négatives  , & 
les  négatives  lêrontpofitives.  Car  puifque  — x — <i  = o, 
l’on  aura  x = — a^  puifque  — x-^  l’on  aura  ^ . 

Corollaire. 

D où  il  fuit  qu’en  changeant  dans  une  équation  compofée 
tous  les  fignes  des  termes,  où  la  puiflance  de  l’inconnue  eft 
impaire,  comme  a?,  a?*,  at*,  &c.  fans  coucher  aux  autres  , 
toutes  les  racines  pofitives  lêtont  changées  en  négati  ves,  & les 
négatives  en  pofitives. 


SECTION  IIL 

De  la  transformation  des  Squattons  tompoféer.. 

D e'  F 1 N 1 T I O N . 

Qü  A N D on  change  une  équation  en  une  autre  du  même’ 
degré,  qui  a une  inconnue  differente  de  l’inconnue  de  la- 

ijremiére,  & dont  toutes  les  racines  ont  un  rapport  connu  avec 
es  racines  de  la  première,  ce  changement  s’appelle  transforma» 
thn\  & la  féconde  éq.uation  s’appelle  la  transformée  de  la  pre- 
mière. 

11  eft  évident  que  les  racines  de  la  transformée  étant  corn 
nues  , elles  feront  connoître  les  racines  de  l’équation  dont  elle 
cfl  la  transformée. 
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contient  toutei  les  transformations. 

J g,  RANSFORMER  une  équation  propofce;  par  exemple  , 
— nxx’^px  — Î = O , ou  Ton  équivalente  — axx  abx 

— bxx  •^acx 

: — abcxxzLO.  — Cxx  •^•bcxf 

en  une  autre  équation  dont  les  racines  foient , i° , celles  de  la 
propofée  , augmentées  chacune  d’une  grandeur  connue  , telle 
qu'on  voudra,  comme/;  2®,  ou  bien  diminuées  chacune  d’une 
grandeur  connue  /;  3° , ou  bien  retranchées  elles-mêmes  cha- 
cune d’une  grandeur  connue  f;  4® , ou  bien  multipliées  chacu- 
ne par  une  grandeur  connue/;  5®,  ou  bien  divifées  chacune 
par  une  grandeur  connue/;  5®,  ou  bien  de  maniéré  que  les  va- 
leurs de  l’inconnue  de  la  transformée  foient  les  racines  z“,  3**, 
&c.  ou  les  puifTances  2"  , 3” , &c.  des  racines  de  la  propofée  ; 
7®, ou  bien  de  maniéré  que  les  valeurs  de  l’inconnue  de  la  trans- 
formée foient  moyennes  proportionnelles  entre  une  grandeur 
connue  f,  & les  racines  de  la  propofée;  8°,  on  bien  de  maniéré 
que  les  racines  de  la  propofée  foient  les  quatrièmes  proportion- 
nelles aux  racines  de  la  transformée , à une  grandeur  connue , 
& à l’unité  , ou  bien  à une  fécondé  grandeur  connue;  9®,  ou 
bien  de  maniéré  que  les -racines  de  la  propofée  foient  égales 
aux  radnes  de  la  transformée,  plus  ou  moins  une  grandeur 
connue , divifée  ou  multipliée  par  les  racines  de  la  transfor- 
mée , ou  par  quelque  multiple  de  ces  racines;  10®. , ou  bien  en- 
fin de  maniéré  que  les  racines  de  la  transformée  ayent  avec 
celles  de  la  propofée  tel  rapport  qu’on  voudra  , comme  celui 
de/ à g. 

METHODE. 


j-Xl  fout  prendre  une  féconde  inconnue^,  qui  rcprefénte  cha- 
que racine  de  la  transformée , & fe  fervir  de  l’inconnue  , de 
la  propofée  , pour  en  marquer  chaque  racine , & faire  une  é- 
quation  qui  exprime  le  rapport  qui  doit  être  entre  les  racines 
de  la  propofée  & celles  de  ta  transformée . 

2®.  Il  faut  prendre  dans  cette  équation  la  valeur  de  llncorv 
nue  X de  la  propofée,  & fubflituer  cette  valeur  & fes  puifTan- 
ces  à la  place  de  l’inconnue  a?  & de  fes  puifTances  dans  la  pro- 
pofée . K iij 
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LVquation  qu’on  trouvera  étant  ordonnée  & abrégée  , fera 
la  transformée  qu’on  cherche. 

1.  Pour  augmenter  les  racines  de  lapropof  ie  de  la  grandeur  f. 

On  fuppofera  l’inconnue  y pour  exprimer  les  racines  de  la 
transformée  ; & Ce  fervant  de  l’inconnue  * de  la  propofée , orv 
fera  l’équation  x -*•  f=y  » qui  exprime  que  la  racine  x de  la 
propofée  étant  augmenté  de  la  grandeur  connue  / , eft  égale- 
à la  racine 7 de  la  transformée. 

On  prendra  dans  cette  équation  la  valeur  de  x , qui  eft 

On  fublHtuera  cette  valeur  & Ces  puiflfances  à la  place  de  se 
& de  fes  puiflànces  dans  la  propofée  x* — nxx’t^px — f =o. 
z=yi—ifyy^lffy—p 
— nxx=  — nyy  •^infy  — nff 
•^px  = -^-py  —ff 

—7  ==  — ?» 

y'—3fyy‘*‘iîfy-P=°- 
—«yy  »// 

^py  ^pf 

& l’on  trouvera  l’équation  transformée,  dont  les  racines  font 
celles  de  la  propofée,  augmentées  chacune  de  la  grandeur  /. 

Quand  on  aiua  la  valeur  dejr  dans  la  transformée,  on  la 
fubftituera  dans  x =y  — / , à la  place  de^y , & l’on  aura  la 
valeur  de  x de  la  propofée. 

Jl  Pour  diminuer  les  racines  de  ïapropofée  delagrandeur  f. 

fuppofora  X — f =y,  d’oh  l’on  déduira  x =7-4-/}  on 
fublHtuera 7 / à la  place  de  x , & les  puiflànccs dey  •*“  fk 

la  place  des  puillànces  de  x , dans  la  propofée 
xi  —f  ifyy  -H  ifjy  -t-/ 

_»rx=  — nyy  — ^fny  — nff 

^px  — ^py  ^pf 

— ? = — 

yi  ^/î=o. 

— nyy  —znfy—nff 

^py  -*-pf 
— ?• 
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& l’on  trouvera  la  transformée,  dont  les  racines  font  celles  de 
la  proporée,  diminuées  chacune  de  la  grandeur/". 

ÏII.  Pour  trouver  la  tram  formée , dont  let  racinet  y (oient  celJet 
de  la  propofée,  retranchées  de  la  grandeur  {. 

QNfoppofora/" — x=y,  d’oîi  l’on  déduira/ — y=x;  on 
fubfti  tuera  / — y & les  puifiances,  à la  place  de  x & des  puif- 
fances  de  x,  daos  la  propofoe 

X»  —f>  —iffy*-  3fyy  —ÿ 
— «XX = — nff-^  infy  — nyy 
-4-px  =’^rf — py 
— ? = — 7- 

P — 3ffy  3f>7  —y=o. 
-nff-^znjy—nyy 

^pf—py 
— ?• 

& l’on  trouvera  la  transformée , dont  les  racines  font  celles  de 
la  propofée,  retranchées  chacune  de  la  grandeur/. 

IV.  Pour  trouver  la  transformée , dont  les  racines  y (oient  celles 

de  la  propojée,  multipliées  par  la  grandeur  f. 

On  fuppofora  fx—y  , d’où  l’on  déduira  x = js  on  fubfti- 
tuera  j ôc  fes  puifTances  à la  place  de  x & de  fes  puifTances  , 

dans  la  propofée;  & l’on  trouvera  -p ^=o. 

Otant  les  fraftions,  on  aura  la  transformée/ — '^fyy^Pffy 
— /'^  = o,  dont  les  racines  font  celles  de  la  propoléc, multi- 
pliées par  /. 

Abrégé  de  la  transformation  precedente. 

Pour  multiplier  les  racines  d’une  équation  par  une  gran- 
deur/, il  faut  Amplement  changer  l’inconnue  x en  une  nou- 
velle inconnue/;  & fans  toucher  au  premier  terme , multi- 
plier le  fécond  par  la  grandeur/,  le  troifiéme  par//,  le  qua- 
trième par  P;  & ainfi  de  fuite. 

V.  Pour  trouver  la  transformée  ^ dont  les  racines  y (oient  celles 

de  la  propofée  y divîfées  par  la  grandeur  f. 

On  fuppofera  y = /,  d'où  l’on  déduira  x—fyi  on  fubfti- 
tucra^  & fes  puilTanccs  à la  place  de  x & de  fes  puilTances 
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dans  la  propofce;  & l’on  trouvera/'/  — ”ffyy^pfy — f = o; 

divifant  l'équation  par  p , on  aura  la  transformée  p — 

— J,  —Of  dont  les  racines  font  celles  delapropolec 
divUées  par  /. 

Ahrcgê . 

Pour  divifer  les  racines  d’une  équation  par  une  grandeur  /, 
il  faut  figoplcment  changer  l’inconnue  x en  y i & làns  toucher 
au  premier  terme,  diviler  le  fécond  par  /,  le  troiliéme  par//", 
le  quatrième  parp',  & ainC  de  fuite. 

VJ.  Pour  trouver  une  transformée , dans  laquelle  les  valeurs  de  y 
(oient  les  racines  fécondés  Jtroiftémesj&c  des  racines  de  la  propofée. 

Qn  fuppofera  i/’x=y^  ou  bien  l/x=y^  &c.  d’oh  l’on  dé- 
duira x=yy , ou  bien  ;«■=/,  &c.  on  fubÂitueraj'j',  ou^’  tSc 
les  puiflances  de  yy  ou  de^’ , à la  place  de  x & de  iîês  puillan- 
ces , dans  la  propofée  ; & l’on  trouvera  la  transformée  y*  — njp 
’^fyy  — ^ = o>ou  bien/  — ny^^py^  — ? = o>  les  valeurs 
de^  dans  la  première , font  les  racines  quarrées  des  racines  de 
la  propofée  *,  les  valeurs  de^  dans  la  fécondé  , font  les  racines 
troiliémcs  des  racines  de  la  propolee. 

Si  la  propofée  étoit  ;e* — nx'^^pxx — ^ = o,  ou  bien  je* 
— nx*  -H  pj:’  — ^ = O , en  fuppofant  pour  la  première  xx  =_y, 
& pour  la  fécondé  x^  =y  , l’on  trouveroit  la  transformée  / 

■ — f>yy’*“Py — ^ — dont  les  racines  feroient  les  quarrés  des 

valeurs  de  x dans  la  première  propolee,  & les  cubes  des  valeurs 
de  X dans  la  fécondé . 

VU  Pour  troswer  une  transformée  dans  laquelle  les  valeurs  de 
l' inconnue  y foient  moyennes  proportionnelles  entre  une 
grandeur  connue  f,  & les  racines  de  la  propofée  . 

On  fuppofera  y = y'fx^  d’oîl  l’on  déduira  yy—fx^  & x 
= on  fubftituera  cette  valeur  de  x & fes  puiflances  à la 
place  de  X & de  fes  puiflances  dans  la  propofée  ; & l’on  trou- 
vera la  transformée  y^  — »//■*  •*“pffyy  — qp  = o,  dans  laquel- 
le les  valeurs  de  y font  moyennes  proportionnelles  entre/ & 
les  racines  de  la  propofée  x’  — »xx  •♦■px  — q = o. 

VIll.  Pour  trouver  une  transformée  de  mamere  que  y .(i:  i.  x. 
(])n  fuppofera  x = i;  & par  fubflitutiun  on  trouvera  lâ 
transformée  p — njfy  pfyy  — = o,  & par  tranfpofi- 

tion 
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lion  — pfyy  nffy  — /I  = o;  & divifant  le  tout  par  y, 
— tfjjiifùzL  = O,  fera  la  transformée  qu’on  cherche. 

/X.  Pour  trouver  la  transformée  de  x’  — pxx  — q = o,  qui 
foit  telle  que  les  racines  x de  la  propofée /oient  égales  â celles 
de  la  transformée  plus  ou  moins  une  grandeur  connue  d'svi/ée 
ou  multipliée  par  les  racines  de  la  transformée  ^ ou  par  un 
multiple  de  ces  racines. 

Par  exemple,  pour  trouver  la  transformée  de^r’ — px ^q 
= O,  qui  foit  telle  que  x — y f y ^ on  fubftituera/  ^ » 

& fon  cube  à la  place  de  x,  x^\ 
x^  =>’  •^Py 
— px=  — py—fj 

Sc  l’on  trouvera  / * = o; 

multipliant  le  tout  par  y,  l’on  aura/  ^ ^=o,  pour 
la  transformée  qu’on  cherche.  Cette  transformée  n’cft  que  du 
fécond  degré. 

Si  lapropoféc  étoit  x^^pxytq=o,  onfoppoferoit  x=y 
J & l’on  trouvcrcit  la  transformée  / ^ qy^ 

R E M A R.QJJ  E. 

^^ETTE  derniere  transformation  fert  à réduire  toutes  les 
équations  du  troifiéme  degré,  qui  n’ont  point  de  fécond  ter- 
me, à une  transformée  du  fécond  degré. 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  dans  la  transformée^ 
on  fubftituera  cette  valeur  dans  l’équation  x = y A ^ ^ 
l’on  aura  la  valeur  de  x\  c’eft  à dire,  l’on  connoîtra  une  des 
racines  de  la  propofée . 

X,  Pour  trouver  une  transformée  dont  les  racines  ayent  tel 
rapport  qu'on  voudra  avec  celles  de  la  propofée, 
par  exemple,  celui  de  £ d g. 

Kj'ü  fuppofera  f.gi'.y.  x.,  d’oh  l’on  déduira  x—^\  on 
fubllituera  cette  valeur  & fes  puiflànces  à la  place  de  x & de 
fes  puiflances  dans  la  propofee  x> — nxx  px  — ^ =z=  o ; & 

l’on  trouvera  la  transformée  W — -v*  = o . 

qui  cfl  celle  qu’on  cherchoit. 

L 
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Dimonflratlon  du  Problème. 

Pou  R démontrer  ce  Problème , il  ne  faut  faire  attention 
qu'aux  équations  flmples  dont  une  équation  compofée  efl  le 
produit. 

Soient  x — a=  o.  x — fc  = o,  les  équations  fimples 
de  l’équation  compofée  xx  — «r  h-  = o , qu’on  veut 
transformer,  — hx. 

11  efl  évident  que  les  équations  fimples  de  la  transformée , 
dont  les  racines  feront  les  racines  de  la  propofee , augmentées 
def,  feront/  — f — a=o.  y — f — ^ = o;  car  la  pre- 
mière donne/  — a la  fécondé  donne  y = b 

Les  équations  fimples  de  la  transformée , donc  les  racines 
feront  celles  de  la  propofée,  diminuées  de/,  feront  / -♦-/  — a 
= O.  / •*•/  — h — oi  car  la  première  donne  / = a — / i 
la  féconde  donne/  =b  — f. 

Il  en  cfl  de  meme  des  autres  transformations. 

Il  efl  auffi  évident  qu’en  fubflituant/  — /,  ou  bien  / 
au  lieu  de  x , dans  les  équations  fimples  de  la  propofée  x — a 
=z=  O f X — b =■  O f l’on  aura  après  la  fubflitution , les  équa- 
tions fimples  de  la  transformée/  — / — « = o , / — f — i 
= 0,  &c. 

Mais  il  eft  clair  qu’en  fubflituant  / — f,  par  exemple , à 
la  place  de  x;  & le  quarté  de/  — / à la  place  de  xx  , dans 
l’équation  xx  — ax’tr-  ab  = o^  qui  cfl  le  produit  des  fim- 
— bx 

plesx — <*=o,  X — / =0,  l’on  a le  même  produit  qu’on 
auroit  en  multipliant  les  fimples  / — / — 4=0,/ — /■ — b 
— O,  dans  Icfquelles  les  fimples  x — 4 = 0,  x — ^ = 0, 
ont  été  changées  par  la  fubflitution  de  / — /,  à la  place  de 
X : Et  ce  produit  cfl  évidemment  l’équation  transformée. 
L’on  a donc  par  la  méthode  du  Problème,  la  transformée 
qu’on  cherche. 

Corollaires,  qui  fuivent  des  trois  premières  transformations. 

I. 

Il  fuit  de  cette  démonflration , que  sll  y avoit  des  racines 
imaginaires  dans  une  équation  , elles  demeureroient  encore 
imaginaires  dans  fa  transformée. 

IL 

i 7*  y A (les  racines  poficives  & négatives  dans  l’équa- 


Digitized  by  Google 


Livre  III.  Sj 

tion  qu’on  transforme  en  une  autre  , dont  les  racines  font 
celles  de  la  propofée , augmentées  d'une  grandeur  connue  f, 
en  fubflituant^  — /à  la  place  de  ;e;  il  eft  évident  qu'il  n’y  a 
que  les  racines  pofitives  qui  foient  augmentées  dans  la  trans* 
formée  , & que  les  négatives  y font  diminuées  de  la  gran- 
deur/; car  fi  les  équations  fimplcs  , dont  la  propofée  cille 
produit , font  x — <i  = o,Ar«4-^  = o,cn fubftituant/  — / 
a la  place  de  x dans  ces  équations,  l’on  aura  y — / — a = o, 
J — = O,  qui  font  les  équations  fimples,  dont  la  trans- 

formée eft  le  produit  > & il  ell  évident  que  j — / — a = o, 
donne  y = a f f (kns  laquelle  la  racine  pefitive  a eft  aug- 
mentée de/  ;&  quey  — /-+«i  = o,donney  = — b-t-ff 
dans  laquelle  la  racine  négative  — é,  eft  diminuée  de  la  gran- 
deur -t-  /. 

D’où  il  fuit  que  fi  la  grandeur  f eft  égale  à une  des  radnes 
négatives  , cette  racine  devient  égale  à zéro  > fon  produit  par 
toutes  les  autres , qui  fait  le  dernier  terme  de  la  transformée, 
devient  par  confequent  égal  à zéro;  & la  transformée  peut 
s’abaiflèr  d’un  degré . 

Si  la  grandeur  / furpaflè  toutes  les  radnes  négatives  de  la 
propofée  , elles  deviennent  toutes  pofitives  dans  la  trans. 
formée  > & alors  la  transformée  ne  contenant  que  des  raci- 
nes pofitives , tous  fes  termes  ont  alternativement  les  figues 

•+•  & — . 

D’où  l’on  voit  que  fi  tous  les  termes  de  la  transformée  ont 
alternativement  on  eft  affuré  que  la  grandeur  / 

furpalfe  toutes  les  radnes  négatives  de  la  propofée;  ôc  quand 
cette  alternative  eft  interrompue  , on  eft  affuré  que  / ne 
furpaffe  pas  toutes  les  radnes  négatives  de  la  propofée , 
puifqu’il  en  refte  quelqu’une  ; & dans  ce  cas  / eft  moindre 
que  la  plus  grande  des  racines  négatives  de  la  propofée. 

/Dans  le  cas  où/  furpaffe  toutes  les  radnes  négatives  de  la 
propofée,  & où  par  confequent  toutes  les  racines  de  la  trans- 
formée font  pofitives  , il  eft  évident  que  la  plus  petite  des 
racines  de  la  transformée , répond  à la  plus  grande  des  néga- 
tives de  la  propofée  , qui  eft  devenue  pofitive  . Car  le  fur- 
plus  de  la  grandeur  f fur  les  racines  négatives  de  la  propo- 
iéc , eft  predfement  ce  qui  fait  que  ces  négatives  deviennent 
pofitives  dans  la  transformée  ; & le  furplus  de  / fur  la  plus 
grande  des  racines  négatives  de  la  propofée  , eft  le  moindre 
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de  tous  ; alnfî  la  moindre  racine  de  la  transformée  eH  celle  qtü 
répond  à la  plus  grande  des  négatives  de  la  propose . 

D’où  il  eft  évident  que  les  racines  pofitives  de  la  trans. 
formée,  moindres  que  f,  font  celles  des  racines  négatives 
de  la  propofée,  qui  font  devenues  poùtives  dans  la  trans* 
formée . 

Enfin  lor/que/  eft  moindre  que  diacune  des  racines  né- 
gatives de  la  propofée , ces  racines  demeurent  négatives  dans 
la  transformée, 

iir, 

3 8 . Lorfqu’il  y a des  racines  pofitives  & négatives  dans  une 
équation,  & que  par  la  fubftitution  de/  ■♦-/à  la  place  de 
on  la  transforme  en  une  autre , dont  les  racines  Ibnf  celles 
de  la  propofée  , diminuées  chacune  de  la  grandeur/,  il  eft 
évident  qu’il  n’y  a que  les  racines  pofitives  qui  fbient  dimi- 
nuées de  la  grandeur/,  & que  les  négatives  font  augmen- 
tées de  la  grandeur/.  Car  fi  les  équations  fimples  de  la  pro- 
pofée fontx — <1=0,  O ; en  fubftituant/ -♦-/à  la 

place  de  x dans  [ces  équations,  l’on  aura/^-/ — <a  = o, 
/ -4>  / h-  = O,  qui  font  les  équations  fimples  dont  la  trans- 
formée eft  le  produit;  & il  eft  évident  que/-*-/ — 4=0, 
donne/ =<ï — /,  dans  laquelle  la  racine  pofitive  <ieft  dimi- 
nuée de  la  grandeur/;  & que /-*-/-♦•&=  o,  donne/ = 
— b — /,  dans  laquelle  la  racine  négative  eft  augmentée 
( dans  fa  négation)  de  la  grandeur — /. 

D’où  il  fuit  que  fi  / eft  ^ale  à une  des  racines  pofitives 
de  la  propofée , cette  racine  devient  égale  à zéro  dans  la 
transformée;  & par  confequent  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée, qui  eft  le  produit  de  cette  racine  égale  à zéro  par 
toutes  les  autres,  devient  égal  à zeroi  & l’équation  peut  être 
abaiffée  d’un  degré. 

Si/furpafle  toutes  les  racines  pofitives,  elles  deviennent 
toutes  négatives  dans  la  transformée , & dans  ce  cas  tous  les 
termes  de  la  transformée  ont  le  figne 

Ainfi  l’on  eft  aflùré  que/ furpaflè  toutes  les  racines  pofitives 
de  la  propofée,  lorfque  tous  les  termes  de  la  transformée 
ont  -H  ; mais  fi  quelqu’un  a le  figne  — , il  refte  dans  la  trans- 
formée quelque  racine  pofitive,  & l’on  eft  afliiré  que /eft 
moindre  que  la  plus  grande  racine  pofitive  de  la  propofée  ; on 
iùppolê  que  toutes  les  racbes  font  réelles . 
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• Quand  tous  les  termes  de  la  transformée  ont  le  ligne  h-  , 
c’eft  à dire  quand  / furpaflè  toutes  les  racines  pofitives  de  la 
propofée  , la  plus  petite  des  racines  de  la  transformée  répond 
a la  plus  grande  des  poGtives  de  la  proin/ce , qui  ell  devenue 
négative  dans  la  transformée  ; car  le  lurplus  de /fur  les  raci- 
nes pofitives  de  la  propolee , eft  precilement  ce  qui  fait  que 
ces  racines  pofitives  deviennent  négatives  dans  la  transformée , 
& le  furplus  de/ fur  la  plus  grande  des  racines  pofitives  de  la 
propofée , eft  le  moindre  de  tous . 

D’où  il  eft  évident  que  les  racines  négatives  de  la  transfor- 
mée moindres  que  /,  font  celles  des  racines  pofitives  de  la  pro- 
pofée , qui  font  devenues  négatives  dans  la  transformée. 

Enfin  quand  /eft  moindre  que  chacune  des  racines  pofiti- 
ves de  la  propolee,  ces  racines  demeureront  pofitives  dans  la 
transformée. 

IV. 

59-  Si  l’on  fubftitue  une  grandeur  connue  négative — /dans 
une  équation  — nxx  — ç=o,àla  place  de  l’incon- 
nue X , la  fomme  des  produits  qu’on  aura  après  la  fubftitu- 
tion  , qui  eft  — / — nff  — pf  — q,  eft  évidemment  le  der- 
nier terme  tout  connu  de  la  transformée , qu’on  trouveroit  en 
fubftituant  dans  la  propolee — /à  la  place  dtf  l’inconnue 
dans  laquelle  transformée  les  racines  pofitives  de  la  propolée 
feroient  augmentées  de  la  grandeur/,  & les  négatives  dimi- 
nuées de  la  même  grandeur/. 

Et  fi  l’on  fubftitue  une  grandeur  connue  pofitive  -4-/ dans 
une  équation  — nxx-^fpx — ÿ=o,  à la  place  de  l’incon- 

nue X , la  fomme  des  produits  qu’on  aura  après  la  fubftitu- 
tion , qui  eft  /'  — nff  -^-pf  — q,  eft  évidemment  le  dernier 
terme  tout  connu  de  la  transformée , qu’on  trouveroit  en  fub- 
ftituant dans  la  propofée -4-/à  la  place  de  x;  dans  laquelle 
transformée  les  racines  pofitives  de  la  propofée  foroient  dimi- 
nuées de  la  grandeur/,  & les  négatives  augmentées  de  la 
même  grandeur /. 

Il  n’y  a qu’à  foire  les  operations  de  la  première  & de  la  fé- 
conde transformation , pour  en  voir  la  démonftration. 

V. 

40.  Dans  la  transformée  qu’on  trouve  en  fubftituant  une  gran- 
deur connue  moins  une  nouvelle  inconnue  comme  / — y,  à 
la  place  de  l’inconnue  x de  la  propofée,  les  racines  pofitives 

L iij 
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de  la  propofée  deviennent  n^atives,  mais  chacune  eft  di- 
minuée de  la  grandeur  poCtive  /;  ôc  les  racines  négatives 
deviennent  pomives,  mais  chacune  eft  augmentée  de  la 
grandeur^. 

Car  {oient,  par  exemple,  x — a = o,  = les 
équations  limplca de  la  propofée;  en  fubftituant  f — ^ dans 
ces  équations , l’on  a les  équations  fimples  de  la  transformée 
f — a — /=  O , b — / = o;  la  première  donne jr  = 

— oîi  l’on  voit  que  la  racine  a qui  étoit  pofitive  dans 

X — a = o , ou  bien  x = a,  eft  devenue  négative  , mais 
diminuée  de  la  pofitive  -h/:  la  féconde  donne/  b 
où  la  racine  b , qui  étoit  négative  dans  ;*>-♦-&  = o , ou  bien 
eft  devenue  pofitive , mais  augmentée  de 
Doù  il  fuit  que  fi  la  grandeur/  eft  égale  à une  des  racines 
pofitives  de  la  propofee,  cette  racine  devient  égale  à zéro,  & 

far  conféquent  le  dernier  terme  de  la  transformée  eft  zéro,  & 
équation  peut  sabaiffer  d un  degré . 

Si  la  grandeur  f furpafte  toutes  les  racines  pofitives  de  la 
propofée , elles  deviennent  encore  toutes  pofitives  dans  la 
transformée , puifque  l’excès  de  f fur  chacune  de  ces  racines  , 
eft  une  grandeur  pofitive  dans  les  équations  fimples  de  la 
transformée;  dans  ce  cas  toutes  les  racines  de  la  transformée 
font  pofitives,  & tous  fes  termes  ontalternativemcnt  •+•& — . 

Si  la  grandeur  f eft  moindre  que  toutes  les  racines  pofi- 
tives  de  la  propofée  , elles  deviennent  négatives  dans  la 
. transformée . 


R E M A R(^U  E. 

£ N fubftituant/ — /=  , à la  place  de  a? , dans  * — a=o^ 
x’*‘b  — o,  l’inconnue/ eft  négative  dans  les  équations  Am- 
ples/— a — /=o,/-t-& — } — o de  la  transformée;  ce 
qui  eft  caufe  que  le  premier  terme  de  la  transformée  eft  néga- 
tif dans  les  équations  des  degrés  impairs,  c’eft  à dire  du  troifié- 
me,  cinquième,  &c. 

11  eft  facile  de  rendre  l’inconnue/  pofitive  dans  les  équa- 
tions Amples  de  la  transformée;  car  puifque/  — — / = o, 
&/•+-& — / = o , par  tranfpofition  l’on  aura/  -4-^ — /=  o, 

J — b—f=o;  & les  valeurs  de /feront  1«  mêmes  qu’el- 
les  étoient  avant  la  tranfpofition  , puifque/  -+•<»  — /=o,  ■* 

donne / •= — auüi  bien  que/  — a — / =o;  &/ — b 
— /=o,  donne/ z=^ -4-/,  auffi-bicnque/-*-^ — /=o; 
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& par  cette  tranfpofition , le  premier  terme  de  la  transfor- 
mée fera  toujours  pofitif  dans  les  équations  des  degrés  im- 
pairs. Il  fuffira  dans  la  pratique,  après  avoir  trouvé  la  trans- 
formée par  la  fubftitution  de  / — au  lieude.r,  dans  la 
propofée , de  tranrpofcr  le  premier  membre  de  la  transfor. 
mée  des  degrés  impairs  dans  le  fécond , & zéro  qui  efl  dans 
le  fecond,  dans  le  premier»  ce  qui  fe  fait  en  changeant  les 
lignes  de  tous  les  termes . 


SECTION  IV. 

Oit  Ton  explique  plufieurt  ufagei  des  tranjfor  mat  tons  qui 
fervent  d préparer  les  équations  compofées. 

PROBLEME  II. 

41*  QtER  le  fecond  terme  d'une  équation  compofée  ; c'efl  à d'ire  j 
la  transformer  en  une  autre  qui  nait  par  de  jecond  terme, 

IL  faut  fuppofer  l’inconnue  x de  la  propofée,  égale  à une 
nouvelle  inconnue^,  plus  ou  moins  lecoëfîcient  du  fécond 
terme  de  la  propolëe,  divifé  par  le  nombre  qui  exprime  le 
degré  de  l’équation  propofée;  c’eft  à dire  par  2,  fi  clleeÆ 
du  fécond  degré;  par  3,  fi  elle  eft  du  troifiéme;  plus,  fi  le 
fécond  terme  de  la  propofée  a le  ligne  — » & moins , s’il 
a le  ligne 

Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  x^  & fes  puilTances,  à la 
place  de  ar  & de  fes  puifiances , dans  la  propofée  ; & l’on 
aura  la  transformée,  ob  le  fecond  terme  manque. 

Exemple  I. 

Pour  ôter  le  fecond  terme  de  xx — ».e-*-p=o,  onfup- 
- polèra  X =7  7 ; on  fubltituera  dans  la  propofée/H- 7,  & 

fon  quané,  à la  place  de  x , xx, 

XX— JJ  ^ny^-~ 

■**  P = P- 

& l’on  trouvera  cette  yj  * — =?o 

transformée  , qui  n’a  p. 

pas  de  fecond  terme. 
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R E M A R Q^U  E . 

^Jt'oüTES  les  équations  du  fécond  degré  peuvent  être 
réfolues  par  ce  Problème;  car  par  tranfpontion,  l’on  aura 
— />;  & tirant  la  racine  quart ée  de  chaque  mem- 
bre, on  sLtmy=y/-~  — pj  & fubflituant  cette  valeur  dc^ 

dans  l’on  aura  Pt  eftune 

racine  de  la  propo/ce. 

Exemple  II. 

Pour  ôter  le  fécond  terme  de  x^-^tixx—px — 
on  fuppofera  x=y  — f ; on  fubfti  tuera  dans  la  propoléc 
y — & les  puiflànces,  à la  place  de  x & defe»  puiflTances, 

aJ  =y  — ^ 

^nxx-=.  ^ nyy — 

— pr  =c  ^ py 

— ? = — ?• 

& Ton  trouvera  cette  y * — ^ ^ ~=q^ 

transformée , qui  n’a  py 

pas  de  fécond  terme.  q 

Si  l’on  trouve  la  valeur  de  y dans  la  transformée,  en  la 
fubflituant  dans  a?=j( — ÿ,  l’on  aura  la  valeur  de  jfi  c’efl  à 
dire , l’on  aura  une  racine  de  la  propolee . 

La  démonflration  de  ce  Problème  efl  évidente,  fl  Ton  fait 
attention  dans  le  dernier  exemple , que  le  fécond  terme  de  la 
troifiéme  puiflànce  dey — ÿ,  efl  — nyy,  que donne , 
après  la  fubflitution , <+■  , &c.  que  ces  deux  grandeurs  font 

feules  le  fécond  terme  de  la  transformée,  & qu’elles  fe  dé- 
truifent  toujours  par  des  lignes  contraires,  pareeque  l’on  fuj>. 
pofe  toujours,  x =y — \ , quand  il  y a dans  la  propfee  -4-  nxxi 
& X •♦•ÿ , quand  il  y a dans  la  propofée  — nxx. 

Il  efl  facile  d'apliquer  ce  raifonnement  aux  équations  de 
tous  les  degrés . 

Si  on  veut  le  voir  fur  un  exemple  general,  on  fc  fervira 
de  Af*  »x“~*  , pour  reprefênter  les  deux  premiers  termes 
des  équations  de  tous  les  degrés  : Il  fufüc  de  confiderer  les 
deux  premiers  termes  dans  ce  Problème  : m fera  égal  à z 

dans 
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dans  les  équations  du  fécond  degré  -,  m fera  égal  à 2 dans  cel- 
les du  troi/îéme  degré,  &c.  En  fuppofant  • ks 

deux  premiers  termes  dc>  ^ i , élevée  à la  puiflancc  m ’ fe. 
ront/-  ^ nx’^~‘ , fera  égal  »/-« , &c.  Il  eft 

évident  que  .4.  «y®  * ^ qui  font  les  feules  grandeurs 

qui  font  le  fécond  terme  de  la  transformée , fe  détruifeoe  par 
des  fignes  contraires . ^ 


' " R E M A R QJJ  E. 

O N peut  auflî  ôter  le  fecond  terme  d’une  équation,  en  llip. 

pofant,  pour  les  équations  du  focood  degré  , x=^ y ^ 

quand  le  fécond  terme  de  la  prôpofée  a — , & en  fu*ppofanc 
* = — T — y>  quand  le  fecond  terme  a en  fuppofant 
pour  le  troifiéme  degré  x = ^—y^  quand  le  fecond  terme 
de  la  propolée  a — , &a?  = — 5— quand  il  a , &c. 
& faifant  enfuite  la  fubftitution. 

On  peut  encore  oter  le  féconde  terme  d’une  équation , en 
fuppofant  -,  pour  le  fécond  degré , x = L — i , quand  le 
fécond  terme  de  la  propoféc  a -*-;'cn  fuppofant  r — ^ -t-  " 
quand  il  a — ; en  fuppofant  pour  Je  troifiéme  deoréx  = ^ 

— i , quand  le  fecond  terme  de  la  propoféc  a ^ & i 

— T ■*"  f > ^uand  ila-~,  &c.  & faifant  enfuite  la  fubfli- 
tution . 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de dans  la  transformée 
en  la  fubftituant  dans  l’équation  ftmple  fuppofée  x = ^ 

' t*  0UAr  = l — i,  &c,  on  aura  la  valeur  de  X. 

Si  le  premier  ^terme  de  1 équation  avoir  un  coèficicnt  difl 
ferent  de  1 unité  , comme  dans  l'équation  ax^  — nxx  px 
~ ^ = O I on  pourroit  en  £ûrc,  évanouir  le  fecond  <terme,  en 
fuppofant  A?  = -J  -H  car  on  auroit 

' = JL.  --  Jf*  a4a  J;Î_  y »’  r 

/ a 7 

— — »xjr=  — ^ yy « »» 


1 » Jî_ 
)<• 


P 
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. Cette  transformée  n’a  pas  de  fécond  terme  ; multipliant 
''  toutes  ks  grandeurs  par  aa , on  auroit 

/ — T”»/—- îT=o; 

•iFapy  -♦-jwp 
— aaq 

dans  laquelle  le  premier  terme  n’a  pas  d’autre  cocficicnt 
que  l’unité . 

Si  l’équation  ctoit  du  fécond  degré  comme  axx  — «x  p 
= O , il  faudrait  fuppofer  x = i<^-~. 

Si  elle  étoit  du  quatrième,  comme  ax*  — «x’  -t-àc,  il  fau* 
droit  fuppofer  x=i’^-^i  & ainfi  des  autres. 


THEOREME  III. 

^ ROUVER  par  Analyfe  quelle  doit  etre  la  grandeur  propre 
à ôter  le  fécond  terme  d une  équation , par  exemple  de  x'  nxx 


■+"px — q=* 

J E fuppofe  que  cette  grandeur  Inconnue  eft  ^ , ainfi  je  fijp- 
pofe  X =y — Z , lorfquc  le 'fécond  terme  de  la  ’propofée  a 
& X lorfqu’il  a — ; Je  fubftitue^  — ^ & fes  puif- 

fances , à la  place  de  x & de  fes  puiffances 

^ =/— 3?;^ 

a^nxx  = Of  nyy  — inzya^nzz 

a^px  — ' •^py  — PI  . 


f—3zyy'^lZzy—V—<^- 
& je  trouve  cette  •^nyy  — 
transformée.  ^P>  ■ — P* 

'—9  . ' 

Je  fuppofe  fon  fécond  terme  — jzyy  "*• 
donne»  =3^,  & y = ?>  cela  me  fait  voir  que  ÿ eft  la  gran- 
deur , qui  étant  fubflituéc  dans  x=y — z > ® place  de  z • 
me  donnera  — 7»  qui  cfl  propre  à faire  évahouir  le 

fécond  terme , en  fubftituantj'—  y & fi's  puifTanccs  dans  la 
propofée  , à la  place  de  a?  & de  fes  pui  (lances . 

Pour  jrelbudrc  le  Problème  d'une  maniéré  generale  , on 
fuppofera  que  x"  «x““'  , xeprefentent  les  deux  premiers 
termes  de  toutes  les  équations  , »»  = 2 dans  le  fécond  degré , 
OT  = 3 dans  le  troifiéme , &c.  On  fuppofera  x = > & 
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l’on  aura  les  deux  premiers  termes  de  x=ji'ShiM  élevés  à la 
puiflancc  ta,  =^“  ^ , &c. 

L’en  aura  auffi  ^ «x“~*  = •*“  iy"~* , &c. 

L’on  fuppofera  le  fécond  terme  de  la  transformée  ^ 

^ kjT~‘  =o,  & l’on  aura  = rt.  si  ce  qui  fait  voir  que 
pour  ôter  le  fécond  terme  > il  faut  fuppofer  x =/  ^ ^ & 
faire  enfuite  la  fubllitution  > 

Corollaire  I. 

4*”  l’on  vouloir  faire  évanouir  lé  troiCéme  terme  de  la  pro- 
pofée  -+-  nxx  px  — q = o,  & non  pas  le  fécond , on  Ce 
ierviroit  de  la  même  méthode,  & l’on  fuppoferoit  le  troifié- 
me  terme  de  la  transformée  3?^  — py  =o\  ce 

qui  donneroit  l’équation  du  fécond  degré  zz  — 7 »?  ^ 7 P 
= O,  laquelle  étant  réfolue , donneroit  la  valeur  de  ?=-j-  n 
— jp.  Subftituanr  cette  valeur  de  ?dans  Af=>- — z 
l’onauroitAf=/ — 7 « •4-\/  j»«  — j-p.  Subflituant  cette  va- 
leur de  A*  & lés  puiflances  dans  la  propofée,  à la  place  de  xôcde 
fes  puilTanqes , on  auroic  une  transformée  j qui  n’auroit  pas 
de  croifiéme  terme  . 

R E M A R Q_U  E. 

E T T E méthode  ne  peut  pas  fervir  à faire  évanouir  le  qua- 
trième terme,  ni  les  autres  fuivans , pareeque  l’équation 
qu’elle  donneroit  pour  faire  trouver  la  valeur  de  z propre 
à faire  évanouir  le  quatrième  terme,  léroit  du  troiliéme 
degré;  celle  qu’elle  donneroit  pour  foire  trouver  la  valeur 
de  z propre  à faire  évanouir  le  cinquième  terme , ferait  du 
quatrième  degré  ; & ainfi  de  fuite  : Et  l’on  n’enfeignera  que 
dans  la  fuite  la  maniéré  de  réfoudre  ces  équations . 

Corollaire  II. 

I_j  A même  méthode  peut  encore  fervir  à faire  en  forte  que 
le  ccëficient  du  fécond  terme,  ou  celui  du  troiliéme  terme 
de  la  propofée , foit  une  grandeur  donnée  a , en  fuppofont 
le  cocficient  du  fécond  terme  de  la  transformée , qui  cft 
— 3?-t*»=4,  ou  bien  celui  du  troiliéme  terme,  qui  eft 
3?«  — 2»z  •*‘p=  a. 

Il  faut  enfuite  trouver  la  valeur  de  z dans  l’une  ou  l’autre 
de  CCS  deu.^  équations , & fubllituer  cette  valeur  de  z prilc 

M ij 
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dans  h prenjiere  , fi  l’on  veut  que  foit  le  eoëfident  du  (ê- 
cond  terme  > & prife  dans  la  lèconde  , fi  Ion  veut  que  a foit 
le  coëficient  du  troifiéme  terme  : il  faut , dis  je  , fubftituer 
cette  valeur  de  ? dans  l’équation  x = y — ? , & enfuite  fub- 
ftituer  cette  valeur  de  x dans  la  propolèe  > & Ion  aura  une 
transformée  qui  aura  la  grandeur  a pour  coclîcient  de  fon  fc-, 
cond , ou  bien  de  fon  troifiéme  terme.  - - i 

PROBLEME  I V. 

44-  T jQ  RS  OU  E tous  les  termes  moyens,  ou  feulement  quel- 
que s-uns,  manquent  dans  une  équation,  cosnme  dans  — q 
= O , on  — nxx  — q = o , ta  transformer  en  une  au- 
tre, ou  il  ne  manque  asicun  terme,  & qui  foit  même,  fs  Ion 
veut  , plus  élevée  d'un  degré- 

Jl  faut  fuppofer  x=j  — ou  <i ; la  lettre  a marque  une 
grandeur  connue  telle  qu’on  voudra.  11  faut  fubfikuer  y — 
ou  H-  d , à la  place  de  x dans  la  propofée  , Sc,  l’ou  aura  une 
transformée  qui  aura  tous  fès  termes. 

Si  l’on  veut  qUe  la  transformée  foit  plus  élevée  d’un  d^rd 
que  la  propofée , on  multipliera  la  propofée  par  , & l'on 
fubftituera  dans  a:*  — qx  = o,y  — ou  •+-  à là  place  dex; 
& la  quatrième  puiflhnce  de^ . — ou  -i^a,  à la  place  de  x* 

& l’on. aura  la  transformée  qu’oa demande.- 

PROBLÈME  V-  . 

^s-Qu.and  une  équation  compofée  contient  des  racines  néga-- 
tives , ou  feules  , ou  mêlées  avec  des  pofuives  , la  transformer  , 
en  une  autre  qui  nait  que  des  racines  pojithes  ; c^efl  J dire 
quand  tous  les  termes  dune  équation  compofée  n ont  pas  alterna*- 
tivement  Ù — , la  tramfbrme'r  en  une  autre , dont  tous  les- 

ter mes  ayent  alternativement  -4-  (ÿ — . 

Premier  c a 

Si  fou*  les  termes  de  la  propofée  ont-t-,  en  changeant  tous  les 
lignes  des  termes  pairs,  c’eft  à dire  du  fécond,  quatrième,,  fixié- 
me,  &c.  fans  toucher  aux  autres,  tous  les  termes  auront  alter» 
nativement -4- & — , & toutes  les  racines  qui  étoient  négatives 
* JO*  liront  changées  en  pofitives  * Ce  cas  n’a  aucune  difficulté. 
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Secondcas. 

L y a des  racines  pofitives  & négatives  dans  la  propose  , 
on  prendra  le  plus  grand  coëücient  négatif,  & après  l'avoir 
rendu  pofitif , on  lui  ajoutera  l'unité  , & l’on  fuppofera  ce 
coëficient  plus  l’unité,  confideré  comme  une  feule  grandeur, 
moins  une  nouvelle  inconnue  ^ , égal  à l’inconnue  x de  la 
propofée . ' 

On  fubnituera  dans  la  propofée  cette  valeur  de  ar , & fes 
puiffances , à la  place  de  a:  & de  fes  pui^ances  ; & l’on  trou< 
vera  une  transformée , dont  tous  les  termes  auront  alternatU 
vcment"*"  & — . 

Exemple  I. 

Pou  R trouver  la  transformée  de  *•;*•  — ix  — 3 = o,  qui 
ait  les  lignes  alternatifs  -t-  & — , on  prendra  le  plus  grand 
coeficient  négatif  — 3 de  la  propofée,  & après  l’avoir  rendu 
pofitif , on  lui  ajoutera  l’unité  , & l’on  aura  4 ; on  fuppo-, 
fora  4 — y = xy  on  fubllicuera  4 — y,  & le  quarré  de  4 — y 
dans  la  propofée  , à la  place  de  r , & de  «-a?  i & l’on  aura  la 
transformée  0=5  — jy  , d^ns  laquelle  les  Cgnes  h» 
& — font  alternatifs  . 

Exempt^  £ II. 

So  1 T la  propofée  at*  — txx  ^x  6 = o;  pour  la  trani- 
former  en  une  autre  , dont  tous  les  termes  aj  ent  alternative- 
ment -f-  & — , on  prendra  le  plus  grand  coëficient  négatif 
— 2 , qu’on  rendra  pofitif  i 011  lui  ajoutera  l’unité  , & l’on 
aura  On  fuppofera  3 — y z=x,ôcon  fobftituera  3 -*-> 
dans  la  propofée  , à la  place  de  at, 

= -4-  27 — 277  syy  — 

. ^ ’• — ixx=  — 18-4-  127  — 2yy 

■■  ■ -4-3AT  = ■+•  9 37 

& l’on  trouvera'!îl^ — 

la  transformée  ; ° = -h  24  — 187  -4-  77)»  — y 

& par  tranfpofition  l'on  aura  7’  — 777  «4-187  — 24  = 0,  ori 
tous  les  termes  ont  alternativement  & — . Quand  on  au- 
ra la  valeur  dc7 , en  lafubflituant  dans  3 — 7 = jf , on  au- 
ra celle  de  a:  . 

M iij 
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Préparation  pour  U démon/l  rat  ion. 

Po  U R rendre  la  démonftration  plus  facile  ,,  on  prendra  un 
exemple  feulement  du  troiCcme  degré  , & l’on  pourra  appli- 
quer à tous  les  degrés  ce  que  l’on  dira  du  troifiéme . 

On  le  prendra  Algébrique,  c’eft  à dire  littéral , pour  ren- 
dre la  démonflration  generale . Enfin  on  fuppofera  tous  les 
cocficients  négatifs,  la  dcmonfîration  de  ce  cas  contenant  cel- 
le de  tous  les  autres;  & l’on  fuppofera  premièrement  que  le 
coëficient  du  fécond  terme  eft  le  plus  ^and,  enfuite  que  c’eft 
le  coeficient  du  troifiéme , & ainfi  de  fuite , afin  qu’on  puiflè 
voir  tous  les  cas  dans  un  fcul  exemple^ 

Soit  l’équation  — axx  — px  — f = o,  qu’il  fkut  trans- 
loriner  en  une  autre , donc  tous  les  termes  ayent  alternative- 
ment  & — . 

1°.  Soit  — nie  plus  grand  coëficient  négatif;  l’ayant  rendu 
pofirif,  & augmenté  de  l’unité,,  l’on  aura  1 , On  regarde 
«-♦-I  comme  une  feule  grandeur , & c’eft  ce  qu’on  marque 
par  la  ligne  qui  eft  fur  a h-  r.  H faut  fuppofér  i — y = 

& par  la  fubftitution  ^ on  trouvera  la  transformée  fuivante  , 

~ ” *+■  il 3 X à •4»  I*  -4-3  X a -4-  lyy  — yt 

— nxx  = — a X a-^  1*  -4-- 2 a xa*t*i^ — ^ 

— = — pxn’^i  px  y 

— ^ = — q 

Soit  — P le  plus  grand  coëficient  négatif;  ainfi  il  faut 

fuppofér  p^i  —y  = X,  & par  la  fubftitution  on  trouvera 
la  transformée  fuivante, 

^ ~ — 3 P — yJ 

•—  nxx  — — a X P -4- 1 -4*  2 a x p -4-  j^_a  x yy 

— px  = — pxp^i  •r^pxy 

— î = — Ÿ 

3“._&it  — fie  plus  grand  coeficient  négatif  ; il  faut  fup- 

pofer  — y — ^ i & p3t  la  fubftitution  on  trouvera  la 

transformée  fuivante, 

**  — — J X 1* ^-4-3 x^-4-i^^ — yt 

— nxx  = — a x ^-4" I*  -4-  2 a xq^iy — a %yy 

— fA?  = — pxq.^1  -4- P X y 

— Ÿ = — <7 

11  faut  démontrer  que  dans  les  trois  fuppofitions  précc- 
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dentcs,  les  termes  de  la  transformée  ont  alternativement  •+• 
& — J il  fuffira  de  le  démontrer  dans  la  feule  première  fup- 
pofition,  oîl  — « eft  fuppcfé  le' plus  grand  a cficient  néga- 
tif, la  même  démonllration  pouvant  ailément  être  appliquée 
aux  deux  autres. 

Dé monfi ration  du  cinquième  Problème. 

Jl  eft  évident  que  tous  les  termes  de  Ja  plus  haute  puiflance 
de  «fi  — y,  ont  alternativement  -♦-  & — . C’eft  la  meme 
chofe  des  autres  puiflânccs  de  n-t-i — y\  niais  il  fuffit  de 
faire  attention  aux  termes  de  la  plus  haute  puidance.  - 
Il  eft  de  même  évident  que  chaque  terme  de  la  plus  haute 
|)uiflànce  de  «-*-i — y,  fait  une  partie  du  terme  correfpon- 
dant  de  la  transformée  > c'efl  à dire  le  terme  tour  connu  de 
la  plus  haute puilTance  de  n-+-i  — 7,  fait  une  partie  du  terme 
tout  connu  de  la  transformée}  le  terme  de  la  plus  haute 
puiflance  de  »-4-i . — y i qui  contient 7 linéaire,  'fait  une  par- 
tie du  terme  de  la  transformée,  oh  y eft  linéaire  ; & ainfi 
des  autres.  Or  chaque  terme  de  la  plus  haute  puiflance  de 
«-4-I  — y^  eft  lui  feul  plus  grand  que  les  autres  grandeurs  du 
même  terme  de  la  transformée,  qui  pourroient  avoir  des 
figues  contraires  à fon  figne,  comme  on  le  va  démontrer. 
Par  confequent  chaque  terme  de  la  Transformée  a le  même 
figne  que  le  terme  de  la  plus  haute  puiflfance  de 
qui  fe  trouve  dans  ce  même  terme  de  la  transformée. 

Car  i“,  dans  le  terme  tout  connu  de  la  transformée , n-*-i  * 
furpafle  les  autres  grandeurs  qui  ont  un  figne  contraire  dans 
le  même  terme  ; ce  qu’on  verra  clairement  en  remarquant 
que«-*-i^  = n-4-i  x «-t-i*;  d’où  ôtant  — ilefl 

éviüent  que  le  refle  ne  fçauroit  être  moindre  que 
= «•+•  I X »•+■  I ; d’où  ôtant  — p x n-t-T,  le  refle  ne  fçauroit 
être  moindre  que  , puifque  p eft  fuppofé  moindre 

que  m;  ôtant  de  ce  refle  pofitif  la  grandeur — q,  qui  eft 
moindre  que  »,  il  eft  évident  qu’il  y aura  un  refle  pofitif. 

a°.  Dans  le  terme  fuivant , on  verra  de  même  que  — 3 
X furpafle  les  autres  grandeurs^  2»  x «-♦•i/'j-pxj», 

qui  ont  des  lignes  contraires,  en  concevant  — 3 x 
= — 3xn-i-i  x«-*-i7i  car  cnôtant-*-2»x^i>dc — 3 
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X W4-I  X n-^iy,  il  eft  dair  que  le  refte  ne fçauroit  être 

moindre  que  — d’oîi  ôtant  <^p  y ^ U doit  reflet 

une  grandeur  négative , p étant  fuppofé  moindre  que  » . 

3°.  Il  eft  évident  que  dans  le  terme  fuivant,  H-  3 x i yy 

furpaflc  — -n%yy\  Donc  chaque  terme  de  la  plus  haute  puif- 
lârile  de  »-t- i — furpaflè  les  autres, grandeurs  du  même 
terme  de  la  transformée,  qui  ont  des  lignes  contraires;  ainû 
les  termes  de  la  transformée  ont  les  mêmes  lignes  qu’ont 
les  termes  de  la  plus  haute  puiftance  de  1 — y ; par  con- 

fequent  tous  les  termes  de  la  plus  haute  puifTatKe  de 
— y , ayant  alternativement  -♦-  & — , tous  les  termes  de  la 
transformée  ont  les  mêmes  fignes  alternatifs  Ce 

qu’il  faloit  démontrer.  , - 

Il  eft  évident  que  ce  fera  la  même  démonftration , C — p 
eft  le  plus  grand  coéficient  négatif,  ou  fi  c’eft — y;  & qu’elle 
peut  de  plus  s' appliquer,  aux  équations  de  tous  les  degrés . 

Corollaires. 

T , _i 

XI  eft  clair  que  tous  les  termes  de  chaque  puiftance  de  «-♦- 1 

— y,  ayant  alternativement  -^  & — , les  coëficients  pofitifs 
qui  les  multiplient,  ne  changent  point  cette  alternative  dans 
les  termes  de  la  transformée,  il  n’y  a que  les  négatifs;  ainli 
les  ayant  fuppofés  tous  nêgatifiy  la  démonftration  convient 
à tous  les  cas.  ' , 

n.  "•  ' 

4g.  Dans  la  fuppefition  de  »-+-i  — la  fubflitufion  de 
«•♦•I  — y,  à la  place  de  ardans  la  propofée,  change  toutes 

■40.  les  racines  de  la  propofée;  * les  négatives  deviennent  po» 
fitives  dans  la  transformée  , & elles  font  même  augmen- 
tées chacune  de  la  grandeur  les  pofitives  delà  pro- 

pofée deviennent  négatives  dans  la  transformée , mais  elles 
font  diminuées  de  la  grandeur  pofitivc  1 , & elles  en 
font  tellement  diminuées,  qu’il  y a du  furplus  pofitiffiir 
chacune,  qui  les  rend  encore  pofitives  dans  la  transformées 
puifque  toutes  les  racines  en  font  pofitives  , tous  les  ter- 
mes ayant  alternativement 

ill. 

4 y.  D’où  il  fuit,  que  puifqu’ii  y a du  furplus  du  plus  grand 

cocficienc 
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coëficicnt  négatif  augmenté  de  lunité  fur  chaque  racine  pofi- 
tive  de  la  propofée  , il  faut  que  le  plus  grand  ccëficient  néga- 
tif de  la  propofée,  rendu  poiitif  & augmente  de  l’unité,  fur- 
paûè  toutes  les  racines  poûtives  de  la  propofée. 

IV. 

48 • Si  on  vouloit  trouver  unè  grandeur  qui  furpaflâtaufli  toutes 
les  racines  négatives  de  la  propofée , il  n’y  auroit  qu’à  chan- 
ger les  lignes  de  tous  les  ternies  pairs,  du  fécond,  du  quatriè- 
me , &C.  & alors  toutes  les  racines  négatives  étant  devenues 
pofitives  par  ce  changement , le  plus  grand  coéficient  négatif 
de  l’équation  ainfï  changée,  étant  rendu  pofîtif , & augmen- 
té de  l’unitc,  furpafferoit  toutes  les  racines  pofitivesde  l’équa- 
tion changée , c’efl  à dire  toutes  les  racines  négatives  de  la 
propofée, 

V. 

Si  le  premier  terme  d’une  équation  avoit  un  coéficient  dif- 
ferent de  l’unité  , comme  2x^  — zxx  3X  -♦«  6 = o,  il  fau- 
drait divifer  le  plus  grand  coéficient  négatif  — 2 , rendu  pofi- 
tif  Z,  par  le  coéficient  du  premier  terme  qui  eft  2 , & ajou- 
ter l’unité  au  quotient  1 , ce  qui  feit  2 , & fuppofêr  a — y 
z=  X.  11  faudroit  enfuite  fubftituer  2 — y , ôc  les  puifiances 
de  2 —-7 , à la  place  de  x & des  puifiances  de  ar , dans  la  pro- 
pofée, & l’on  auroit  la  transformée  27’  — loyy  ipy  — 20 
= O , dont  les  termes  ont  alternativement  -h  & — . 

La  démonfiration  cft  la  même  que  la  précedentej  car  fup- 
pofant  que  la  propofée  efl  ax^  — nxx  — px  — y = o , & 
que  « , par  exemple  , efl  le  plus  grand  coéficient  négatif , il 
£aut_^fuppofer  7 -t-  i — y = x,  0^,  ce  qui  efl  la  même  cho- 

fe , — y=  x;ôc  fubflituanr  ^ — y à la  place  de  x dans 

la  propofée  , on  trouvera  la  transformée  fuivante , 

ax'  y ix  ti’^axyy — af 

t-  y — nyy 

^px  •^py 

— î = — î 

& l’on  démontrera , comme  Font  a fait  ci-deflus , que  les  ter- 
mes de  cette  transformée  ont  alternativement  «h  & — . 

N 
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PROBLEME  VL 


4p.  7* R AN  s FORME  R Mue  é^UMtion  en  une  autre  qui  ait 
ces  deux  conditituu  ; i“  , que  le  czificient  du  troifiême  terme 
furpajft  le  quatre  de  la  moitié  du  coijicient  du  fécond  terme . 
2".  ^e  tous  les  termes  ayent  alteraativement  . 


Descartes  fë  fcrt  de  ce  Problème  pour  prépa- 
rer une  équation  du  fixicme  degré  à être  conftruite  par  la 
Geomctrie.  ^ 

Soit  l’équation  propofée  x‘  — ttx' fx*  — • qx^ rxx 

SX t — O. 


Pour  trouver  par  Analyfe  la  grandeur  propre  à former  la 
transformée  qu’on  cherche,  foie  cette  grandeur  égale  à l’in- 
determinée^.  ° 

Il  ûut  fuppofer  Z— y x=x,Sc  fubftituer  dans  la  propo- 
fce , î — _7  & tes  puiflanccs , à la  place  de  ;e  & de  tes  puif- 
tences,  & l’on  trouvera  la  transformée  fuivante. 


X» 

•— »x’ 
— î*’ 

•— TXX 
— -/X 
— / 


nz,  «4-  — ionz’jy  >4-  lonttji’.— 

•+*4?*’7  •— S/tt/y  r-lf' 

« «H// 


11  faut  prendre  la  moitié  du  cocfîcient  du  tecood  terme 
de  cette  transformée;  cette  moitié  cft  — l 
le  quarré  de  cette  moitié,  qulelt  9^^  — i «« du coefi- 

cientdu  troifiême  terme,  quicft-t-i5^^ — 5»^ pj  & l’on 

aura  le  refte  *4-  6^^  — — i b»  — p;  afin  que  ce  refte 

foit  pofitif , il  faut  que  -4-  6^^  furpafle  — 2/»?  — ^ nn — p. 

Pour  trouver  la  valeur  de  ^ qui  foit  telle  que  6^^  fur- 
— P ) 11  ^ut  auparavant  trouver  une 
valeur  de  z qui  foit  telle , que  6^^  foit  égale  à 2«a  -4-  ^ 
•4-p,  en  feignant  cette  équation  i4«  6^?  = 2»?  -4-  i »«  p , 
qui  donne  6zz  — i»e  = -^nn^mp,  Divilânt  chaque  membre 
par  6, 1 on  aura  zz  — 7 »« =~  ««  ■♦-  rp . Ajoutant  à chaque 
membre  yV  qui  eft  le  quarré  de  la  moitié  du  ccéfident , 
f « du  fécond  terme,  l’on  aura  zz  — 7 ^ 

^ i Pt  le  r"  membre  cft  un  quarré  qui  a pour  fa  racine 
K — i »>  ®luû  tirant  la  racine  quarréc  de  chaque  membre , 
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enagra  x, — &partranfpofition:^=|/» 

« qui  fa.it  voir  qu’en  fuppofant  ^ « 
•+> y/^nn^iPt  l’on  auroit  6:^^  = 2mi^  ^aa-^p. 

Aiofi  en  prenant  x.  plus  grande  que  ÿ 
le  rcfte  du  coeficient  du  troil^mc  terme  de  la  transformée , 
après  en  avoir  ôté  le  quarré  de  la  moitié  du  coeficient  du  fe- 
cond  terme,  fora  pofitif;  lequel  refte  eft  marqué  dans  la  trans- 
formée par  67X  — — T an — p.  L’on  a donc  déjà  ac- 

compli une  des  conditions  du  Problème. 

^ Pour  accomplir  l’autre , il  faut , fi  la  valeur  de  ^ qu’on 
vient  de  trouver  , ne  furpafiè  pas  le  plus  grand  coeficient  r.é- 
gatif  de  la  propofée  au  moins  d’une  unité  , augmenter  cette 
valeur  Julqu’à  ce  que  cela  arrive  .*  ce  qui  efl  poffible . 

Enfuite  après  avoir  mis  dans  z — 7 = x , la  valeur  de  . 
plus  grande,  i“,  que  j a ; 2*,  plusgrandeau 

moins  d’une  unité  que  le  plus  grand  coeficient  négatif  de  la  pro- 
pofée,  il  faut  fubfiituer  cette  valeur  moins/,  à la  place  der 
dans  la  propofée;  & l’on  trouvera  une  transformée , dont,  i®, 
le  coeficient  du  troificme  terme  furpaflera  le  quarré  delà  moi- 
tié du  coeficient  du  focond  terinîj  2*,  dont  les  termes  auront 
alternativement  ^ — . Ce  qui  étoit  propofé . 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de/  dans  la  transformée , 
en  la  fubftituant  dans  z — Jf—x;  comme  auflî  la  valeur  de  Xj 
on  aura  la  valeur  de  l’inconnue  * ; c’eft  à dire  on  aura  une  ra- 
cine de  la  propofée. 

PROBLEME  Vil 

J0‘ Lorsque  k premier  terme  eT une  équation  compof/e  s 
un  ceëjiciettt  different  de  funiré , la  transformer  enuneau^ 
tre  dont  le  premier  terme  n'ait  que  l'unité  pour  coeficient. 

Par  exemple  , transformer  réquation  ax^  — nxx  px 
— Ÿ = O t dont  le  premier  terme  a le  coeficient  a^  en  une 
autre  dont  le  premier  terme  n’ait  que  l’unité  pour  coeficient. 

1*.  Il  faut  fuppofor  l’inconnue  x de  la  propofée , égale  à une 
autre  inconnue / , divifée  par  le  coeficient  a du  premier  ter- 
me de  la  propofée  ; & l'on  aura  » = i*.  Il  fout  fubfti- 

tuer  & fes  puiflânees,  dans  la  propofée , à la  place  de  xôc 
de  fes  puiflânees  ; & l’on  aura  la  transformée  ^ 

N ij 
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H-  K — ^=o.  3°.  II  faut  ôîer  les  fradVions  de  cette  transfor- 
mée , & divil'cr  tous  les  termes  par  j & l’on  aura  la  trans- 
Ibrmée  — nyy  -t-  a^y  — aaq  ==  o,  dont  le  premier  terme 
n’a  pas  û’autre  ccëlicicnt  que  l’unité  , & qui  eft  la  transfor- 
mée qu’on  cherche. 

Si  l’on  trouve  la  valeur  de  y dans  la  transformée , en  la 
fubilituant  dans  ^ i , on  aura  la  valeur  de  linconnue  * de 
Lipropofée. 

Iuibre^é . 

L fuilît,  dans  la  pratique,  de  changer  l’inconnue  x de  la 
propofée  en  une  autre^  , d’ôter  le  coêficient  a du  premier  ter- 
me , & de  multiplier  le  troifiéine  terme  par  le  coêficient  a ; 
le  quatrième  par  le  quanc  aa  de  ce  coêficient  ; le  cinquième 
terme  par  le  cube  a*  de  ce  coêficient;  & ainfi  de  fuite.. 

PROBLEME  VIII. 

Jï-  P AIRE  en  forte  que  le  coêficient  de  quel  terme  on  voudra 
d'une  équation  , éT  Mme  , fi  l'on  veut  , le  dernier  terme ^ 
dev'ienne  une  grandeur  connue i c'ejï  à dire ^ tranformer  Véqua^ 
tion  en  une  autre  oà  tela  fe  trouve  . 

Pour  le  chercher  par  Analyfe  » foit  là  grandeur  connue 
foit  l’indeterminèe  ^ , qui  reprefente  la  quantité  propre  à faire 
en  forte  que  le  coêficient  de  quel  terme  on  voudra  d’une 
équation  , devienne  égal  à <»j  & foit  l’équation  propofée 
.T*  — nxx  — q = o. 

On  fuppofera  a?  = -|  ; on  fubftituera  f à là  place  de  at, 
darss  la  propofée;  & l’on  aura  la  transformée  y}  — n^yy 
pzzy  — qz^=o. 

Si  c’efl  le  coêficient  du  fécond  terme  qu’on  veuille  rendre 
égal  â a y on  fuppofera  nz  — a;  ce  qui  donnera  z = i • 
Sic’efUeccëficient  du  troifiéme  terme  qu’on  veuille  rendre 
égal  à on  fuppofera  pzz=^i  ce  qui  donnera  « = j . 

Si  c’efl:  le  dernier  terme , on  fuppofèra  qz^  = a ; ce  qui 
donnera  Z—Vj- 

On  changera  l’inconnue  x de  la  propofée  en  ^ & otj 
multipliera  le  fécond  terme  de  la  propofée  par  la  valeur 
de  Z i le  troifiéme  par  le  quarré  dé  cette  valeur  5 le  qua- 
trième par  le  cube  de  cette  valeur,  &c.  & l’on  aura  la  trans- 
formée qaon  cherche.  Ou  bien  on  fubfUtuera  la  valeur  de  ^ 
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dans  X = ^ ) & la  fubftitution  de  cette  valeur  de  x dans  la 
propofée , à la  place  de  x , donnera  la  transformée  qu*on  cher, 
che.  Ou  bien  enfin  on  fubftituera  la  valeur  de  ^ dans  la  trans- 
formée indéterminée  y — n^yjr  pizy  — = o,  & l’on 

aura  la  transformée  qu’on  demande. 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  de  y dans  la  transformée,  en 
la  fubftituant  dans  * = ^ » comme  auffi  la  valeur  de  l’on 
aura  la  valeur  de  x. 

PROBLEME  IX. 

JP  AIRE  en  forte  dans  ks  équations  numériques,  que  les  coêfi^ 
dents  des  termes  /oient  divifibles par  tel  nombre  qu'on  voudra  ice 
qui  ejl  quelquefois  commode  pour  faciliter  le  calcul  des  racines. 

X L faut  multiplier  par  la  méthode  de  la  quatrième  transfor- 
mation, chaque  racine  de  l’équation  propofée  , par  le  nom- 
bre , ou  par  le  produit  des  nombres  par  leiquels  on  veut  que 
les  coëficients  de  l’équation  fc  puUTentdivifer  ; & on  trouvera 
la  transformée  qu’on  cherche. 

Par  exemple , fi  l’on  propofe  de  faire  en  forte  que  le  coëfi- 
cient  du  troifiéme  terme  de  .r’  — 14X  — 55  = 0,  devien- 
ne divifible  par  2 , & le  dernier  terme  par  3 , on  multipliera 
chaque  racine  de  la  propofée  par  6 , produit  de  2 par  3 ; c’efl 
à dire,  après  avoir  changé  x cn^,  on  multipliera  le  troifiéme 
terme  par  35»  quarré  de  6;  le  quatrième  par  216,  cube  de  6; 
& l’on  aura  la  transformée  y — ^oyy  — I1880  = o,  qui  a 
les  conditions  qu’on  demande. 

PROBLEME  X.  . 

j3-Or£i?  toutes  les  fraUions  d'une  équation , dont  le  premier 
terme  n'a  pas  d'autre  ueficient  que  l'uniié,  de  maniéré  que  le 
f .emier  terme  de  la  transformée  n’ait  pas  aujft  d autre  défi- 
cient que  r unité. 

X L fout  multiplier  toutes  les  racines  de  la  propofée  par  le 
dénominateur  de  la  fraélion,  s’il  n’y  en  a qu’une,  ou  parle 
produit  de  tous  les  dcnoininutcurs  des  fradiions,  s’il  y en  a 
plufieurs  ; & l’on  aura  la  transformée  qu’on  demande , 

- Par  exemple,  pour  ô:er  les  fKidions  de  — f xx 
- — ’ = O,  on  prendra  le  produit  abc  de  cous  les  dénomina- 

N iij 
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tcurs  des  fractions , & on  fuppofrra  x=  i on  fubftituera 
^ dans  la  propose , à la  place  de  at  ; & apres  avoir  ôté  les 
fractions,  on  trouvera  la  transformée  y — aabccfy 

— t^ccq  = O , qui  n a point  de  frafüons , & dont  le  premier 
terme  n*a  pas  d’autre  coèHcient  que  l’unité . 

Qiiand  on  connoîtra  la  valeur  dej/,  en  la  fubftituant  dans 
K=-^p  à la  place  de  jf  » on  aura  la  valeur  de  x. 

PROBLEME  XL 

J 4*  Lors JL  y a dei  incommtnfurabkt  dans  Us  coèjicientt 

des  ttrmesaune  iquatsca , comme  dans  x’ — xxt^n  px qy'a. 

= O , Us  ôter  dam  plstfteurs  tas . 

I L faut  multiplier  les  racines  de  la  propofee  par  la  gra»- 
deur  incommenfurable  en  fuppofant  x=-^  ; & fubfH- 
tuant  enfuite  dans  la  propofée  , à la  place  de  x , on  trou- 
vera la  transformée  / — nyy^npy  — ««j =o,  qui  n’a  plus 
dlncommenfurables . 

De  meme  pour  ôter  les  incommenfurables  de  — sd^nm 
•^pxx^n — il  feut  multiplier  les  racines  par 

, en  ûippofant  x = ^ ; & fubftituant  ÿ-  dans  h ptopo- 

fée , à la  place  de  x , on  trouvera  la  transformée  y*  — nf 
npyy  — uqy  •s^nr  — o,  qui  n’à  plus  d’incommenfura- 
blés. 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  de  y dans  la  transformée  , 
on  trouvera  la  valeur  de  x , en  fubftituant  la  valeur  de^ 
dans  x — ^^  dans  le  premier  exemple  ; & dans  x — -^ 

V * 

dans  le  fccond  exemple. 

Remarque  eu  ton  difimgue  Us  cas  dans  kfquelt  on  peut  ôtee> 
Us  incommenfurables  par  cette  metbode. 

vû  * que  pour  multiplier  les  radnes  d’une  équation 
grandeur  donnée,  qu’on  fuppofe  dans  ce  Problème 
être  tjnc  incommenfurable  , il  fàloit  multiplier  le  fécond 
terme  par  l’incommenfurablc  donnée  j.  le  troifiéme  par  fon 
quarrê  i le  quatrième  par  fa  troiâénae  puiflânoe  ; & ainfl  dé 
friice. 
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D’oîi  il  fuit  que  pour  ôter  l’incommcnfurable  y'n  de  l'équa- 
tion, il  faut  que  v'n  fc  trouve  au  fécond,  quatrième,  fi. 
xiéme  terme  de  la  propofee,  & que  ne  fe  trouve  pdtit 
dars  les  autres  termes. 

Pour  ôter  l'incommenfurabley»;  il  faut  que  Vmi,  qui  cft 
le  quarré  de  y» , fe  trouve  au  fécond  terme  de  la  propofee; 
que  -i/n  Ce  trouve  au  troifiéme  terme;  quil  ny  ait  point  d m- 
commenfurable  au  quatrième  terme;  que i/«»  fc  trouve  au 
cinquième  terme,  ^«au  fixième;  & qu'il  n’y  ait  point  d’in- 
commenfurable  au  fêptiéme  terme;  & ainfi  de  fuite. 

D’où  il  efl  facile  de  Juger  comment  les  autres  incom- 
menfurables  1^»,  &c.  doivent  être  diôribuées  dans  les 
termes  d’une  équation,  afin  qu’on  les  puifleôter  par  cette 
méthode. 


PROBLEME  XII. 

- \ 

S 5 • P AIR  E évanouir  ie  pénultième  terme  ef une  équation  X*  «4-  pxx 
— qx  r =0 , dans  laquelle  le  feeond  terme  efl  évanoui. 

Jl  fout  fupppofcr  = J,  & fubftirlier  j dans  la  propofèe, 
à la  place  de  Xi  & apres  avoir  ôté  les  fiaClions,  &divifeles 
termes  par  r,on  aura  la  trans  formée — qf  '^pfjy  r* = o, 
où  le  pénultième  terme  efl  evanout . 

Quand  on  coonoîtra  la  valeur  de  d’dans  la  transformée, 
00  aura  la  valeur  de  a:  , en  mettant  la  valeur  de  y dans 


R E M A R QJJ  E. 

O N peut  mettre  dans  l’équation  fuppofee  Af=  y,  telle 
grandeur  connue  qu’on  voudra,  à la  place  de  ri  mais  alors 
le  premier  terme  de  la  transformée  aura  un  coëficient,  ou 
bien  la  transformée  aura  des  fraâions  : Mais  en  mettant 
le  dernier  terme  tout  connu  r dans;v=y,  la  transformée 
n’aura  pas  de  fraâions  , & le  premier  terme  n’aura  pas 
d’autre  coëficient  que  l’unité. 

On  peut  par  la  même  méthode,  quand  ce  n’eft  pas  le 
fécond  terme  qui  manque  dans  la  propofee,  mais  le  troi- 
fiéme, ou  le  quatrième,  &c.  foire  en  forte  que  le  terme 
également  éloigné  du  dernier  terme , manque  dans  la  trans* 
formée. 
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Enfin  quand  le  pénultième  terme  manque  dans  la  pro- 
pofee,  on  peut  par  la  même  méthode , faire  en  forte  que 
le  fécond  terme  foit  évanoui  dans  la  transformée. 

les  exemples  en  font  faciles  à faire  f fans  qu’il  ûjit  nei 
ccifaire  d’en  prolonger  ce  Traité. 


ANALYSE 
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ANALYSE  COMPOSÉE. 

O ü 

AN  ALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
■ les  Problèmes  qui  fc  réduifcnc  à des  équations 
compolces . 

livre  IV. 

Oi  ton  explique  la  réfolutmn  de!  èquationt  en  general^  c'ejl 
à dire  de  tous  les  degrés , hrfque  leurs  racines  font  corn- 
menfurables  ; la  maniéré  de  réduire  les  équatioru  compofées 
au  plus  fimple  degré  ; & ce  qui  regarde  les  équations  qui 
ont  des  racines  égales. 


SECTION  I. 

Où  ton  explique  la  rifoïuthn  des  équations  en  general, 
hrfque  leurs  racines  font  commenfurahles . 

PROBLEME  I. 

^ ROUVER  les  racines  tommenfuralles  d'une  équation  com* 
^ ' pofée  numérique  ou  littérale , de  quelque  degré  quelle  puiffe  etre , 
dont  xero  eji  le  fécond  memire,  hrfque  fon  premier  terme  na 
pas  d autre  ccéficient  que  l'unité  ; qu’il  dy  a dans  fes  termes  ni 
fraSlions , ni  incommenjurahles  ; & que  tous  les  termes  font  ho- 
mogènes hrfque  l'équation  ejl  littérale  . 

METHODE  GENERALE. 

1®.  TL  faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  ,donC 
X l’unité  & le  dernier  terme  lui-même,  font  toujours  du 

oombre , & éaire  tous  ces  divifeurs  de  fuite  & par  ordre, 

' 
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c cft  à dire , les  plus  /impies  les  premiers . 2".  II  faut  divifer 
l’équation  propo/ee  fucce/Tivemeot  par  l'inconnue  linéaire  de 
l’équation  moins  chacun  de  ces  divifeurs  du  dernier  terme, 
en  commençant  par  les  plus  /impies  , Aippo/è  qu’on  connoif- 
fc  par  les  fignes  qu’il  y a des  racines  pofitives  dans  l’équation . 

11  faut  enfuite  la  divi/êr  fucce/Tivement  par  l’inconnue  li- 
néaire plus  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme  , en  al- 
lant par  ordre  des  plus  /impies  aux  plus  compo/es , fuppofé 
qu’on  connoi/Te  par  les  lignes  qu’il  y a des  racines  négatives 
^ dans  l’équatioo . Le  premier  des  divifeurs  par  lequel  l’équa- 
^^•tion  /cra  divifée  fans  re/le , * contiendra  une  des  racines 
qu’on  cherche , qui  /èra  po/itive,  ft  dans  le  divi/èur  elle  e/l 
jointe  à l’inconnue  par  le  figne  — $ & négative,  fic’eft  par 
le  ligne  -4- . 3®.  Apres  avoir  trouvé  une  racine  de  l’équation , on 
connnuera  d’operer  de  la  même  maniéré  fur  le  quotient 
qu’on  aura  trouvé,  & /i  on  trouve  une  /êconde  racine,  on 
opérera  de  la  même  maniéré  fur  le  nouveau  quotient»^  ce 
que  l’on  continuera  ju/qu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  toutes  les  raci- 
nes de  l’équation  ; & on  les  trouvera  toutes  par  cette  métho- 
de, ü elles  font  toutes  commenfurables . 

Exemple  I. 

P ou  R trouver  les  racines  de  l’équation 
H- 24=0,  1*. , il  faut  chercher  tous  les  divifeurs  du  dernier 
terme , & l’on  trouvera  i,  2,  3, 4, 6, 8, 1 2, 24.  z®-  Il  ûut  faire 
les  équations  /impies  x — 1=0,  ar — 2 = 0,  * — 3 = 0, 

X — 4=0, X — 6=0,  X — 8=0,  X — 12  = 0, X — 24 
= O , dont  les  racines  font  pofitives , & contiennent  de  fuite 
tous  les  divi/êurs  du  dernier  terme,  .11  faut  faire  de  même 
leséquations /impies  Af-t-i=o,x-t"  2=0,  x-4-3=o,  &c. 
dont  les  racines  font  n^atives , <&  contiennent  les  mêmes  . 
divifeurs . 

S’il  n’y  avoit  que  des  racines  pofitives , leyiremieres  équa» 
tions  /impies  fufhroient  ; & les  dernieres  fufnroient  s’il  n’y  en 
avoit  que  de  négatives:  mais  il  faut  fefervir  des  unes  & des 
autres,  les  fignes  des  termes  de  l’équation  propofée  fâifant  voir 
qu’elle  contient  des  racines  pofitives  & négatives . 

11  faut  enfuite  divifer  l’équation  propofée  par  x — 1 = 0; 

& comme  l’on  trouve  un  re/le , & que  la  divifion  n’eft  pas 
exaéle,  on  c/l  afifuré  que  ^ 1 = o ne  contient  pas  une 
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racine  pofitive  de  la  propoféc , c’cft  à dire  que  i 0 eft  pa* 
une  racine  de  la  propofêe . 

Il  faut  la  divifet  par  «f-H  i =oj  Sc  comme  Ion  trouve 
un  relie  i x -<•  i = o ne  contient  pas  une  racine  négative 
de  l’équation  . Les  deux  divifeurs  x — r=.o,  x-*-  1=0. 
D^ayant  pas  fait  trouver  de  racines , il  faut  fe  fervir  par  ordre 
des  fulvans , en  commençant  par  x — 3=0:  mais  l’on 
trouve  que  la  propofêe  Ce  divilc  cxaélement  par  x — 2 = 0, 
& le  quotient  cil  xx  — ix  — iz=o.  Cela  fait  voir  que 
X — 2 = O contient  une  racine  pofitive»  qui  cil  •♦-2,  de 
l’équation  propofêe* 

3°.  Il  ne  faut  plus  divilêr  la  propofêe  » mais  feulement  le 
quotient  xx  — ix  ■ — jz  = 0 , non  par  les  divifeurs  x — i 
= O , 1 = O »qui  ont  donné  des  relies,  ( car  s’ils  étoient 

des  divifeurs  exafls  de  ce  quotient,  ils  le  lêroient  aufil  de  la 
propofêe,  ) mais  par  les  divilcurs  x — 2 = 0, x -♦-  2 = 0, 
& les  autres  fuivans  ; & l’on  trouve  qu’en  le  divifant  par 
X ' — 2 = 0,  parx-*-  2 =0,  parx — 3=0,  il  y a des 
relies  ; mais  qu’il  fc  divife  exaélement  par  x 3 = o , & le 
quotient  cil  x — 4 =op  ainfi  x H-  3.  = o , & x — 4 =0, 
contiennent  les  deux  autres  racines  de  la  propofêe,  qui  font  la 
négative  — 3 , & la  pofitive  4 . Et  l’équation  cil  rclbluc ; 
les  trois  racines  font  2 , — 3 , 4 . 

Exemple  IL 

Pour  trouver  les  racines  de  réquationx’  — 9xx*t>22x 
— 8 =0: 

1*.  Il  ^ut  chercher  tous  les  divilcurs  du  dernier  terme  , qid 
Ibnt  I,  2, 4,  S . 

2*.  II  faut  faire  les  feules  équations  fimplcs  x — r = o , 
X — 2 = 0,  X — 4 = 0,  X — 8=  0;  pareeque  les  lignes 
alternatifs  & — de  la  propolêc,  font  voir  qt;e  toutes  fes 
racines  lônt  pofîtives. 

Il  faut  divifcr  la  propofêe  fuccelïîvemcnt  par  ces  équations 
fimples , & l’on  trouve  que  x — 1=0,  x — 2 = 0,  don- 
nent des  relies  ; mais  que  la  divifion  fc  fait  exaélement  par 
X — 4 = 0;  & le  quotient  ell  XX — yx-*«2=o.  Cela  fait 
voir  que  4 ell  une  racine  de  la  propolêc. 

3°.  Il  faut  divifcr  lequoticntnon parx — 1 = 0, x. — 2 = 0, 
qui  ont  donné  des  relies , mais  par  x — 4=0,  x — 8=0, 

O ü 
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& la  divifloo  ne  pouvant  fe  faire  exaélement , le  quetlenc 
ou  l’équation  xx  — 5*:  2 = o,  n’a  pas  de  racines  com- 

menfurables  ; 

Si  l'on  veut  avoir  la  réfolution  entière  de  la  proposée  x^ 
. — 9XX  *4-  2 2X  — S = O,  dont  on  connoît  déjà  une  desra> 
cines , qui  efl  -h  4 , on  cherchera  les  deux  autres  en  refoh 
vant  l'cquatbn  xx  — 5X  -fc*  z = o,  qui  eft  du  fécond  degré. 
Il  faut  faire  plfer  le  dernier  ternie  dans  le  fécond  membre  , 
& l’on  aura  :if  AT — 5at  = — 2 ; ajouter  qui  eft  le  quarré 

de  la  moitié  du  coëficient  du  fécond  terme , à chaque  mem- 
bre, & l’on  aura  xx  — — 2 = -^^;  & enfin 

tirer  la  racine  quarrée  de  chaque  membre , & l’on  aura  x 
- — { — y' & par  tranfpofition  x = ouar  = |- 

, -t-  j 1 7i  dJe  l'on  aura  encore  x — \ — *7»®”  divifimt 

XX  — 5x  2 = o;  par  X — \ i ✓ 17  = o.  Et  la  pro-; 
poféc  fera  entièrement  réfbluc. 

Exemple  ■ IIL 

Pour  trouver  les  racines  de  — 34xx  — ^aax  6dah = 6 

— ibxx  •*“^abx  •^^aac 

— yxx  •*“6acx 

1°.  II  faut  chercher  tous  les  divifêurs  du  dernier  terme,  qui 
fonti.  3.  a.  aa.  34.  iaa.  éb-^^c. 

(ah  laah  ■+•  ^aac . 6aah  •*r  gaac . 

Les  équations  fimples  qui  doivent  fervir  de  divîfcurs 
pour  les  racines  pofitives , font  x — i=ax  — 3 = 0. 
X — a = O.  X — aa  = O.  x — 3«  = o,  &c.  Pour  les 
racines  négatives,  at-*-  i = a.  x 3 = o,  x-4-o  =0. 
x-»-<ïa  = o.  x-»-3«=o,  &c. 

En  faifant  la  divifion  de  la  propofée  par  x — r = a > 
*•+•1  = 0.  X — 3 = 0.  x-^  3=0.  X — 4=0 , on 
trouve  des  reftes  ; mais  divifânt  la  propofée  par  x -4-  4 = o, 
la  divifion  eft  exaâe,  & le  quotient  eft  xxi  — 34x«4*  ftab—o, 

2ix  •4“  ^4f 

, —y ^ 

Ainfi  X H-  4 :;=  O contient  une  racine  négative  de  la  propofée, 
qui  eft  — 4. 

3®.  Continuant  de  divifèr  ce  quotient , qui  ne  contient  que 
des  racines  pofitives  , comme  l;s  lignes  alternatifs  -♦-  & — 
k font  voir,  par  les  fêuls  divifêurs  des  racines  pofitives  , en 
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paflànt  ceux  qui  ont  déjà  donné  des  rcftes , 00  trouve  que  la 
divifion  fe  fait  exadlement  par  — 34  = o,  & que  le  quo- 
tient eft  AT  — 2b  — 3c  = o;  ainfi  -t-  3a,  & -♦-  -h  ic  font 
les  deux  autres  racines  de  la  propofée , qui  font  pofitivcs  : & 
la  propofée  eft  refolue. 

Ces  exemples  fuffifent  pour  faire  concevoir  clairen^t  la 
méthode  du  premier  Problème  , dont  la  demondratKxi  eft 
évidente  par  la  formation  des  équations  compofées. 

Corollaires. 

T ^ . 

J 7.  J_jOR  s QU  E l’inconnue  n’eft  pas  linéaire  dans  le  pénultième 

terme , mais  regardant  la  puiflancc  de  l'inconnue  qui  eft  dans 

ce  pénultième  terme  comme  linéaire  , les  autres  termes  , 

excepté  le  dernier  , en  contiennent  les  puiflânees  exaéles , 

comme  dans  l’équation  x*  aax*  — a*xx  — <**  =0. 

...  2CC  C*  — 2H*CC 

— aac*. 

Dans  ce  cas  il  ne  faut  pas  prendre  dans  les  équation»  fimples 
qui  doivent  être  les  divifeurs  de  la  propofée,  l’inconnue  li- 
néaire , mais  la  puiCfance  de  l’inconnue  qui  eft  dans  le  pé- 
nultième terme. 

Dans  cet  exemple , où  les  divilëurs  du  dernier  terme  font 
1 . a . aa.  ce  , &c.  les  équations  dniples  qui  doivent 
fervirdedivifours  feront  xx — 1=0,  xx  — a = o,xx — aa 
— o^xx  — aa  — ff  = O , &c.  En  fâifant  la  divifion  de  la 
propofée  par  xx — aa  — ce  — o , on  trouve  qu’elle  fe  fait 
fans  relie  i ainfi  aa-^^  cc  cit  une  racine  pofitive  de  la  pro- 
pofée,  & le  quotient  x*  ■+•  zaaxx  o , contient  les 

— ce  ■+“  aaec 

deux  autres  racines  qui  font  incommcnfurables- 

En  refolvant  ce  quotient  , qui  eft  une  équation  du  fécond 
degré,  on  trouvera  que  les  deux  autres  racines  font  4-  — cia 

i cv^cc  — 8aa,  ÔC  cc  — aa  — i c /rr  — 8m  . 

II. 

J 8.  Au  lieu  de  faire  la  divifion  de  la  propofée  par  rincoonuc 
. — ou  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme  , on  peut 

fobftituer  fucceflîvement  dans  la  propofée,  chacun  des  divi- 
fcurs  du  dernier  terme  & fes  puiifances,  à la  place  de  l’in- 
connue & de  fes  puifliinccs  ; celui  des  divifeurs  dont  la  fubfti- 

O iij 


Digitized  by  Google 


iio  Analyse  démontré' e. 

tution  fera  que  tous  les  termes  fe  détruiront  par  Icsfignes  coq- 

* J J- traire  s , * fera  une  des  racines  de  l'équation:  & lesdivifeurs 

dont  la  fubflitution  ne  fera  pas  détruire  tous  les  termes  par 
des  lignes  contraires , ne  feront  pas  les  racines  de  l'équation: 
ceux  de  ces  divifeurs  du  dernier  terme  qui  étant  fubUitue^ 
dans  la  propolee  avec  le  ligne  , feront  détruire  tous  les  ter* 

* J J.' mes  de  réquation,  * lëront  les  racines  politives:  ceux  qui 

étant  fublUtuez  avec  le  ligne  — , feront  détruire  tous  les  ter- 

* 3 3. mes  de  la  propofée , * feront  les  racines  négatives.. 

En  fubftituant  par  ordre  dans  le  premier  exemple  — jxr 
— lOAf  -*-24  = 0,  les  divifeurs  du  dernier  terme  i,  2, 
3,  &c.  ou  — r,  -T-  2,  — 3,  &c.  on  trouve  que  la  fubftitu- 
tion  de  i,  & de  — i,  ne  fait  pas  détruire  les  termes;  mais 
la  fubAitution  de  -t-  2 à la  place  de  x,  donne  — 12  — 2a 
24,  dont  tous  les  termes  fc  détruifent  ainli  a eft  une 
racine  politive  de  la  propofée.. 

On  abaiflera  enfuite  la  propofée^ en  la  divilànt  par  ar  — z 
= o;  & l’on  trouvera  le  quotient  xx  — — ix=  o,  qui 

contient  les.  deux  autres  racines  de  la  propofée  >.  & fubAituanC 
dans  ce  quotient,  non  les  divifeurs  h-  i , — t,  qui  n’ont  pas 
l&it  évanouir  tous  les  termes  de  la  propofée  , mais  les  autres 
H- 2,  — 2 J , — 3 , &c.  l’on  trouve  que  la  fubAitution 
de  — 3 fait  détruire  tous  les  termes ,.  les  rendant  égaux  à ze- 
ro , ainli  — 3 eA  une  racine  négative  de  l’équation  propofée  . 

Divifant  le  quotient  xx — ix  — 12  = 0,:  par  3 ==  o^ 
l’on  trouve  le  quotient  juAe  x — ^ = o , qui  lait  voir  que. 
-f*  4 eA  la  troiûérae  racine  de  la  propofée . 

lia  démonAration  de  ce  Corollaire  cA  évidente  31». 

m. 

Le  coêficient  du  fécond  terme  d’une  équation  compolée- 
contenant  les  racines  de  l'équation  , il  eA  évident  que  les  di< 

' vifeurs  du  dernier  terme  ,.  qui  ont  plus  de  dimenüons  que  le 
coêficient  du  fécond  terme , font  inutiles,  & qulls  ne  peuvent 
fervir  pour  former  les  équations  linéaires  qui  peuvent  exaéle- 
ment  divifer  la  propolee  ; ainfi  dans  le  troifiéme  exemple , où 
le  coëAcient  dii  fécond  terme  eA  linéaire , les  divifeurs  du  der< 
nier  terme  qui  ont  plus  d’une  dimcnflon,.  font  inutiles,.  & ne 
peuvent  être  les  racines  de  l'équation . 

Dans  les  équations  numériques  , s’il  y avoit  des  divifeurs. 
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qui  furpflTaflcnt  le  plus  grand  coëficient  négatif  augmenté 
de  l'unité,  ils  fcrcnent  inutiles  pour  trouver  les  racines  pofi. 
tivcs , étant  plus  grands  que  les  racines  politivcs . * «^7 

IV. 

Lorsque  la  metliode  du  Problème  fait  trouver  quelques 
racines,  mais  non  pas  toutes,  il  eft  évident  que  l’équation 
contient  des  racines  commenfurables , qui  font  celles  que 
fait  trouver  la  méthode;  & d’autres  incrmmenfurables , qui 
font  celles  qu’on  ne  peut  pas  trouver  par  la  méthode  : Et  fi 
l’on  n’en  peut  trouver  aucune  par  le  Problème , elles  font 
toutes  incommenfurables.  * *}<ç, 

V. 

H y a des  cas  oh  quand  même  l’équation  compofée  con« 
tiendroit  des  incommenfurables  , on  ne  laifleroit  p:is  d’en 
trouver  les  racines  par  la  méthode  generale  ; il  faut  dans  ces 
cas  que  la  grandeur  incommenfurable  foir  un  divifeur  exaci 
du  dernier  terme  de  l’équation,  ou  qu’elle  foit  unepartied’un 
divilëur  exaél  du  dernier  terme , comme  dans  cet  exemple  ; 

fc’ hxx  lib^  =0 

— xxy/ab^lbb — Sbb^âi-^  ^bb 

La  grandeur  — 3/  •^•y/âb^  3^t , eft  un  divifour  exaâ  du  der- 
nier terme.  En  divifant  la  propofée  par  -4-  3^  — 

= 0,  ladivifioncft  exaéle,  & l’on  trouve  le  quotient  — ibx 
•*-6ié=o;  ainfi  — ^h^^ab-*-^bb , eft  une  racine  de  la 
propolée , & le  quotient  contient  les  deux  autres  racines  , 
qui  font  imaginaires  , l’une  étant  b — ^bf]  & l’autre 
i — — jW, 

VI. 

Lorfqu’une  équation  compofoe  eft  le  produit  d’autres  équa- 
tions compo/ées  d’un  moindre  degré  que  la  propofée,  & qu’il 
y en  a quelqu’une  parmi  ces  dernieres  qui  n’a  que  le  premier 
& le  dernier  terme , comme  xx — aa—o,x^  — à>  — o,  &c. 

& que  ce  dernier  terme  — aa  f ou  — 4’  eft  une  grandeur 
commenfurable , on  peut  trouver  par  la  méthode  generale 
ces  équations  d’un  naoindre  degré , qui  n’ont  que  le  premier  Ô9 
le  dernier  terme. 

Par  exemple  , on  veut  refoudre  l’équation  — ihx’ 

— aaxx  laaèx  — ^aabb—o^  les  divifeurs  du  dernier 
\bbxx 
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terme  font  i . a .h . ah.  aa.bb.  aah . abb . aabb . On  trouve 
qu’en  divifant  la  propofée  par  les  équations  x — i =o, 
— a=-o  fX^a  = o y X — & = o,  x^*“i-=Og 
la  divifion  n’efl:  pas  exaiîle. 

II  faut  voir  enfuite  fi  la  propofée  ne  peut  point  être  divi- 
Ice  par  xx  — afr  = o,  xx’^ab  = o,  xx  — aa=:o‘,  & l’on 
trouve  qu’elle  fe  divife  exaflement  par  xx  — aa  ■=  o -,  &C 
que  le  quotient  cft  xx — 2bx•*^•/^bb  = o : Ainfi;v;if- — aa=o 
efi  une  des  équations  dont  la  propofée  efi  le  produit , & 
& l’autre  cft  le  quotient  xx  — 2bx  H-  4/é  = 0 . 

En  refolvant  xx — = on  trouve  xx  = aat  x=v'aa^ 
& Af  = — i^aa,  qui  font  deux  racines  de  la  propofée. 

Le  quotient  xx  — 2bx  ^ ^hb  — o,  contient  les  deux  au« 
très  racines  fc  -v* y/ — ^hh — 3W,  qui  font  ima- 

ginaires. 

PROBLEME  IL 

59  J ORS^'UNE  équation  compofée , de  quelque  depéqdeU 

le  puijje  etret  a un  ccêfcient  different  de  l'unité  dans  f on  premier 
terme i quelle  n'a  nifraéfhns,  ni  incommenfurailes i trouver 
toutes  les  racines  commenfurables  qu'elle  peut  avoir . 

METHODE  GENERALE. 

ï».  Jl  faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  coeficient  du  pre- 
mier terme,  & tous  les  divifeurs  du  dernier  terme;  & après 
avoir  multiplié  tous  les  divifeurs  du  pnemier  terme  par  l’in- 
connue linéaire , il  faut  faire  des  équations  fimples  de  ces 
produits,  & de  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme,  met- 
tant le  figne  — devant  chacun  de  ces  divifeurs  du  dernier 
terme,  pour  trouver  les  racines  pofitives  de  la  propofée; 
& pour  trouver  les  négatives. 

2®.  Il  faut  divifer  la  propofée  fucceflivement  par  ces  équa- 
tions fimples , jufqu’à  ce  qu’on  en  trouve  une  qui  fafie  la 
divifion  fans  refte  : Elle  contiendra  une  des  racines  de  la 
propofée. 

3®.  Il  faut  continuer  l’operation  fur  le  quotient,  jufqu’à  ce 
qu’on  trouve  une  féconde  racine  de  la  propofée , & faire  la 
même  operation  fur  le  quotient  que  fera  trouver  cette  fé- 
condé racine. 

. ^ 
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En  continuant  cette  operation  > on  trouvera  toutes  les  raci- 
nes de  la  propofée , fi  elles  font  cotnmenfurables. 

S’il  fe  trouve  des  quotiens  dont  on  ne  puilTe  trouver  les  ra- 
cines par  cette  méthode  > la  propofée  aura  des  racines  incom- 
menfurables , qui  font  celles  de  ces  quotiens . Et  fi  l’on  ne  pou- 
voir trouver  aucune  racine  de  la  propofée  par  cette  méthode, 
elles  feroient  toutes  incommenfurables . 

Exemple.  . . 

#-'oüR  trouver  les  racines  de  h— 

"*■  —biccKX  wt»i»akifx 

— likcfxxtif  jk*cx 

ï*  , tous  les  divUêurs  du  coèficient  cef  du  premier  terme  font 
1.  c.cc.f.cf.  ccf.  Tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  "^aab* 
fonti.  J.  a,  3<i.  aa.  ^aa.  b.  3^.  ab.  %ab.  aab.  ^aab.  bb.  ibb^ 
&c.  Tous  les  produits  des  divifeurs  du  coeficient  du  premier 
terme  par  l’inconnue  r,  fontjr.  c>e.  ccx.  fx.  (fx.  cefx.  Les 
équations  fimples  par  leiquelles  il  faut  divifer  la  propofée 
)qui  n’a  que  des  radnes  pofitives  , comme  les  fignes  alterna- 
tif -H  & — le  font  voir,  font  x — 1 = 0,*  — 3 =OfX — a 
= 0,  X — ■ 3/*  = O , &c.  ex  — 1=0, ex — 3 = 0, ex — a 
= O,  fx  — ^a  — o,ex  — aa  — o,  &c.  eex  — 1=0,  eex 
— 3 = O,  &c.  fx  — I =0 , fx — 3 = 0,  &c.  & ainfi  de  fuite. 

' Si  la  propofée  avoit  des  racines  négatives , il  faudroit  enco- 
re faire  les  équations  fimples  fl?-*-i=o,  x-4-3  = o,  &c, 
1 = 0,  «■*»3  = 0,  &c.ffx"t“  1=0,  eex*^  3—0»  &C. 
& ainfi  de  fuite.  I 

2°.  Il  faut  divifer  la  propofée  par  ces  équations  fimples,  & 
l’on  trouve  que  ex  — 44  = o , foit  la  divifion  fans  refte  j & 
que  le  quotient  eft  efxx  — ibbfx  3^+  =:  o.  Ainfi  ex  - — aa 
— bbex 

= O,  contient  une  radne  de  la  propofée  qui  eft  x = “• 

3®.  Il  faut  continuer  la  même  operation  fur  le  quotient  j 
mais  il  ne  faut  fe  fervir  que  des  équations  fimples,  dont  le 
premier  terme  eft  le  produit  d’un  des  divifeurs  du  coëficienc 
</  du  premier  terme  du  quotient  par  x , & dont  le  fécond 
terme  eft  un  des  divifeurs  du  dernier  terme  ^b*  du  quotient  , 
ôc  paffer  toutes  les  autres  comme  inutiles,  comme  auffi  celles 
qui  ont  donné  des  reftes  dans  la  première  operation  ; & l’on 
trouvera  que  le  quotient  efxx — ^bbfx  •+-  36+  = o,  fc  divifê 

' — bbex  P 
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exaétement  par  /x  — W = o,  & que  le  quotient  qui  en  vient 
eft  O.  Ainfi  l’on  a les  deux  autres  racines  de  la 

propofée , qui  font  x = y,  ôc  x — ^. 

La  démon(hation  de  ce  Problème  ell  évidente  par  la  for- 
mation -des  équations  compoféeS|  dont  le  prenüer  terme  a un 
•i7,cocficient  different  de  lumté . * 

Avertissement. 

On  verra  Tulage  du  fécond  Problème  dans  la  fuite,  lorf- 
qu'on  enlêignera  à abaiffer  une  équation  compofée  au  plusHna* 
pie  degré  ; ÔC  l’on  voit  afièz  qu’il  fert  à trouver  les  racines  des 
équations  cotnpofecs  qui  ont  des  fra£Uons , loriqu’on  ne  veut 
pas  prendre  la  peine  de  les  transformer  en  d’autres  qui  n’ayent 
que  Tunité  pour  le  coëficient  du  premier  terme. 


SECTION  II. 

Où  l'oa  expbque  Vautres  méthodes  pour  refondre  Je  prem'ter. 
^ k feeostd  Prehïesae , qui  ahregmt  fouvent 
les  operations, 

PREMIERE  METHODE. 

^0,1^ TL  faut  partager  toutes  les  grandeurs  de  l’équation  en 
J[_  deux  fommes  , & chercher  par  la  méthode  qu’on  a 
donnée  pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  , un 
divifeur  commun  à ces  deux  ibmmes  : ü ce  divi/êur  com- 
mun contient  l’inconnue  linéaire  , il  contient  neceilkirement 
une  racine  de  l’équation  ; & l’équation  étant  divifée  par  ce 
divifeur  commun , le  quotient  contiendra  les  autres  racines , 
qu’on  cherchera  de  la  même  manière . 

2*.  Si  ce  divifeur  commun  contient  diflfcrentes  puiflànces 
de  l’inconnue  , il  faut  divifer  l’équation  propofée  par  ce  divi- 
feur commun;  & lî  le  quotient  exaft,  qui  en  viendra  nccef» 
fâirement  , contient  l’inconnue  linéaire  , ce  quotient  con- 
tiendra une  des  racines  de  la  pn^fée , & le  divifeur  com- 
mun contiendra  les  autres.  Si  ce  quotient  contient  differen- 
tes  puiflànces  de  Tmoonnue  , on  eft  afluré  que  ce  quotient 
& le  divifeur  commun , font  deux  équations  dont  la  propo- 
fée eff  le  produit:  On  opérera  fur  chacune  comme  l’on  a 


Digitized  by  Google 


Livre  IV.  m5 

fait  Air  la  propofte;  c’cft  à dire , on  partagera  le  divifeur  com- 
mun en  deux  Tommes,  dont  on  cherchera  le  diviTeur  commun; 
ëc  on  partagera  de  mêtne  le  quotient  en  deux  Tbmnaes , donc 
on  cherchera  lcdivilèur  commun^  &c.  Et  en  continuant  d opé- 
rer de  cette  maniéré,  fi  Ton  arrive  à un  divilèur  commun,  ou  à 
un  quotient  exaél,  oh  l’inconnue  foit  linéaire,  il  contiendra  une 
racine  de  la  propose;  & on  les  trouvera  toutes  les  unes  après 
les  autres,  fi  elles  font  commenfurables  . 

3*.  Pour  obferver  de  l’ordre  dans  ce  partage  de  toutes  les 
grandeurs  d’une  équation  en  deux  Tommes , on  mettra  dans 
une  des  deux  Ibmnvs  toutes  les  quantités  de  l'équation  oh  Te 
trouve  une  même  lettre,  & toutes  les  autres  dans  l’autre.  £tfi 
cela  ne  rêuflfit  pas,  on  mettra  dans  une  des  fbmmes  les  gran- 
deurs de  l’équation , oh  une  même  lettre  a un  même  nombre 
de  dimenfions , & les  autres  dans  la  Teconde  Comme  : ou  bien 
on  mettra  dans  la  première  (bmme  les  grandeurs  oh  font  deux 
lettres  difièrentes,  & les  autres  dans  la  Teconde,  &c. 

• 4°.  Quand  on  a fiiic  lepartam  de  l’équat'ioa  en  deux  Ibm- 
mes , on  peut  chercher  le  divilcur  commun  de  la  propoTée  & 
de  l’une  des  deux  Ibmmes,  au  lieu  de  chercher  celui  des  deux 
fbmmes. 

* ^ 
Exemple  I. 

R trouver  les  racines 

>—  txx  i*ex  (4a  }xic 

t^ixx  ^xsix 
•—te* 

1*,  il  feue  partager  toutes  les  tmantités  de  l’équation  en  deux 
femmes  , on  mettra  toutes  celles  oh  fe  trouve  c dans  l’une , ëc 
les  autres  dans  l’autre  Tomme  ; & l’on  aura 
X*  — xaxx  — jaax  — ^aab  Et  — exx  lacx  ^abc 
■+■  hxx  — labx  — bcx 

La  Teconde  Tomme  contenant  r dans  toutes  fes  grandeurs,  il 
faut  la  diviTer  par  — r,&  l’onaura  pour  la  Icconde  xx  — lax 

hx 

— 3<j^ . Il  faut  divHèr  la  première  pat  cette  Teconde  , & l’on 
trouvera  que  la  divilîon  Te  feit  exaélement  i ainfi  cette  lêcon- 
de  femme  ed  un  divifeur  commun,  de  la  première  & de  la  fe> 
conde  Tomme  , & par  confequent  de  la  propofte.* 

Z*.  Ce  divifeur  commun  xx  — lax  — ^ai  = o,  étant 

H!*  Ix'  P i j 
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une  équation  compofée  , & non  pas  linéaire , il  faut  divifcr 
ia  propolee  par  ce  divifeur  commun  , & l’on  trouvera  pour 
quotient  cxafl  l’équation  linéaire  — c -=o,  qui  con- 

tient une  racine  de  la  propofée  qui  eft  ac  = — a-^c  . Le  di- 
vifeur  conunun  xx  — ^ax  — = o , contient  les  deux 

autres  racines  de  la  propolee. 

Pour  les  trouver , on  partagera  xx  — — ^ab—  o en 

bx 

deux  fommes , mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où 
ell  fr,  & les  autres  dans  la  fécondé  ; & l’on  aura  bx  — 34Â, 
& *x  — ^ax.  Divifant  la  première  par  fr,  & la  fécondé  par  x, 
elles  feront  réduites  à — 34  = o , ar — 34= o , qui  étant 
la  même  grandeur , ont  pour  divilêur  commun  x — 34  = 0, 
qui  ell  neceflàirement  un  divifeur  exaâ  de  la  propofée;  & 
étant  linéaire  y il  contient  une  fécondé  racine  de  la  propofée, 
qui  ell  x = 34. 

On  divifera  xx  — ^ax — lab  = o,  qui  contient  les  deux 
^bx 

demieres  racines  de  la  propofée  , par  l’équation  linéaire 
X — 34  = 0,  qui  contient  l’une  de  ces  racines;  & le  quotient 
x<^b—Oy  contiendra  la  derniere  racine , qui  ell  * = — & , 

Exemple  II. 

Pour  trouver  les  racines  de  l’équation 

*♦*— I — t gü*W 

•— t ti/mitntic 

'-'fi  ►4*10»S 

t¥d 

^de 

•H  tbb  • — ibbe 
, •—  jW  *44  ibci 

i',  il  faut  partager  toutes  les  quantités  de  l’équation  en  deux 
fommes  ; on  peut  mettre  dans  la  première  toutes  les  quaa- 
tité-s  où  font  les  deux  lettres  h^dyS/L  toutes  les  autres  dans 
^ féconde;  & l'on  aura 

•—  yS*'  losbxx  H4  I fxxbx  ►—  I tsabb 
' ►— —t^xbe  H*itmbbc  . - „ . 

^$be  ^jMxd  i^ÿxxbd  Et  x'— ^ 3*««* 

►—A  ^%xcd  —%xb(d  H4j4«XAr 

t^6bb  — 114W 

^ibd  t^bxbi  *" 

• 9^sbtJ 


I 
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La  fécondé  peut  être  divifée  par  jrr  j & feifant  la  divifion  j 
l’on  trouve  pour  la  féconde  xx — tax  — ^aa 

— ex  •^^ac 

Il  faut  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  pre- 
miere  fomme  & de  cette  féconde  (bmtnc  , & l’on  trouve 
que  XX  — lax — 3^4  = 0,  efl:  elle  • même  le  plus  grand 
‘ — ex  lac, 

divifeur  commun . 

' 2®.  Il  faut  divifer  la  propofée  par  ce  divifeur  commun , & 
l’on  trouve  le  quotient  exadt  xx  — ^bx  6bb  =o‘,  on  eft 
' dx  — ■ %bd 

alTuré  que  la  propofée  eft  le  produit  de  ces  deux  équations 

xx—^iax — 344  = 0)  XX- — ^bx  -*-6^=0, 

— ex  A-dx  — • ^bd 

Il  feut  chercher  feparénient  les  racines  de  chacune , de  la  mê- 
me maniéré  qu’on  a cherché  celles  de  la  propofée;  c’eft  à dire , 
il  faut  partager  la  première  en  deux  fommes , en  mettant  dans 
la  première  les  grandeurs  où  fe  trouve  la  lettre  ^ & les  autres 
dans  la  fécondé;  & l’on  trouve 

— cx^^ACf  Et  XX — lax  — 344. 

Divifant  la  première  par  — c , l’on  trouve  x — • 34 , qui  eft 
un  divi/ëur  commun  de  la  première  & de  la  fécondé;  par 
confequent  x — 34  = o,  contient  une  racine  de  l’équation 
fcx  — ^ax — 344  =0;  & par  confequent  une  racine  delà 
^ — ex  34c 

propofce,qui  eftx  = 34.En divifant  xx — lax — 344=0, 

— ex  •**^ac 

par  X — 34^= o,  le  quotient  x-^  a — c = o , contient  une 
autre  racine. 

r 11  faut  à prelcnt  trouver  les  racines  de  xx  — $bx  6bb 

dx  ' — ibd 

= 0 ; pour  cela  on  partagera  cette  équation  en  deux  fommes, 
mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où  fe  trouve  </,  & les 
autres  dans  la  fécondé  ; & l’on  aura 
; •^Fdx — 3W,  Et  XX  — ^bx-^Cbb. 

On  divifera  la  première  par  & l’on  aura  x — 3&  , qui  eft 
un  divifeur  de  la  fécondé  xx  — ^bx  6bb  . Ainfi  x — 3& 
=0  ) contient  une  racine  de  xx  — 5&X  6bb  = o . Divi- 

dx  — ibd  \ 

fant  cette  équation  par  x — * 3^  = o,  l’on  trouvera  le  quo- 

P iij 
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tient  X — IJ»  -♦-</==  O,  qui  contient  l’autre  racine  ; & Ton  a 
les  quatre  racines  de  la  propoTée. 

Dimonftration  de  cettt  méthode  . 

L L E dépend  de  cet  axiome,  qu’un  divilêur  commun  aux 
deux  parties  d’un  tout , cft  divifeur  du  touti.  & qu’un  divi- 
feur  commun  de  tout  & d’une  partie,  e(l  divifeur  de  l’autre 
partie  ^ 

Les  équations  faites  de  l'inconnue  de  l’équation  propofée 
& de  quelques-unes  des  grandeurs  connues  de  la  propofée  , 
quand  elles  font  des  divifeurs  exaéls  de  la  propofée , con- 
tiennent les  racines  de  la  propolèe . Or  il  eft  évident  pac 
l’axiome  précèdent  * qu’on  trouve  par  la  méthode  ces  équa- 
tions qui  divifent  exaéhement  la  propolee;  on  trouve  donc 
par  la  méthode  les  racines  de  la  propofée;  oh  quand  elles 
n’en  ont  pas  de  commenfurables on  trouve  les  équations 
plus  Cmples  que  la  propofée  , qui  contiennent  ces  racines , 
quand  elle  elî  le  produit  d’autres,  équations  plus  llmples. 
commenfurables . 

Aoplication  de  la  mime  méthode  au  fécond  Problème. 

Pour  trouver  les  racines  de  «<•/*’— 

^iieexx 

' — jii*cx 

i*,on  partagera  l’équation  en  deuxibmmes,  mettant  dana 
la  première  toutes  les  grandeurs  où.  fe  trouve  & les  autres, 
dans  la  féconde;  ôc  l’on  aura 

— bbecxx  ^aaibex — 2^ab* 

— ibbcfxx^^aeAbfx  Et  C(fx>  •^  aâefxx- 

•4"  ^b*cx 

Dîvifant  la  première  par  — hb  ^ Sc  lalcoondepar  efxx  ^ on. 
aura  ccxx — aacx^i  aabb 

•^yfxK — ^aafx  Et  c* — aek 

— -^bbtx 

On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun  ,,  & on  trou» 
vera  que  cx  — <*<»=:  o,  eftle  plus  grand  divifeur  commun 
par  confequent  ex — 44=0.  contient  une  racine  de  la  pro. 
pofée,  quteft  . 

Ondivifera  la  propofée  par  cat — 44  =lo>.  & l’on  aura 
le  quotient  cfxx  — ibb^x  -4-  ^b*  = o ^ qui  contient  les  deux 
— “ bbcx.. 
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autres  racines  de  la  propofèe  . On  le  partagera  en  deux 
fommcs,  mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où  cft/, 

& les  autres  dans  la  fécondé  ; & l'on  aura 

cfxx  — Et  — bbex-^ib*. 

Divifant  la  première  par  fxy  ôc  la  fécondé  par  — bb,  Pon  - 
aura  ex  — jW»,  Et  ex — Ces  deux  femmes  conte- 
nant les  mêmes  grandeurs , cnacune  cft  leur  divifeur  com- 
muni  par  confequent  ex-^  ^bb  — o , contient  une  fécondé 
racine  de  la  propofée,  tjui  cft  ar  = -4^. 

Enfin  divifant  efxx — ÿybfx  3 &* = o , par  ex  — ibb=o, 

• — ébex 

on  trouvera  pour  quotient  fx  — bi  = o,  qui  contient  la 
troifiéme  racine  de  la  propolce,  qui  eft  * = -y^. 

La  démonftration  cft  la  même. 

R £ M A R Q^ü  E S. 

I. 

'([3  N pourroit  propofer  la  même  méthode  de  cette  autre  ma- 
niéré. il  faut  fuppofêr  toutes  les  grandeurs  de  l’équation  pro- 
poféc  où  fe  trouve  une  même  lettre,  ou  deux  lettres  differen- 
tes, égales  à zéro,  en  fuppofant  que  cette  lettre,  ou  chacune 
de  ces  lettres,  cft  égale  à zéro,  & feindre  une  équation  de 
toutes  ces  grandeurs;  & H l’on  veut  une  autre  de  toutes  les 
autres  grandeurs  de  l’équation  , & chercher  un  divi/êur 
commun  à ces  deux  équations  ; ou  bien  ( fi  Pon  veut ) chercher 
un  divifeur  commun  à la  propofée,  & à Pu  ne  de  ces  deux 
équations,  & faire  le  refte  de  l’operation  marquée  dans  la 
méthode. 

H. 

Lorfque  toutes  les  racines  d’une  équation  compofée  font 
incommenfurables , & qu'elle  ne  peut  pas  être  le  produit 
d’équations  fimpics  commcnfurablcs , elle  le  peut  être  fou- 
vent  de  deux  ou  de  pluficurs  équations  compolccs  plus  fim- 
ples , chacune  d’un  moindre  degré  que  la  propofée  , Icf- 
quelles  équations  compoGintes , quoiqu’elles  n’ayent  pas 
leurs  racines  commenfurables , peuvent  pourtant  être  elles- 
mêmes  commcnfurablcs  ; c’eft  à dire  , elles  peuvent  ne  con- 
tenir aucunes  incommenfurables  . Or  il  eft  évident  que  la 
méthode  qu’on  vient  d’expliquer  , ne  fort  ps  foulement  à 
trouver  les  racines  commenfurables  de  la  propofée , mais 
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aufli  les  équations  cotnpofantcs  plus  fimples  que  la  propolce , 
Sc  dont  elle  eft  le  produit , lorfque  ces  équations  plus  Huiples 
font  commenfurables;  ce  qui  fert  à abailfer  la  propofée  à un. 
moindre  degré. 

III. 

Lorfqu’après  avoir  fait  le  partage  de  toutes  les  grandeurs 
d’une  équation  compolée  en  deux  fommes , de  toutes  les 
maniérés  qu’il  e(l  podible,  on  ne  trouve  aucune  équation 
fimple  qui  la  divife  exaétemeiît , c’eft  une  marque  qu’elle  n’a 
aucune  racine  commenfurable  > & lorfqu’on  ne  trouve  au- 
cune équation  compofée  plus  iîmple  que  la  propofée  qui  la 
divife  exaéfement,  c’eft  une  marque  qu’elle  ne  peut  être 
abaidée  à un  degré  plus  fimple  ; c’eft  à dire , qu’elle  ne  peut 
être  le  produit  d’autres  équations  compofées  plus  fimples 
qui  foient  commenfurables. 

IV. 

Cette  méthode  s’étend  aufil  aux  équations  qui  ont  des 
incommenfurables  , lorfque  ces  équations  Ibnt  le  produit 
d’autres  équations  plus  fimples  qui  contiennent  les  mêmes 
incommenfurables,  ou  du  moins  dont  une  les  contient. 

Pour  trouver , par  exemple , les  racines  de  hxx 

— xxy/abf^lbb 

=o, 

— 6bi  ^ab^^^Jb 

on  partagera  cette  équation  en  deux  fommes,  mettant  dans 
la  première  les  grandeurs  oh  fe  trouve  l’incommenfurable 
& les  autres  dans  la  fécondé;  & l’on  aura 

— xx^ abA-  ^bb  léx^ab’^^bb  — èbb'^ab^lbb . 

Et  x’  •+•  bxx  -H  i8^ . Divifant  la  première  par  — y/ ab -4-  3W, 
l’on  aura  pour  la  première  xx  — lùx  6bb . On  cherchera 
le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  première  & de  la  fé- 
condé lommc,  & l’on  trouvera  que  xx  — ^bx  -t-  = o, 

eft  ce  divifeur  commun,  par  lequel  divifant  la  propofée , on 
trouvera  le  quotient  exaét  x h-  — y/ab  -4-  = o,  qui 

contient  une  racine  de  la  propofée  , qui  ell  x = — 
•^y/ab^lbb  . Le  divifeur  xx  — zbx  h-  = o , contient 
les  deux  autres  qui  font  imaginaires  , la  première  étant  x = b 
- Sbb\  la  féconde,  x=^  ^ — ^hb. 


Seconde 
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Seconde  Méthode. 

1®.  J L faut  regarder  une  des  grandeurs  connues  de  lëquatioo 
confipofée  dont  on  veut  trouver  les  racines,  ou  bien  les  équa- 
tions commenfurables  pIusHinples  qui  ladivilêntexaâement, 
comme  l’inconnue  de  l’équation  ) & conliderer  l’inconnue  de 
l’équation  comme  une  grandeur  connue,  & ordonner  l’équa- 
tion par  rapport  à cette  inconnue  fuppofeci 

2“.  11  feut  enfuite  appliquer  à l’équation  ainfi  ordonnée  , la 
méthode  du  fécond  Problème , ou  la  première  méthode  de 
cette  feâion;  & fî  l’on  trouve  des  équations  y dans  lefquelles 
l’inconnue  delapropofée  lôit  linéaire,  qui  divifent  exaâement 
cette  équation,  on  aura  les  racines  de  la  propofée.  Si  l’on 
trouve  des  équations  qui  divifent  exaéèement  cette  équation, 
qui  contiennent  des  puifTances  de  l’inconnue  de  la  propofée, 
l’on  aura  les.  équations  compofees  plus  fimples  que  la  pro- 
pofee,  dont  elle  eft  le  produit.  L’on  opérera  fur  chacune  de 
ces  équations  compofees  plus'  fimples,  comme  l’on  a fait  fur 
la  propofée . 

3®.  Dans  le  choix  qu’on  fera  d’une  grandeur  connue  de  la 
propofée , pour  en  faire  l’inconnue  de  l’équation  , il  faut  en 
prendre  une  dont  la  plus  haute  puifTance  fbit  moindre  que  cel- 
le de  l’inconnue  de  la  propofée , pour  avoir  une  équation  d’un 
moindre  degré  que  la  propofée,  & qui  foit  par  confequent  plus 
facile  à refoudre . 


Exemple. 


A Cl  CVl  r Li  c • 

O U R trouver  les  racines  de  cette  équation  du  troifléme 
degré , 


xcxx  — xcxt^ccd  — O. 
t^txx  —^kcx~—acd 


rk'ixx  id^atx^hd 
t^dxx  tk"  tcx>ki*Mid 
— lcdx 
H*  *dx 
•k*kdx 

I* , on  regardera  la  connue  c comme  inconnue  , & Tmeon- 
nue  X comme  connue  ; & après  avoir  ordonné  l’équation 
par  rapport  à l’inconnue  c,  on  aura  l’équation  fui  vante  du 
fécond  degré  ' det—ade  t^aid=«i 

^xct-—idc  w^atx 

— ax€  fk*adx 

— txc  tkaidx 
■—‘idxt  •+4  4XX 

; ■ . *-T 

•k-dxx 

<2 
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2*.  Pour  fe  fervir  de  la  méthode  du  fécond  Problème,  il 
faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  cocficient  du  premier  terme 
y qui  font  i.d’tfx^  & leurs  produits  par  l’inconnue  r, 
qui  font  f ex.  Il  faut  aufft , trouver  tous  les  divifeurs 
du  dernier  terme.  Pour  les  trouver , on  feindra  que  ce  dernier 
terme  cft  une  équation  > & l'on  aura 

x?o^dxx^hdx<*^abd^=0, 

^ixx'^adx 
•^‘axx’^  aix 

On  cherchera  tous  les  divifeurs  de  fon  dernier  terme  ahd , 
qui  (ont  i , a.h.  d.  ab.  ad.  hJ.  abd . On  fera  les  équations 
fimplcs  X l =■  O.  X a = O.  X •>!*  t -=o.  X d'=:0. 
11  efl  inutile  d’en  faire  d’autres,  pareeque  les  racines  de  cette 
équation  feinte  font  toutes  négatives  , & les  divifeurs.  at . 
ad,  &c.  ont  plus  de  dimenfions  qu’il  nen  feut  dans  ces  équa- 
tions fîmples.  L’on  trouvera  que  la  divifion  de  cette  équa. 
tion  feinte  fe  fait  exaélement  par  jr*4-<i  = o,  jr-t-6=oj 
X *^d  =o. 

Si  l’on  avoir  befoin  de  tous  les  divifeurs  du  deraier  terme,  il 
h’y  auroit  qu’à  multiplier  ces  équations  fimples  les  unes  par  les 
autres  deux  à deux;  mais  ces  divifeurs  feroient  inutiles,  ayant 
plus  de  dimenfions  qu'il  n’en  feut . 

Ayant  les  divifeurs  du  dernier  terme,  dont  on  a befoin, 
on  fera  , felon  la  méthode  du  fécond  Problème  , les  équa> 
lions  fimples  de  l’inconnue  r , & de  chacun  des  divifeurs  du 
dernier  terme;  & l’onaurar  — x — a=o,c — x — b — o, 
< — X — d = o,  &c.  On  ne  fait  pas  les  équations  fimples 
de -^xc  — X a = o,  &c.  pareeque  le  premier  terme  de 

xc  , a plus  de  dimenfions  qu’il  ne  faut.  On  divifera  l’équa- 
tion , dont  e efl  fôppofee  l’inconnue , par  ces  équations  Am- 
ples , & on  trouvera  qu’elle  fe  divife  fans  refte  par  e — x — m 
= O , & par  e — x — b = o:  Ainfi  ces  équations  fimples 
contiennent  chacune  une  racine  de  la  propofee.  La  première 
eü  X =c  — a;  la  fécondé , x = e — b \ & l’on  trouvera, 
après  avoir  divifé  la  propofee  par  les  équations  fimples  x-*-  a 
— f = o,  x’^b  — f=:o,  le  quotient  exaft  * = O, 
qui  contient  la  troifiéme  racine  x = — d. 

Rem  ar  (^ü  e. 

O N auroit  beaucoup  abrégé  l’optration  précédente  , fi  l’on 
avuJt  exam^  , avant  de  chercher  les  divifeurs  du  dernier 
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terme  de  l’équation  dont  c a été  fuppolèe  l’inconnue  , fi  un 
des  divilêurs  du  premier  terme  par  exemple 

ne  le  ferolt  pdnt  auflî  de  toute  cette  équation  i & comme 
l’on  auroit  trouvé  qull  la  divife  ians  refie,  & que  le  quocienC 
eft  (c — »c  -t-/»^=o, 

. — bc  •^ax 
— 2xc-*-bx 
•^xx 

le  divifeur  d •^x  = o p contiendroit  déjà  une  radne  de  la 
propofée  , qui  efi  at  = — d.  L’on  trouveroit  les  deux  autres 
en  opérant  feulement  fur  le  quotient  ; mais  on  ne  s’efi  pas  fer- 
vi  de  cet  abrégé,  afin  de  faire  mieux  concevoir  cette  fécond 
de  méthode. 

I 

Autre  maniéré  par  la  première  Méthode  de  cette  Seüion, 

Q«  partagera  l’équation  ordonnée  par  rapport  à la  lettre  f, 
confideréc  comme  inconnue , en  deux  fommes,  mettant  dans 
la  première  les  grandeurs  oh  Ce  trouve  la  lettre  & les  au- 
tres dans  la  iêconde  ; & 1 on  aura 

•^dcc — ade  ^ahd  Et  xce — axe  ^abx 
— bdc  -^adx  — bxc  ’^axx 

— idxc^bdx  — xxxC’^bxx 

-4-  dxx 

Divifant  la  première  par  & la  Icconde  par  x^  on  aura  pour 
l’une  & l’autre , te — ac  ^ab 

—bc  ^ax 
— 2XC  •^bx 
•^xx 

Ainfi  le  plus  grand  divilêur  commun  des  deux  fommes  efi 

ce — ac  -4-<»^=o, 
i — bc  •^•ax 
— 2xC  •+•  bx 
^xx 

On  divilêra  l’équation , dont  c eft  fuppofëe  l’inconnue  , par 
ce  divifeur  commun , & l’on  trouvera  le  quotient  d^x—O^ 
qui  contient  une  racine  de  la  propofée,  qui  eft  = — d‘, 
pour  avoir  les  deux  autres , on  partagera  le  divilêur  commun 
en  deux  fommes , mettant  dans  la  première  les  grandeurs 
où  fc  trouve  4,  & les  autres  dans  la  fecondei  & l’on  aura 
— ac-^ab  Et  CC — bc  •^•bx - 
•^ax  • — 2pcc*tFXx 
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Divifant  la  première  par — a , l’on  aura  pour  la  première  r— ^ J : 

— r,  qui  divifê  exaftement  la  féconde  ; ainû  c — b — x = o . 
contient  une  féconde  racine  de  la  propoféc , qui  ell  x = c 

— b.  Divifant  ce— ar  ’^abz=o,  parc  — b — x = o^, 

— te  *^ax  ^ J 

— zxC'^bx 

XX  :■ — 

l’on  trouvera  le  quotient  c — a — a*  = o , qui  contient  la 
troifiéme  racine , qui  eft  x ==  c — a, 

Démonflration  de,  la  fécondé  méthode. 

Jl  efl  évident  que  les  divifeurs  exaéls  de  l’équation  qu’on  3 ' 
ordonnée  par  rapport  à une  des  lettres  connues  de  la  propofée,  ' 
regardée  comme  inconnueV  auflî  des  divifeurs  exaéls  de 
la  propofée;  & que  s’ils  contiennent  l’inconnue  linéaire  x de 
•i(>&  i7.Iu  propofée,  * ils  en  contiennent  les  racines;  s’ils  contiennent  les 
puiflànces  de  l’inconnue  x de  h propofée,  ce  font  les  équations  ’ 
commehfurables  plus  fimpics  que  la  propofée , dont  elle  ell 
le  produit  ; Or  la  méthode  fait  trouver  ces  divifeurs  exadls  ,* 
lorfqu’il  y en  a ; elle  fait  donc  trouver  les  racines  commenfu- 
rables  de  la  propofée  , 'ou  les  équations  commenfurables  plus 
limples  que  la  propofée , dont  elle  eft  le  produit. 

f • 

• Troiftéme  méthode  par  te  moyen  des  transformatsont ..  '•  ‘ 

Remarques  neceffalres  pour  concevoir  clairement 
cette  méthode . 

T T E troifiéme  méthode  fervira  à abréger  la  méthode 
generale  du  premier  Problème,  principalement  dans  les  équa- 
tions numériques;  elle  s’é.t end  aufil  aux  équations  littérales  v 
mais  les  deux  méthodes  qui  precedent , font  ordinairement 
ks  plus  courtes  de  toutes  pour  ces  équations. 

La  longueur  de  la  méthode  generale  du  premier  Probl'mc 
pour  trouver  les  racines  d’une  équation  compofée  , vient  de 
ce  qu’étant  nccefl'aire  de  divifer  cette  équation  par  une 
équation  fimple  qui  contienne  Imconnue  plus  ou  moins  un 
des  divifeurs  du  dernier  terme  ; 'quand  ce  dernier  terme  a 
beaucoup  de  divifeurs  , il  y a beaucoup  dedivifions  à faire  » 
avant  de  trouver  ks  équations  fimples , qui  en  font  les  di* 


Digitized  by  Google 


L I V R E IV.  ' 125 

vifeurs  ; ainC  la  manière  d’abreger  cette  méthode , feroit  de 
diminuer  le  nombre  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  pro- 
pofée  , ou  de  pouvoir  diftinguer  parmi  ces  divifeurs  ceux-là 
feulement  qui  font  utiles , & de  lalHer  les  autres. 

Cela  fc  peut  foire  par  le  moyen  des  transformations  ; i*  , 
en  trouvant  une  transformée  dont  le  dernier  terme  contien- 
ne moins  de  divifeurs  que  la  propofee  ; par  cette  maniéré 
on  trouvera  plus  focilement  les  racines  de  la  transformée , 
qui  feront  eniuite  connoître  celles  de  la  propofee  . 2°.  En 
trouvant  une  ou  plufieurs  transformées  , dont  les  racines 
foient  celles  de  la  propolce  augmentées  ou  diminuées  d’une 
grandeur  connue  ; car  les  racines  de  ces  transformées  étant 
diminuées  ou  augmentées  de  la  meme  grandeur  connue  , 
feront  celles  de  la  propofée  > & ces  racines  des  transformées 
devant  être  des  divifeurs  de  leurs  derniers  termes  ; en  dimi- 
nuant ou  augmentant  tous  les  divifeurs  des  derniers  termes 
de  ces  transformées  de.  la  même  grandeur  connue  , il  eft 
évident  qu’il  n’y  aura  que  les  divifeurs  ainfi  diminués  & aug- 
mentés , qui  feront  communs  avec  les  divifeurs  du  dernier 
terme  de  la  propofee  , qui  pourront  être  les  racines  de  la 
propofée  ; ce  qui  fera  diftinsuer  parmi  tous  les  divifeurs  du 
dernier  terme  de  la  propofee  , ceux-là  feulement  qui  en 
pourront  être  les  racines. 

• Mais  comme  l’on  n’a  befoîn  que  des  feuls  derniers  termes 
des  transformées , il  fout  fe  fouvenir  pour  abréger  le  calcul  , 
1*,  qu’en  fubftituant  une  grandeur  connue  p^tivc  dans  la 
propofée  à la  place  de  l’inconnue  , * la  fomme  de  toutes  les  • 
grandeurs  de  l’équation , après  la  fubftitution , eft  le  dernier 
terme  de  la  transformée , dont  les  racines  feroient  celles  de 
la  propofee  diminuées  de  cette  même  grandeur  connue  : 
a®  , qu’en  fubflituant  une  grandeur  connue  négative  dans  la 
propofée  à la  place  de  l’inconnue,  * la  fomme  de  toutes  les» 
grandeurs  de  l’équation , après  la  fubftitution,  eft  le  dernier 
terme  de  la  transformée,  dont  les  racines  feroient  celles  de 
la  propofée  augmentées  de  la  môme  grandeur  connue.  Et 
dans  ce  dernier  cas , il  fuffit  de  fubftituer  la  grandeur  con- 
nue comme  fi  elle  étoit  poûtive , & de  changer  tous  les  fi- 
gnes  des  termes  où  les  puiftances  de  l’inconnue  ont  des  expo- 
fans  impairs  > c'eft  adiré,  où  il  y a a:,  x^,  x\  &c.  Ccscho- 
fes  fuppofecs  : voici  la  troificme  méthode. 
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fl.  Mctbode  pur  tramformcr  une  équation  propfée  en  une  autre  , 
dont  U dernier  terme  ait  moim  de  divifeurt  que  le 
dernier  terme  de  la  propofée , 

Premiercas. 

A MD  les  puiffances  de  fuite  d'un  divsfeur  du  confident 
du  Jecond  terme  ^ font  des  divsfeur  s de  tous  les  termes  fusvanr  ; 
& quand  Je  fécond  terme  étant  évanoui , les  pusjfances  de  fuite 
d'un  quarré  divifeur  du  cm f dent  du  trosfséme  terme,  font  des 
dsvifeurs  de  tous  les  termes  fusvans. 

Xl  faut  trouver  la  transformée,  dont  les  racines  foient  les  raci- 
nes de  l'équation,  divifées  par  le  divifeur  du  fécond  temie,dont 
les  puiflànces  prifés  de  fuite,  font  des  divifeurs  des  coêficients 
fuivans  & du  dernier  terme>&  le  dernier  terme  de  la  transfbr- 
méeaura  beaucoup  moins  de  divifeurs  que  celui  delà  propofée . 

Lorfque  le  fécond  terme  efl  évanoui , il  faut  trouver  la 
transformée,  dont  les  racines  foient  les  racines  de  la  propofée , 
divifées  par  la  racine  du  quarré  divifeur  du  troifiéme  terme  , 
dont  les  puiffances  prifes  de  fuite,  font  des  divifeurs  des  coëfi- 
dents  fuivans  & du  dernier  terme. 

Exemple  L 

Pour  transformer  l'équation  ** — — 144=0, 
en  une  autre , dont  le  dernier  terme  ait  moins  de  divifeurs 
que  144,  qui  en  a beaucoup,  je  remarque  que  les  puiffances  4 
& S de  a,  qui  efl  un  divifeur  du  fécond  terme  4,  font  des 
divifeurs  de  1 2 & de  144  ; c’eft  à dire  4,  quarré  de  2 , efl  divi- 
feur de  ta,  & 8 cube  de  a , l’efl  de  144. 

. Je  divife  chaque  racine  de  la  propofée  par  2 , c’efl  à dire  , 
• jg.  ic  fuppofc  * f , d’où  je  tire  a?  = a;'  ; je  fais  la  fubflitu- 
^•TrMniftr.tioa  dc  cette  valeur  de  x,  à la  place  de  x,  dans  la  propofée  , 
mtsif»,  gg  qyj  pg  pgj.  abrégé,  en  divifant  4 par  a,  i a par  4,  144 
par  8 i je  trouve  la  transformée/’  — a//  — 18  =0, 

dont  le  dernier  terme  18  a bien  moins  de  divifeurs  que  144- 
Les  divifeurs  de  18  font  i.  a.  3.  6.  9.  18. 

Je  trouve  que/’ — — ■ 18  = o,  fe  divife  exaéie- 
ment  par  9 — 3 = o , & que  le  quotient  eft  //  •♦■  1/  6 

= o.  Ainfi  ^ 3 eft  une  racine  pofitive  de  la  transformée;  le 
quotient  contient  les  deux  autres  qui  font  imaginaires . En 
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fubflituant  j à la  place  de  y dans  x = %y^  Ton  aura  x = 6 j 
ainfi  6 eft  la  racine  de  la  proporée. 

Exemple  II. 

Soit  la  propolee  — 144X  — 103^8  = o,  dont  le  der- 
nier terme  a beaucoup  de  divifeurs , mais  il  efl  diviflble  par 
la  troifie'me  puifTance  de  12  ; & le  troiCéme  terme  144;^  e(l 
diviHble  parlequarré  de  12. 

11  faut  transformer  cette  équation  en  une  autre  qui  foit  tel- 
le , que  les  racines  de  la  propolëe , divifécs  par  12 , foicnt  cel- 
les de  la  transformée;  ainfi  il  faut  fuppofer  ar  = ii/,  & après 
la  fubftitution,  qui  Ce  ftit  par  abrégé,  * en  divifant  144  par'jtf, 
144  quarréde  ii,  & 10368  par  €728  cube  de  ri,  l’on  aura 
la  transformée 7*  — ly  — 6 = 0,  dont  le  dernier  terme  6 *"*  '*  " 
n’a  que  les  divifeurs  i . a . 3 . 6. 

Divifant  cette  transformée  par  7 — 2 = o,  la  divilîoa  fe 
fait  fans  refte,  & l’on  trouve  le  quotient  7/  «4-  27  •+■  3 = o . 

Ainfi  2 efi  une  radne  poficive  de  la  transformée  s & les 
deux  autres  que  contient  le  quotient , font  imaginaires . 

Subflituant  •4«  2 à la  place  dejr  dans  * = 1 27 , l’on  a x = 24 
ainfi  >4-  24  efl  la  racine  de  la  propofée. 

Second  cas  pour  toutes  les  équations. 

RANSFORMER  uste  équation , dont  le  dernier  terme  a 
beaucoup  de  divifeurs  ^ en  une  autre  dont  le  dernier  terme  en  ait 
moins f lorfqut  Véquation  na  pas  les  conditions  du  premier  car. 

SoiTla  propofée  — loxx  •+•  i^x — 24  = 0,  qu’il  faut 
transformer  en  une  autre,  dont  le  dernier  terme  ait  moins  de 
divifeurs  que  celui  de  la  propofée. 

11  faut  fubfHtuer  dans  la  propofée , à la  place  de  x , & de 
fes  puiffanecs,  i*,  l’unité,  c’eft  à dire  •+•  i;  2%  — i;  3%  2 

& fes  puiffances;  4*,  — 2 & fes  puifTaoces;  & ainfi  de  fuite 

3 1 — 3 » &c.  11  faut  pendre  la  fomme  des  grandeurs  de 
l'équation  après  chaque  fubftitution . 

Quand  on  en  trouvera  une  qui  a moins  de  divifeurs  que 
le  dernier  terme  de  la  propofée , il  fiiudra  fuppofer  Tincoiv 
nue  de  la  propofée  x —y  -4-  ou  —i-  le  nombre  dont  la  ful> 
ftiturion  a donné  la  fomme  qui  a le  menns  de  divifeurs , Sc 
fubflituer  cette  valeur  de  x , à la  place  de  x , dans  la  pn> 
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pofilc  ; & Ion  aura  une  transformée  , dont  le  dernier  terme 
aura  moins  de  divifcurs  que  celui  de  la  propofée, 

11  faut  en  chercher  les  racines;  & quand  on  les  aura  trou- 
vées,  elles  feront  connoître  celles  de  la  propofée. 

En  fubÜituant  i dans  l’exemple  propofc  — lo;tA; 
ipx — 24  = 0,  à la  place  de  x>  l’on  trouve  i — lo^-  19 
— 24  = — 14  : or  14  a moins  de  divilêurs  que  24  . C’eft 
pourquoi  je  fuppofe  x i ; & fubllituant  y i & Tes 

puiflânces  , à la  place  de  ar  & de  les  puiHances , dans  la  pro- 
pofée,  je  trouve  la  transformée  fui  vante — "/yy^iy  — 14 
= O.  Les  divifcurs  du  dernier  terme  font  1.27.  14.  Cette 
transformée  fe  divlfe  exaélement  par 7 — 7 =0,  & le  quo- 
tient  efl  T7-+-  2 = oj  ainfi  y = y,  Sc  fubflituant  7 à la  place 
de  y,  dans  x=y  i , je  trouve  a:  8 ; ainfi  8 eft  une  ra- 

cine pofitive  de  la  propofée . 

3 . Metbode  pour  faire  diflinguer  parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme 
d'une  équation^  cettx  qui  en  peuvent  être  les  racines . 

i°.Xl  faut  fubftituer  fucceflivement  dans  la  propofée  1.  z. 
3,4,  &c.  à la  place  de  l'inconnue- 

2°.  11  faut  prendre  la  fomme  de  toutes  les  grandeurs  de  l’é- 
quation , après  la  fubftitution  de  chacun  de  ces  nombres,  & 
l'cn  aura  autant  de  fommes  qu’on  a fubfiitué  de  nombres. 

3°.  Il  faut  trouver  tous  les  divifours  du  dernier  terme  de  la 
propofée,  & tous  les  divifeurs  de  chacune  de  ces  fommes. 

4®.  Il  faut  ajouter  à tous  les  divifeurs  de  chaque  fomme , le 
nombre  dont  la  fubflitution  a donné  la  fomme  de  laquelle  ils 
font  divifeurs»  & après  les  avoir  ainfi  augmentés , leur  ajouter 
le  ligne  , c’efl  à dire , les  regarder  comme  pofitifo. 

11  faut  retrancher  de  tous  les  mêmes  divifeurs  de  chaque 
fomme  , le  même  nombre  dont  la  fubflitution  a donné  la 
fomme  de  laquelle  ils  font  les  divifeurs,  marquant  devant 
les  refles  de  ceux  qui  étoient  moindres  que  le  nombre  qu’on 
en  a retranché , & le  figne  — devant  les  refies  de  ceux  qui 
étoient  plus  grands . 

5”.  II  faut  choifir  parmi  tous  lesdivifeiirs  alimentés  pofitifs 
de  chaque  fomme  , ceux-là  feulement  qui  font  commun* 
avec  les  divifcurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  ; & ce 
feront  les  ftuls  qui  pourront  être  les  racines  pofitives  de  la 
propofée  ; ainfi  il  faudra  divifer  la  propolée  par  x moins 

, chacun 
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chacun  de  ces  divifeurs  communs } & les  divifions  qui  fe 
feront  fans  refte , feront  connoître  les  racines  pofitives  de  la 
propofée . 

On  choifira  de  même  parmi  les  divifeurs  négatifs  dimi< 
nués  f ceux-là  feulement  qui  font  communs  avec  les  divi- 
feurs du  dernier  terme  de  la  propofée  , & on  divifera  la  pro- 
pose par  X plus  chacun  de  ces  divifeurs  ; & lorfque  la  divi- 
fion  fe  fera  fans  refte,  on  connoîtra  les  racines  négatives  de 
la  propofée. 


Exemple. 

T .*  E'QUATlON'propoféceftA^ — ioxx*^l^x — 24=0^ 
on  rubftituera  i . 2,  j.  4,  &c.  à la  place  de  x,  comme  on  le 


voit  la , 


je’ — lOjrjfH-  19A? — 24=0. 
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Après  avoir  ainfi  fait  les  fiibfh'tutions  de  i , 2 , 3,4}  trou- 
vé les  fommes  après  les  fubftitutions  , & tous  les  divifeurs  de 
chaque  /ôinme  , & augmenté  & diminué  tous  les  divifeurs 
de  chaque  Ibmme  , du  nombre  dont  la  fubftitntion  a fait 
trouver  la  fomme , & bien  diflingué  les  pCtife  & les  néga- 
tifs ; il  faut  choifir 'parmi  les  poCtifs  feuls  qui  font  communs 
à chaque  Ibmme  £c  aux  diviteurs  du  dernier  terme  24  de  U 
propolée. 

L’on  trouve  qu’il  n’y  a que  8 qui  /bit  commun  ; ainfi  l’on 
eft  réduit  à divifer  la  propofce  par  jr  — 8 = o,  & la  divifion 
étant  exaéle,  l’on  a une  racine  de  la  prôpofée  qui  efl  = 8 . 

L’on  chercherait  de  même  fi  parmi  tous  les  divifeurs  néga- 
tifs de  toutes  les  fbmmes , il  n’y  en  aurait  point  de  commun 
à toutes  les  fommes  & aux  divifeurs  de  24»  & s’il  y en  avoit 
quelqu’un , on  fcroit  la  divifion  de  la  propofée  par  ;c-4-  cedi- 
vifeur  commun  ; & fi  la  divifion  étoit  jufte  , on  auroit  une 
racine  négative  : Mais  il  n’y  en  a aucun  dans  notre  exemple  , 
qui  ne  peut  avoir  que  des  racines  pofitives , tous  les  termes 
ayant  alternativement  jfle — 

Démonpratkn  de  cette  melhode.^ 

C^H  A C U N E des  fommes  qu’on  trouve  après  les  fubfiitutions 
des  nombres  à la  place  dc;e  dans  la  propofée,  eft  le  dernier 
terme  de  la  transformée , dont  les  racines  pofitives  font  les  ra- 
cines pofitives  de  la  propofée,  diminuées  du  nombre  dont  la 
fubftitution  a donné  cette  fomme  , & dont  les  racines  négati- 
ves font  les  I égatives  de  la  propofée,  augmentées  du  nombre 
dont  la  fubftitution  a donné  la  fomme,  & dont  enfin  les  raci- 
nes négatives  moindres  chacune  qué  le  nombre  fubftitué,  font 
^ encore  celles  des  racines  pofitives  dé  la  propofée  moindres  que 
le  meme  nombre  , qui  étant  diminuées  de  ce  même  nombre 
plus  grand  qu’elles,  font  devenues  négatives  dans  la  transfor- 
mée , par  le  furplus  de  ce  nombre  fur  ces  racines  pofitives  . 
Cela  eft  évident  par  le  troifiérae  & quatrième  Corollaires  des 
•38  êc  3 ^.transformations*,  qu’il  faut  iê  rendre  familiers  pour  bien  en- 
tendre cette  démooftration. 

D’oîi  il  fuit  que  les  racines  pofitives  des  transformées  étant 
augmentées  du  nombre  dont  la  fubftitution  a donné  leur 
dernier  terme , font  les  racines  pofitives  de  la  propofée  ; ÔC 
les  racines  négatives  des  transformées  étant  diminuées  du 
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même  nombre , font  les  racines  négatives  de  la  propofée;  en- 
fin les  racines  négatives  des  transforméer  moindres  que  le 
nombre  dont  la  fubffitution  a donné  leur  dernier  terme , 
étant  retranchées  de  ce  nombre  , les  quantités  de  furplus 
font  les  racines  pofitives  de  la  propofée  qui  font  moindres 
que  ce  nombre.  • 

Mais  dans  le  temps  qu’on  ignore  les  racines  des  transfor- 
mées & de  la  propofée  , on  regarde  tous  les  divifeurs  des 
derniers  termes  des  transformées  comme  leurs  racines  ; ainfi 
après  les  avoir  augmentés  du  nombre  qui  a donné  le  dernier 
terme  de  chaque  transformée  , on  peut  regarder  ces  divi- 
feurs ainfi.  augmentés  , comme  les  racines  pofitives  de  la 
propofée  ; & après  les  avoir  diminués  du  même  nombre , 
on  les  peut  regarder  comme  les  racines  négatives  de  la  pro- 
pofée  ; & enfin  après  avoir  retranché  du  nombr.:^  qui  à don- 
né le  dernier  terme  d'une  transformée  , 1rs  divifeurs  moin- 
dres que  ce  nombre , on  peut  regarder  les  reftes  comme  les 
radnes  pofitives  de  la  propofée  ^ qui  font  moindres  que  ce 
nombre.. 

> Cependant  les  transformées  n’àyant  pas  d'autres  radnes 
que  la  propofée  , fçavoir  les  pefitives  de  la  propofée  , di- 
minuées du  nombre  qui  a donné  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée , & les  négatives  augmentées  du  même  nombre  , il 
faut  que  ceux:  des  divifeurs  de  leurs  derniers  termes  qui  font 
leurs  racines,  étant  augmentés  ou  diminués  du  même  nom- 
bre qui  a donné  le  dernier  terme  de  la  transformée,  foient 
égaux  aux  racines  de  la  propofée  ; & par  confenuent  ceux 
d'une  transformée  à ceux  de  l’autre , & que  les  memes  foient 
égaux  à ceux  des  divifeurs  du.  dernier  terme  de  la  propofée 
qui  en  font  les  racines. 

D'où  il  fuit  que  ceux  qui  ne  font  pas  communs , ne  peu- 
rent  être  les  racines  de  la  propofée,  & qu’il  n'y  a que  ceux 
qui  font  communs  qui  puiflent  en  être  les  radnes.  La  métho- 
de fait  donc  diflinguer  les  divifê;irs  du  dernier  terme  de  Ix 
propofée,  qui  en  peuvent  être  les  radnesi  ce  qui  étoit  propofé. 

Application  de  la  metbode  pricedente  aux  équations  littérales . 

Soi  t JC»  — 20XX  aax  a^aàbz=o^  dont  il  faut  trouver 
— ahx 


les  racines  par  cette  methode^ 


Rit 
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II  faut  d’abord  trouver  tous  les  divifcurs  de  fon  dernier  ter- 
me , qui  font  i,  a,  b,  aa  y ab,  aab . 

Il  n’y  aura  que  le  trois  premiers  qui  lcrviront;  les  autres 
ayant  deux  dimcnfions  » ne  peuvent  fervir  à former  les  équa* 
tions  fimples  par  lelquclles  il  faut  divi/cr  la  propoféc , pour 
en  trouver  les  racines.  • 

II  faut  transformer  la  propofée  en  une  autre , dont  les 
racines  pofuives  foient  celles  de  la  propofee  , diminuées  d’une 
grandeur  connue , & les  négatives  foient  les  négatives  de  la 
propofee,  augmentées  de  la  même  grandeur  connue  > c’eftà 
dire,  il  faut  trouver  le  fcul  dernier  terme  de  cette  traps- 
formée. 

On  prendra  cette  grandeur  connue  parmi  les  grandeurs 
connues  de  la  propofee  j on  fuppofera  , par  exemple , que 
c’eft  2a. 

On  fora  la  fubflkution  de  za  y au  fieu  de  x dans  fa  propo- 
fee , & on  trouvera  que  la  fomme  des  grandeurs  de  l’équa- 
tion , apres  la  fubftitution,  eft  za*  — aab^  c’eft  à dire,  c’efo 
le  dernier  terme  de  la  transformée . 

Les  divifcurs  linéaires  de  cette  fomme  font  i , 4,  2<x  — ^ 
ceux  de  deux  dimenfîons  font  inutiles . 

Les  augmentant  de  a<7,  en  aura  ^ 2a  r 44 

— b. 

Retranchant  de  24  les  divifcurs  moindres  1 & 4 , Ton  ama 

■4-  24 1,^4. 

Les  foules  grandeurs  poCtîves  que  donne  fa  transformée 
pour  trouver  les  racines  pofitives  de  la  propolée  „ font  dont 
•+-24-4-J  ,-4*34, *4-44 b,  -4-24 I , -4-  4. 

Retranchant  24  du  divifcur  24  — l’on  aura b pour 

là  foule  grandeur  négative  que  donne  la  transformée  , pour 
trouver  les  racines  négatives  de  la  propofee . 

. Or  n n’y  a que  la  grandeur  -4-  4,  parmi  les  pofotives , de 
commune  avec  le  divifeur  "4-  a du  dernier  terme  de  la  pro- 
pofée  ; ainlî  il  fout  voir  fi  la  propofce  peut  être  divifée  par 
*•  — 4 = a;  & la  diviCori  fo  faifant  fans  reflc  , x — 4 = 0 
contient  une  racine  de  la  propofée , qui  elî  — 4 ; & fo 
quotient  xx  — ax  — ab  =.  o,  contient  les  deux  autres  , qui 
£)0C  X ==  aa.^¥>aby  & x=ï  a — }/^a(iw^aby. 
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SECTION  III. 

Où  Con  explique  la  méthode  generale  pour  trouver  par  Ana> 
/yfe  toute!  les  équations  commenfurables  plus  fsmples , dont 
une  équation  composée  ejl  le  produit  ; ce  fl  â dire  ^ la  mé- 
thode de  la  réduire  au  moindre  degré  . 

D e'  F I N 1 T I O N. 

Toute  équation  compofee,  qu’on  fuppofê fans  incom.’ 
menfurables , peut  être  divifée  fans  rche  par  des  équa- 
tions commenfurables  plus  Hmples  qu’elle  n’ell  ; ou  bien  elle 
ne  le  peut  pas. 

Lorfqu’elle  peut  être  amfi  divifée , on  dit  qu'elle  eft  ré- 
duHible  t & qu’elle  n’eft  pas  du  degré  oîi  elle  fe  trouve,  mais 
feulement  des  degrés  plus  fimpHes  , dont  font  les  équations 
plus  /impies  , par  Icfquelles  die  peut  être  exaélement  divi- 
{ée  , fuppofce  que  ces  équations  plus  /impies  ne  pui/Tent  pas 
être  divi/écs  par  d’autres  équations  commenfurables  encore 
plus  /impies. 

Mais  lor/qu’cl/e  ne  peut  être  arn/I  divifée  /ans  rc/ïe  par 
d'autres  équations  commenfurables  plus  /impies  , on  dit 
qu’elle  eft  irréduSlible , & qu’elle  eft  du  degré  où  die  /e 
trouve. 

Ain/i  une  équation  du  dnqu'éme  degré  , par  exemple,  qui 
ne  peut  être  divifée  fans  refte,  par  aucune  équation  coramech- 
furaWe  plus  fnnple  , eft  irréduSîihle  ^ & elle  eft  proprement 
du  cinquième  cegré. 

Mais  une  équation  du  cinquième  degré  , qui  peut  être  di- 
ti/ee  fans  refte  par  une  équation  kréduftible  du  fécond  degré, 
& par  une  équation-  irréduftible  du  troi/iéme  degré,  c/l 
TéduSîiile  , & elle  n’eft  pas  proprement  du  cinquième  degré  , 
mais  du  fécond  6c  du  troi/iéme  degré. 

R E M A R q^U  ES. 

Pour  faire  le  dénombrement  exadl  des  équations  conv 
menfurables  plus  /impies  ,.  par  lefquelles  les  équations  compo- 
fées  rédudlibles  de  chaque  degré  , peuvent  être  divifées  fans 
refte , on  peut  dire  que  dans  c^que  degré  elles  ne  le  peu- 

R iij 
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vent  être  que  par  autant  d équations  plus  fimples  qu’oapeut 
partager  le  nombre  qui  en  exprime  le  degré  en  d’autres  nom- 
bres entiers , y comprenant  l’unité , qui  joints  enfemble  , fe- 
ront ce  même  nombre. 

On  peut  partager  le  nombre  3 qui  exprime  le  troifiéme  de- 
gré: i“  , en  r , 1,  r ; 2“,  en  l , a . 

Ainli  les  équations  du  troifiéme  degré  ne  peuvent  être  ré- 
ductibles qu’en  trois  équations  du  premier  degré  , ou  en  deux 
équations,  l’une  du  premier , & l'autre  du  fécond  degré . 

On  peut  partager  le  nombre  4 qui  exprime  le  quatrième 
degié;  i°,en  i,  i,  i,  i>  2%  en  r,  i,  2j  3%  en  i,  3}  4“,  en  2,2. 
.Ainfi  les  équations  réductibles  du  4*  degré  ne  peuvent  être 
divifées  fans  refie  que  par  quatre  équations  chacune  du  pre- 
mier degré  , ou  par  trois , dont  deux  foient  du  premier , & la 
troifiéme  du  fécond  degré  ; ou  par  deux,  dont  l'une  foit  du 
premier  , & l’autre  du  troifiéme  degré;  ou  par  deux  dont 
chacune  foit  du  fécond  degré . 

On  peut  appliquer  facilement  ce  qu’on:  vient  de  dire  aux 
degrés  plus  élevés. 

Lorfiju’on  cherche  les  équations  commenfurables  plus 
fimplcs par  Jcfquelles  une  équation  compoféc  peut  être 
exaét  ment  diviféc , l’ordre  naturel  & la  facilité  de  l’opera- 
tion exigent  qu’on  commence  par  les  plus  fimples  ; c’eft  à 
dire  ,,  1°,  qu’on  cherche  les  équations  du  premier  degré  par 
Icfquelles  elle  peut  être  divifee  ; & après  en  avoir  trouvé 
une  , qu’on  cherche  encore  fi  le  quotient  peut  être  divifé  par 
une  équation  du  premier  degré , en  continuant  ainfi  jufqu’à 
ce  qu’on  trouve  un  quotient  qui  ne  puiffe  être  divifé  par  une 
équation  du  premier  degré:  2° , fi  la  propofée  ne  peut  être 
divifée  par  une  équation  du  premier  degré  ou  fi  l’on  efl  ar- 
rivé à un  quotient  qui  ne  le  puiffe  être , il  faut  chercher  fi 
«Ile  ,,  ouïe  quotient  ne  peuvent  point  être  diviféspar  une  du 
fécond  degré  & fi  on  n’en  peut  trouver  du  fécond,  degré , 
il  en  faut  chercher  une  du  troifiéme  ; & ainfi  de  fuite , ne. 
paffant  aux  degrés  plus,  compofés , qu’aprés  être  affuré  qu’on 
ne  peut  trouver  d’équations  plus  fimples  , qui  faffent  cxaélc- 
xnent.la.diviûon  de  la  propofée. 

. 11  faut  même  remarquer  , qu’en  cherchant  ainfi  les  équa- 
,tibnx  commenfurables  plus  fimples , qui  font  des  divifeurs 
•CxaiSb  d’une  propofée  il  faut , fe  bornée  à celle  dont  le. 
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degré  cft  la  moitié  du  degré  de  la  propofée  , lorfque  la  propo 
fée  e(l  d’un  degré  pair  > par  exemple  , fi  elle  eft  du  quatrième 
degré , il  ne  faut  pas  pafler  le  fécond  ; fi  elle  dl  du  fixiéme , 
ne  pas  paflèr  le  troifiéme , &c.  & fi  la  propolée  eft  d’un  de- 
gré impair,  il  faut  fe  borner  à l’équation  qui  eft  moindre  d’un 
demi  que  la  moitié  du  degré  de  la  propofée  ; ainfi  il  faut  fê 
borner  à une  équation  du  fécond  degré  , lorfque  la  propofée 
eft  du  cinquième  degré  5 à une  du  troifiéme , lorfque  la  pro 
pofée  eft  du  feptiéme  , &c. 

La  raifon  eft  que  , quand  on  aura  ces  équations  moindres 
jufqu’à  celle  du  degré  , qui  eft  la  moitié  de  d lui  de  la  propo- 
fée , ou  d’un  demi  moindre  que  la  moitié  de  celui  de  la  pro- 
pofée ,en  divifânt  la  propofée  par  ces  équations  moindres , les 
quotiens  font  les  équations  plus  élevées  , dont  la  propofée  eft 
le  produit;  & fi  l’on  ne  trouve  aucune  de  ces  équations  moin- 
dres , on  eft  afl'uié  que  la  propofée  n’eft  pas  divifible  par  les 
équations  plus  élevées , puifqu’elle  ne  le  fçauroit  être  par  ces 
équations  plus  élevées  , qu’elle  ne  le  fbit  auffi  par  les  moin- 
dres,  dont  le  degré  joint  avec  celui  des  plus  élevées,  feroit 
le  degré  de  l’équation  propofée. 

D’où  il  fuit , que  fi  une  équation  du  troifiéme  degré  ne  Ce 
peut  divifèr  par  une  du  premier  degré  , elle  efl  irréduébible  ; 
fi  une  du  quatrième  ne  peut  être  divifée  pr  une  du  premier, 
élc  pr  une  du  fécond  , elle  eft  irréduélible  ; fi  une  du  cin- 
quième ne  le  put  être  par  une  du  premier , ou  par  une  du 
Iccond  , elle  eft  inéduélible  , & ainfi  de  fuire. 

On  a déjà  donné  la  méthode  generale  pur  trouver  les  équa- 
tions commenfurables  du  premier  degré  , par  lefquelles  une 
équation  compfée  peut  être  exaélement  divifée;  ainfi  on  fup- 
pfera  dans  cette  fciVion  , qu’on  a déjà  trouvé  toutes  les  équa- 
tions fimples  commenfurables  du  premier  degré  , par  lefquel- 
les une  éc^uation  compfée  put  être  ex.iélemcnt  divifée , & 
qu’il  ne  s agit  plus  que  de  trouver  les  autres  équations  com- 
menfurables  du  fécond  , troifiéme  degré  , &c.  par  lefquelles 
elle  put  fc  divifer  exaftement . On  ne  parlera  pint  du  troi- 
fiéme degré , puifqu’il  fufHt  de  trouver  fi  une  équation  du 
troifiéme  degré  put  ou  ne  put  ps  fê  divifer  fans  refte  pr 
une  équation  du  premier  degré  , pur  fçavoir  Ci  elle  eft  réduc- 
tible ou  inéduélible . 

On  n’appliquera  auftî  les  méthodes  qu'on  va  donner  , 
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qu’aux  équations  du  quatrième,  cinquième  & fixiéme  degré; 
parceque  dans  l’ufiigc  ordinaire,  on  n’a  pas  be/bin  des  degrés 
plus  élevés , où  les  calculs  font  immenfes  ; cependant  ces  mé- 
thodes peuvent  s’étendre  à tous  les  degrés. 

Pour  mettre  de  l’ordre  dans  cette  fcélion,  on  expliquera,  1% 
la  méthode  de  trouver  les  équations  commenfurables  du  fécond 
degré,  par  Icfquclles  les  équations  du  quatrième,  cinquième  & 
fixiémc  degré  peuvent  êtredivifées  exactement,  lorfqu’il  man- 
que quelque  terme  dans  une  de  ces  équations  du  fécond  degré, 
dont  elles  font  le  produit  ; comme  auffi  la  méthode  de  trouver 
les  équations  du  fécond  , troifiéme  & quatrième  degré  , dont 
les  équations  du  cinquième  £c  fîxiéme  peuvent  être  le  produit, 
Jorfqu’il  manque  quelque  terme  dans  celle  de  ces  deux  équa- 
tions plus  fîmples  , qui  efl  du  troifiéme  degré , ou  du  quatriè- 
me. 2°.  La  méthode  de  trouver  les  mêmes  équations  coramen- 
furables  plus  fimples , par  lefquelles  les  équations  du  quatriè- 
me, cinquième  & fixiéme  degré  peuvent  être  divifées  fans  re- 
fle  , lorfqu’il  ne  manque  aucun  terme  dans  ces  équations  pluç 
fimpIcs.  * I . 

PROBLEME  Ht 

<»4.  ROUVER  les  équations  commenfurables  du  fécond  degré  r 
far  lefquelles  une  équation  réduHible  du  quatrième  peut  etre 
d'svifie  fans  refle , lorfque  le  fécond  terme  manque  dans  une  de 
ces  équations  du  fécond  degré.  Trouver  f équation  dufetondde~ 
gré,  & celle  du  troifiéme  ou  du  quatrième,  far  lefquelles  leséqua- 
tiens  réduélibles  du  cinquième  & fixiéme  degré,  peuvent  etre  di~ 
vifées  fans  refie,  lorf  ju'il  manque  quelque  terme  dans  î une  ou  f au- 
tre de  ces  équations  du  fécond  & troifiéme , ou  quatrième  degré . 
Trouver  enfin  les  deux  équations  chacune  du  troifiéme  degré,  par 
lefquelles  une  équation  réduélibie  du  fixiéme  degré,  peut  être  di- 
vsfée  fans  refie,  lorfquil  manque  un  ou  plufieurs  termes  dans  une 
de  ces  équations  plus  fimples  du  troifiéme  degré. 

Méthode. 

i“.  Jl  OUR  le  trouver  généralement  , il  faut  fuppofér  que 
toutes  les  équations  du  quatrième  , cinquième  & fixiéme 
degré  , font  exprimées  par  ces  formules, 

. . a:*  «aP-H  pxx  •^qx  ^ r = o. 

x’ -H pAd  •^qxx’^rx’^  S-=o. 
x*ri^nx^wts‘fx*  •Sfqx^  ^rxx<^JX^t—o, 

Les 
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L«s  lettres»,p,f  J &c.  marquent  d’une  manière  generale  les 
coëficients  avec  leurs  lignes  ; c’eft  à dire , quoique  ces  lettres 
ayent  les  lignes  il  faut  fuppolcr  que  ces  lignes 
rnarquent  ceux  des  ternies  des  équations  qu’expriment  ces  for- 
mules; & quand  ils  marquent  des  mdns,  il  &ut  changer  les 
lignes  dans  les  formules  qu’on  trouvera  dans  les  réfolutions  de- 
vant ces  lettres,  aux  degrés  impairs  ; par  exemple , li  » mar- 
que un  cocficient  négatif,  00  marquera  dans  les  formules  des 
réfolutions  le  ligne  — devant  »,  «>,  &c.  Lorfqu^l  manquera 
quelques  termes  dans  les  équations  que  reprelcntent  les  formu- 
les, on  fuppofera  les  mêmes  termes  des  formules  ^auxàzero. 

a'.  Il  faut  fuppofer  les  deux  équations  plus  limples^u’on 
cherche , exprimées  d’une  maniéré  indéterminée;  c’eft  a di- 
re , de  maniéré  que  chacune  aie  la  meme  inconnue  x que  la 
propofée,  & que  les  coêfidents  de  leurs  termes  foient  marxîiiés 
par  des  lettres  indéterminées  ; on  prendra  pour  ces  lettres  in- 
déterminées, les  lettres  lailTant  les  lettres 

« , é ,c , , e , pour  marquer  les  grandeurs  connues  & détermi- 

nées; les  lettres  «,*,/,?,  pour  marquer  les  inconnues  ; & 
ks  lettres  pour  marquer  les  cocficients  des  for- 

mules d’une  manière  generale. 

Ainli  pour  le  quatrième  d^ré , on  fuppolera  que  ks  équa- 
tions du  fécond  degré  qu'on  cherche , font  xx-**/x-*“^  = o, 
^ xx^bx^^i~o'i  pour  le  cinquième  degré,  xx-t-/x-t-g 
=0,  & x’-H  éxx  ix*4-Jt  = o;  pour  le  lixiéme  degré  , 
XX  i = O » & X*  bx^  <4*  ixx  ^x  -4“  / = Oi  ou 

bien  lorlque  Ton  cherche  pour  k lixiéme  degré  deux  équa- 
tions chacune  du  troilïémc  .degré  , on  fuppolera  x»  ■♦•/xx 

Mais  pareeque  dans  ce  Problème  on  fuppolê  que  le  fécond 
terme  manque  dans  une  des  deux  ^équations  ^us  limples, 
on  fuppofera  dans  le  quatrième  degré  xx  /x  -4-^  =0 , & 
xx-4-i=o;  pour  le  cinquième  degré,  xx-*-/x-4-g=o, 
& x’-4-Vx-t-^=o»  pour  le  fixiéme , xx-4-/x-4-g  = o,  & 
x‘»-4-fxx'4*jtx-4-y=:o;oubLcnx’*4-gx*4-é=o,  &.x^-4»*xx 
4“kx4“i=0, 

Si  c’étoit  quelqu’autre  ternie  qui  manquât  dans  l’une  ou 
l’autre  des  deux  équations  plus  limples  de  chaque  degré , ou 
foppoferoic  dans  les  équations  indéterminées  qu’on  vient  de 
former,  que  ces  termes  font  évanouis. 


Digitized  by  GoogI 


rjS*  Anal  y's'e  d e m o n t r e’  e. 

' II  faut  multiplier  les  deux  équations  indéterminées’ 
qui  font  pour  chaque  degré , Tune  par  l’autre  , & leur  pro* 
duit  fera  une  équation  indéterminée  <iu  même  degré  que  la 
propoféc . 

' On  fufjpolêra  chaque  terme  de  cette  équation  indéterminée 
( excepté  le  premier  ) égal  à celui  qui  lui  répond  dans  la  for- 
mule ; cefl  à dire , le  fécond  terme  de  l’indéterminée  égal  au  ■ 
fécond  terme  de  la  propofée  y le  troiliéme  égal  au  troiûé-  < 
me , &c.  ce  qui  donnera  autant  d’équations  particulières 
qu’on  a fuppofé  de  lettres  indéterminées . 

■ 4*.  On  regardera  toutes  ces  équations  particulières  com- 

me les  équations  du  Problème,  qu’il  &ut  réduire  à une  feule, 
dont  l’inconnue  foie  la  lettre  indérerminée  de  celle  des  deux 
équations  indéterminées  plus  fimplcs,'qai  na  que  les  feuls- 
premier  & dernier  terme,  ou  donc  l’inconnue  foit  la  lettre- 
indéterminée  qui  marque  le  coëficienc  du  fécond  terme  de 
la  plus  fimple  des  deux  équations  indéterminées  , ou  fl  le 
fécond  terme  en  cft  évanoui,  la  lettre  indérerminée  qui 
marque  le  coëficienc  <lu  troifiéme  terme  -de  la  meme  équa- 
tion ; «’ell  à dire , on  dégagera  toutes  les  déterminées  com- 
me érant  des  inconnues , obfêrvanc  de  ne  pas  dégager  l’indé- 
terminée f qui  doit  fervir  d^nconnuc  à l'équation  du  Pro- 
blème. - . 

; Cette  équation  qui  à pour  inconnue  une  des  lettres  in- 
déterminées des  équations  indéterminée»^  s’appelle 
àuite, 

5°.  On  cherchera  la  valeur  commenfurable  de  l’indétermi- 
née de  la  réduite  par  la  méthode  generale  , ou  lorfque  la  ré- 
duite n’efi  que  du  fécond  degré,  par  la  méthode  qu’ûo  a don- 
née pour  le  fécond  degré.  - 

Ou  bien  on  trouvera  une  féconde  réduite  qui  ait  pourii»- 
oonnue  la  meme  indéterminée , & on  cherchera  le  divifeue 
commun  des  deux  réduites , & enfuite  la  valeur  <le  l’inconnue 
du  diviféur  commun. 

' La  valeur  de  l’indéterminée  de  la  réduite  étant' connue,  en 
la  fubüituant  dans  les  équations  particulières , on  déterminera 
tous  les  coëâcients  indéterminés , & par  ccmfequent  on  aura 
les  deux  équations  qu*on  cherche . 

■ Ou  bien  on  fubftituera  la  valeur  de  l’indéterminée  de 
la  réduite  dans  la  plus  fimple  des  deux  équatiom  indeter- 
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minées  quon  à fuppofées,  & l’on  aura  après  les  fubftitutions, 
les  formules  qui  marquent  une  des  équations  plus  flmples^  par 
Icfqucllcs  la  propoféc  peut  fe  divifer  exaélement,  fielleneft 
pas  irrédudlible,  ou  bien  on  aura  les  formules  des  deux  équa- 
tions plus  Cmplcs  , fl  oo  a fait  toutes  les  fubftitutions . On 
s’en  fêrvira  enujite  pour  réduire  une  équation  compoféc  aux 
plus  fimples  dont  elle  eft  compofée.  . 

V Tout  ceci  s’éclaircira  par  les  applications  qu’on  en  va  faire 
aux  équations  du  quatrième  » cinquième  &fixiéme  degré. 

.Application  de  îametbode  aux  équation!  du  quatrième  degré . ‘ 

JP  O U R.  trouver  les  équations  commcnfuiablcs  du  fécond,  de- 
gré, par  Icfquelles  une  équation  réduélibledu  quatrième  dé- 
gré  peut  fe  divifer  fans  refte,-  dans  les  cas'oîi  le  fécond  terme 
manque  dans  lune  des  deux  équations  du  fécond  degré  qui 
en  font  les divifeurs.  ' ' t-  ' ^ ‘ 

• 1*.  On  flippofera  la  formule  du  quatrième  d^é 
•^pxx“i“qxf¥‘r  = o-  ^ 

-■  X*.  On-fûppofcra  les  deux  équations  indéterminées  du  fé- 
cond degré  xx  •*“  fx“*‘g  = o » xx  •+•  i o , dans  lefquelles 
f,g/*,  font  des  indéterminées,  & le  fécond  terme  efl  évanoui 
dans  la  fécondé  AfAf  ^ = o » 

3®:  On  prendra  le  produit  de  ces  deux  équations  du  fécond 
degré , & l’on  aura  l’équation . indéterminée  du  quatrième 
degré  j^x^’^gxx*^f$x^gi=-a, 

•^ixx 

On  comparera  les  termes  de  cette  équation  (excepté  le  pré- 
xnier  ) avec  ceux  de  la  formule,  qui  leur  répondent;  c’efl  à di- 
re, on  les  fiippoféra  égaux;  ce  qui  donnera  ces  quatre  équa- 
tions, i",  /=»>  Z®,  g-*-i=p>  3*  4'  ,gi=^r . . 

- 4®.  On  regardera  ces  quatre  équations  particulttrcs  comme 
les  équations  du  Problème;  les  indeternûnées  f,  g,  i,  feront 
conflderée*  comme  des  incoonues  qu’il  faut  dégager , & il  faut 
réduire  ces  équations  à une  feule  équation  qui  ait  pour  incon- 
nue rindéterminée  i de  l’équation  xx-*’i=-o. 

La.  première  équation/=» , dérermine  déjà  la  valeur  de  /j 
& al  fubflituantdans  la troifiéme/i==4 , l’on  aura  nix^q\, 
& divifant  chaque  membre  par  a , l’on  aura  i . 

Cette  égalité  rendant  i déterminée  ,•  l’équation  indétcr- 
ininée  xx^i^o,  devient  déterminée , & l’on  a xx î 

S'ij 
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= O,  pour  l’une  des  deux  équations  du  fécond  degré  , par 
k^uelles  une  équation  du  quatnéme  degré  peut  iè  divifet 
exadement , lotîfqu’elle  eft  le  produit  de  deux  équations  du 
fécond  degré  , dans  l’une  defquelles  le  kcond  terme  cH; 
évanoui . 

On  peut  déterminer  l’autre  équation  indéterminée 
■4-  g = O , en  fubflituant  la  valeur  de  i , qui  e(l  l , dans  la 
fcconde  équation  g-^i  — p,  ou  dans  la  quatrième  gi  = r ; 
car  la  fécondé  donnera  , après  la  fubftitution , g=p' — , 
&,la  quatrième  g = -^}  ainfi  l’équation  indéterminée  xx 
-4-  g = O,  fc  changera  en  l’équation  déterminée  xx  -*■  nx 
•¥>p  — 1 = 0,  ou  bien  en  jta:  Hf-  -4-  -^  = ex. 

On  peut  encore  trouver  une  autre  équation  pour  déter* 
miner  la  lettre 'indéterminée  f ; car  en  prenant  les  valeurs 
de  g dans  la  kconde  & dans  la  quatrième  équaôon  particu- 
lière g-^$  = P,  ôcgi  = r,  l’on  aura g=p—  g—\i 
par  confeqùcncp-»-i=  f;  & Biultipliant  par  /,  l’on  aura 
l'équation  du  fécond  degré  ii  — pi  t = o , qui  eft  celle 
qu’on  a nommée  la  réduite  i & la  rcfbLvant  > on  trouvera 

i — ip^v^ipp  — r.  -, 

Application  des  formules  (iH*on vient  Retrouver ^ duae/^aatio/p 
particulière  du  quatrième  degré 

l'équation  du  quatrième  degré  x*  -4*  ^ax^  aUxX 

— aaxsi. 

— ^a^x  — a^l  = O . n s’agit  de  trouver  fi  elle  n’eft  point  ré- 
duâible  en  deux  équations  du  fecooddegré^  dans  l’une  defijuet- 
les  le  fécond  terme  foit  évanoui, 

I*.  Afin  que  la  formule  du  quatrième  degTéx**^ax^^^px» 
-4-^Ar-4-  r = o,  reprefente  cette  équation , il  fout  foppofer 

= ^p=.ab  — aai  -4»  j = — j**;.  •4»r=- 

— iséé. 

1°.  U faut  mettre  dans  la  formule  xar  -4-  J = o-,  Fa  gran- 
deur reprefentée  par  •4- 1,  qui  eft  — 3^^  divifee  par  *4-  3e  = 
— aa;  & l’on  aura  au  lieu  de  **  -♦■  f = o , l’équation  xx 

— <»<i  = o; 

3°.  Il  fout  dlvifer  la  propofëê  par  ixr — aa  ~o  y Sc  I’o5 
trouve  que  la  divifion  fo  fait  fans  relie,  & que  le  quotient 
exaéi  cfi  XX  -t»  ^ax  *4»  rffr  = o.  . 

1 -Audi  la  propofée  n’cft  pas  du  quatrième  degré , mais  cils 


Digitized  by  Google 


L r V *.  E IV.  14! 

fe  réduit  aux  deux  équations  du  fécond  degré  xx  — aa  = o, 

XX  “H  4^  = O . 

On  trouveroit  aufli  l’équation  xx  ^ ^ax  ai  = o , en 
mettant  dans  la  formule  xx  nx  p — -|  = o , les  gran- 
deurs reprcfcntées  par  » , ^ , 1 . 

xipplicationde  lametbode  du  trotfi/me  Problème  aux  ^quatlom 
du  cinquième  degré , 

Pour  trouver  les  équations  commenfurables  du  fécond  & 
du  troifiéme  degré , par  lefquelles  une  équation  réduétible  du 
cinquième  degré  peut  fc  divifer  fans  refte  , fuppofé  que  le  fé- 
cond terme  manque  dans  l’équation  du  focond  degré  ; 

1*.  Après  av«r  fuppofé  la  formule  du  cinquième  degré 
x'  nx^  px^  qxx  rx  -t-  f = o,  on  fuppofera , z*  , 
les  deux  équations  indéterminées  xj:-4-^  = o , x^-^bxx’^ix 
^ = O , dans  Icfqudles^,  é,  /,  kf  font  indéterminées  , 
& le  fécond  terme  elî  évanoui  dans  xx  g = o. 

3°.  On  en  prendra  le  produit  *’  bx*  -4-  ix*  hxx-f^gix 
,,  gx*-^  gbxx 

*tfgk  — o\  & comparant  les  termes  de  cette  équation  avec 
ceux  de  la  formule , on  aura  les  cinq  équations  particulières 
quifuivent,  i'*,  b=xn;  a*,  i-*‘g~pj  3',  k^gb=q; 
4',  gi  = r;  5*,  gk  = t. 

’ 4”.  Regardant  ces  équations  comme  celles  du  Problème  i 
on  les  réduira  à une  foule , qui  n’aura  peur  inconnue  que 
lettre  indéterminée  g.  ‘ ” 

On  trouve  d’abord  que  Tindéterminée  b eft  égale  à « ; & 
prenant  dans  la  foconde  & la  quatrième  la  valeur  de  i , & 
comptant  ces  valeurs  de  i,  l’on  trouve  la  réduite  qu’on  cher- 
che, ixx^p  — g = j-,  donc gg  — pg  r =i=  O. 

Refol vant  cette  réduite,  on  trouve  g = pp  — r; 

pr  confoqucDt  xx  -4-g = o,  fc  change  en  ata:  -4-  î p ^'/%PP — ^ 
= a 

On  put  trouver  une  autre  réduite  en  comparant  les  va- 
leurs de  k prifes  dans  la  troifiéme  fie  la  cinquième  équation  ; 
car  Ton  aura  k = q — ng  = j-,  donc  ngg  — qg  -*-/=  o , 
ou  bien  gg  — | ^ -r  = o > fie  refolvant  cette  équation  » 
on  trouveg  =-|j-  — é;  prcoofequentPfA? «4-5=0, 

fc  change  en  rat  «4-  ±_^ErZTL  = o . 

S iij 
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On  peut  , fl  l’on  veut  , par  les  fubftitutions  déterminer 
Féquation  -h  hxx  ix  k=o%  mais  cela  cft  aflèz  inu- 
tile , car  quand  on  voudra  voir  fi  une  équation  particulière 
du  cinquième  degré  fc  peut  divifer  fans,  refte  par  une  plus, 
fimple  du  fécond  degré,  dans  laquelle  le  fécond  terme  (bit 
évanoui , & par  une  du  troifiéme  degré,  il  fuffira  de  fubfti- 
tuer  dans  la  formule  xx-^-j  p ^ ^^pp-^r  = o,  ou  dans 
^ ^'^4/»  .“T  “ ~ grandeurs  reprefcntées  par 
& divifer  enfuite  l’équation- propofée  par  cette 
équation  du  Iccond  degré  qu’on  vient  de  trouver  ; car  fi  la 
propofoc  fe  peut  divifot  fans  refte  pat  cette  équation  du  fé- 
cond degré,  le  quotient  foral’^uation  du  troifiéme  degré  ,1 
dont  la  propofée  eft  compofee  ; & fi  eHe  ne  peut  fe  divifer 
fans  refte  par  cette  équation  du  fécond  degré,  la  propofée  ne 
ffauroit  être  réduite  en  deux  équations  dont  l’une  foit  du  fs^ 
cond  degré  , oîl  le  fécond  terme  cft  évanoui , & l’autre  du. 
troifiéme  degré.  ^ 

Application  de  Ia  metbode  du  troijîpme  Problème  aux  é^uathni 
du  ftxiéme  deprè .. 

T lO  R s qu’un  e équation  du-  fixiéme  degré  dont  la  formu-- 
le  generale  cfl  **  -♦-  nx'  px*  fx’  ■4-  rxx  -t^jx  ^ t = o, 
peut  être  exa6l.*ment  divifee  par  une  équation,  du  fécond  de-. 
giédont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  & par  une  du  4*  degré, 
qui  a tous,  (es  termes  j.  on  fuppofora  , 1® , pour  les  trouver  ,.les 
deux  équatbns  indéterminées  xx  g ■==■  o ^ & a:'*  -t-  bx^ 
•4»  ixx  ^ kx  1=  O i & après  en  avoir  trouvé  le  produit 
x*-^hx'  -4-  /V  ^kx^  -^-Ixx-^-gkx  •^gl=o  , oncomparera 
"*rgx*’i~gbx^  ^gixx 

ks  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  generale 
qui  leur  répondent  j ce  qui  donnera  les.  fix  équations  particu- 
lières fulvantcs. 

i'\  b = m 2%  ; g = p;  k-^gb=x q;  4®,  l-^gj—  n 
= (>%gl=t. 

a®.  Regardant  ces  équations  comme  celles  du  Problème; 
on  cherchera  la  réduite  , qui  n’ait  pour  inconnue  que  la 
lettre  indéterminée  g. 

‘ On  la  trouvera  en  comparant  les  deux  valeurs,  de  k prifts 
dans  la  troifiéme  & la  cinquième  i.  car  on  aura  k=  q — ug 
= d’oîi  l’on  déduira  ngg  — qg  -t-r  = o,  ou  bien  gg — ^ 
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•t-  i-  =;:o,  qui  étant  réfblue , tlonnera  s.  = -*-  ■+“  y/  -i-" 

fubltituant  cette  valeur  de  g dans  Ar;e  -4-  ^ = o , elle  fera 

changée  en  AfA?-»-  ^ — t—  ^qui  eft  la  formule 

dont  on  a belbin  . 

Car  quand  on  aura  une  équation  particulière  du  fixiéme 
degré  ; pour  voir  fi  elle  peut  être  divifée  par  une  du  fécond , 
où  le  fécond  terme  manque , & pr  une  du  quatrième  qui 

ait  tous  fes  termes , on  fubfiituera  dans  la  formule  xx 

' ■»  « 

■ît  Æ ~ ° grandeurs  repréfentées  pr  les  lettres 
n^qjS  \ & on  divilcra  enfuite  la  propfee  par  l'équation 
quon  trouvera  ; & fi  la  divifion  eft  exaéte , t)n  aura  ce  qu’on 
cherche . 

Autre  application  de  la  méthode  du  troifiême  Problème 
aux  équations  du  cinquième  degré . 

U AND  une  équafion  du  cinquième  degré  , dont  la  for- 
mule generale  eft  x'  px*-^qxx<^rx‘*‘/=.o^ 

Te  put  divifer  exaélement  pr  une  équatbn  du  fécond  degré 
qui  a tous- fes  termes , & par  une  autre  du  troifiême  degré, 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui  ; on  fuppfcra  pur  les 
trouver,  i“,  ces  deux  équations  indéterminées  xx-t-fx^^g 
= O , x^-*‘ix’^k.  = o\  & apés  avoir  trouvé  leur  produit 
^ fx*  -4-  ix^  -t-  kxx  •^fk.x  •*-gk  = O f on  comprera  les 
■4*  gx^  -^fixx  •^•gix 

termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  generale  qui 
leur  lépondent;  ce  qui  donnera  les  cinq  équations  particu- 
lières fuivantes  ; 1" , /=  » ; 2%  i g ; 3' , ^ -4-  ^ . 

4*,A-4-gi=r;  5*,g4=/. 

. 2“.  On  cherchera  par  ces  équations  une  réduite  qui  n’ait 
pur  inconnue  que  l’indéterminée  ^ & on  la  trouvera  en 
prenant  la  valeur  de  * dans  la  2* , qui  eft  i = p — g ; & fub. 
ftituant  cette  valeur  de /dans  la  3*,  on  aura  une  valeur  de 
^ = î — np  •^ngi  enfin  comptant  certe  valeur  de  k avec 
une  autre  valeur  de  k prife  dans  la  5* , qui  eft  l’on 

■npg 


aura  la  réduite  q — «p  wg  = j , qui  fc  réduit  à ngg 


-»•  qg 

-i-  / = O , ou  bien  gg  — pg  — i = O , laquelle  étant  réfo- 



lue  lonaurag=fp_SVj^v'iP-  -h  i, 

• oubftituant  les  valeurs  de/  = « & deg  dans  xx  fx*^g—o. 
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Ion  aura  xx  -4-  nx  p— — "-fj.  ' -4*  i-=:  o,  qui 
en  la  (brmule  dont  on  a befoin. 

. On  peut  encore  trouver  une  fécondé  réduite  qui  n’ait  d’in- 
connue que  l’indéterminée  ^ , en  prenant  les  valeurs  de  k 
dans  la  troiféme  ôc  la  quatrième  équation  ; car  l’on  aura 
k = ^ — ; & mettant  dans  cette  équation  la  valeur 

de  i pi  ife  dans  la  fécondé  , qui  ert  i —p  — ^ , l’on  aura 
J — np-ifng—  , qui  fe  réduit  — pg  -4-  r=o: 

— ufig’^nap 
—nq 

Cette  équation  ‘étant  réfolue  \ on  aura  g — 

— nnp’ifnq. 

Subnituant  les  valeurs  de  /&  de  ^ dans  xx  ^fx  -»-^= o î 

on  aura  ;vx-4-«Af-4--jp-4--*f-;tv'Tp-4*-^  ’ — r — nnp^nq 
= o,  qui  en  une  fécondé  formule  pour  la  réfolution. 

Atplicatka  de  ces  formules  à une  équation  particulière 
du  cinquième  deÿri , 

Soit  une  équation  du  j*  degré  -4-  ax"^  — aax^**“aabxx 

■4-  ahx^  — a^xx 

p4>  a^bb  = O ; il  fout  voir  fi  elle  ne  peut  point  fe  réduire  à 
deux  équations  plus  fimples,  l’une  du  fécond  degré,  & l’au- 
tre du  troifiéme  dont  le  fécond  terme  foit  évanoui , qui  en 
foient  des  divifeurs. 

I®.  Pour  la  rapporter  à la  formule  generale , il  faut  fiippo- 

fer"4*»=H“<r,  -4«p= — aa"^ ab , •^q:=^aaè — 4^,"4*r 
— O, -4«/  = -4-<jJW. 

a®.  11  faut  fubnituer  dans  la  formule  xx^nx**i‘\p 

— O,  les  valeurs  des  lettres  » , p , &c.  & 
Ton  trouve  quel  P — -h“= — *"f~  — = o ; ainfi  le 

quarré  | p — * = oj  mais  v^"4*  | = ^ aabb^=^ab\iM& 

la  formule  fe  change  cnxx’^ax’Srab=^o. 

Divifant  la  pmpolee  par  xx  "4-  ax^  abx=.o  ^ on  trouve  le 
quotient  exaâ  — aax  -4-  aah  = o . Ce  qui  étoit  pro- 
po(e. 

On  trouveroit  la  même  équation  jcar  H-  rfx  ■4"  <*^  = o , 
en  fc  fervant  de  la  fécondé  formule  Afx*t«  »X"H|p«t--~ 

— r— «»p*4-pj=:o. 

Mire 
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Aulrt  application  de  la  metbode  du  troifiétae  Problème  \ 
aux  iquatioas  du  fixiéme  degré. 

T lO  R s QU’  UNE  équation  du  fixiéme  degré,  reprefentée  par 
la  formule  generale  a;*  px*  -H  rxx  •^fx’**t  =o, 

efi  le  produit  d’une  équation  du  fécond  degré  qui  a tous  Tes 
termes , & d’une  autre  du  quatrième , dont  le  fécond  terme 
eft  évanoui  ; pour  trouver  les  formules  propres  à la  réduire  à 
ces  deux  équations  plus  fimples: 

1°.  Après  avoir  fuppofé  ces  deux  équations  indéterminées 
xx***fx“^g=:o  y X* •*“  ixx»^hc’*“l=o  y & pris  leur  pro- 
duit a*  •+•  /a?*  h»  gx*  Aat^  •*“  Ixx  ^(x  ^ g/ = O ; on  corn- 

i?e*  •*’fix^  •*‘gixx’^  flx  ; . 

I ^fkxxt . : .0  ■ [! 

parera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  k formule  geno- 
. raie  qui  leur  répondent  ; ôc  l’on  trouvera  les  fix  équations  par- 
ticulières qui  fuivent  : i'*,  f—  »»}  a*,  g i = p>  i*  y k-^  fi 

a°.  Confiderant  ces  fix  équations  comme  celles  du  Problê> 
ine , on  cherchera  , en  dégageant  les  indéterminées  comme  fi 
c’étott  des  inconnues , une  réduite  dont  l’inconnue  foit  Tindé- 
terminée  g ; & l’on  trouvera  par  la  a*  , i = p — g , par  la 
i%k  = q — fs  — q — np<^ngyparlA4.\l=r—gp^gg 
— nq  ^ Http  — »Hg  ; par  la  5*,  /=  cztcîaazstt . 

. Comparant  ces  deux  valeurs  de  /,  on  aura  la  réduite  qu’on 
tdicrchc,  qui  étant  ordonnée.,  eft  awgg  — a»/>g  -♦■»»/>=?  o ; 

. • «g,  — »»î 

— fpg  nr 

' > — s 


Cu  bien  divHànt  le  tout  par  1»,  gg  — ' 


J v- 


^ n»p  — »ff  r — ^ 

On  peut  encore  trouver  une  féconde  réduite  du  fécond 
degré  dont  g foit  finconnue;  1°,  en  comparant  les  valeurs 
de  / prifes  dans  la  cinquième  & fixiéme  équation  ; car  l’on  au- 
ra l = qui  fc  réduit  à ngg  — npg  — t 


r=  o;  d’oh  Ton  déduira 


•^^4  *^7 

gg  — pg  f.  L’on  a déjà  par  la 


Digitized  by  Google 


Analyse  demontre’e, 

prOTiœrédutejs= 

par  confcquent  -4-  ^ ^ gwp«»-«y  r ^ ^ 

— i.  - - 

ôtant  les  frailions , ordonnant  cette  équation  , & fàifant  en 
forte  que  le  preniier  terme  n’ait  pour  œêficicnt  que  l’unité  , 

nnpg  -f  nqg  — 

Jta 


on  aura  la  lêconde  réduite  ^ 
af 


± 


nn  -4-1 


==t>. 


^andonTOudra  examiner  fi  une  équation  particulière  dn 
fixiéme  degré  efi  le  produit  de  deux  équations  commenfura» 
blés  plus  lîmples , dont  l’une  eft  du  fécond  degré  avec  tous  fes 
fermes,  ■&  l’autre  du  quattiéme  "i  dont  le  iêcond  terme  cft 
dvanoui , H faudra , après  avoir  lubftituê  dans  laquelle  on 
voudra. des  deux  réduites  precedentes  , les  grandeurs  de  l’é- 
quation propofêe  , reprelcntées  par  les  lettres  « 7 p , , &C. 

trouver  la  valeur  de  .l’indéterminée^',  de  fubftkuer  enfuitc 
dette  valeur.,  2c  ■celle  de  f , dans  g = o i & dl^ 

vifer  la  propofêe  par  réquationréelle  dans laquelle';èjf-»-/ie-4-g 
==  O aura  ^é  changée  > & fi  la  divilion  fe  fait  exaélcinent, 
on  aura  les  deux  équations  plus  fimplcs  du^fccond  & du  qua- 
trième degré  , aufquelles  la  propofêe  peut  être  réduite.  — 
Ou  bien , fi  l’on  veut,  on  pourra  iubftituer  les  grandeurs  de 
la  propofêe,  reprefentées par j»,_p,V»  &c.  daos Jés deuxfrédui- 
tes,  & trouver  enfuite  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
réduites  après  la  fubûitution;  ce  plus  grand  divifeur  commun 
fera  trouver  facilement  la  valeur  de  g ; après  quoi  on  la  fubfii- 
^era.avcc  la  valeur  de  f dans  xx  g = o ^ & on  divi- 

'fcra  ia  propofêe  par  l’équation  du  fécond  degré  qui  en  naîtra . 

Autre  application  de  la  méthode  dn  troifiéme  Problème 
aux  équations  du  fixiéme  degré, . 

AND  une  équation  du  fixiéme  degré,  reprefentée  par 
lafe mule  generale  x‘ -4- ox' -4- px^^qx^ -4- r jrx -4- ;jr -4- / = 6, 
eft  le  produit  de  deux  équations  plus  fi mples  chacune  du  trbi- 
fiéme  degré,  dans  l’une  defquelles  le  fécond  terme  efi  évanoui; 
pour  trouver  les  &rraules  ou  les  réduites  propres  à trouver  ces 
deux  équations  plus  fimplcs. 
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x\  Après  avoir  fuppofé  les  deux  équations  indéterminées 

&ptislcijrproduit 

AJ*  /V  gx*  -4-  bx^  bixx  bkx  -H  bl  ==  o , oncom- 
kx*  h}  •^gkjxx  *^glx 

parera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  ge- 
œrate  ; ce  qui  donnera  les  fix  équations  particulières  qui  fti- 
vent:  1",  » = «;  a* , g -+-.  k=^p,3,",b^  f-t- g» 4', 

bi'*‘ gk=r‘,  Ÿ , gl  = fy  f 

2®;  Pour  trouver  la  réduite  dont  g foit  l’inconnue  , on  aura 
par  la  a'  -k  =-p — gt  par  la  I z=zq  — b — tigi  par  la4*, 

i = , 

Comparant  les  deux  valeurs  de  k,  lon-atirap-— 
d’oîi  l’on  déduit  b — H faut  remarquer  cette  valeur' 

de.b.  ' ' 1 ' 1 ^ ^ 

Comparant  enfuite  les  deux  valeurs  de  /,.  on  aura  y — b 
— ng  = J qui  fe  réduit  à — ngg  ^ qg  — s ■=:  ibg, 

! — bp\  d'oft  l’on  d^uit  b = : 

Comparant  cnfemble  les  deux  valeurs  dç  i , on  trouvera 
J qurfc  réduit  à -f  twgg — nqg  ^ n$ 

' —IPgg  -farg— pr 

^PPg. 

==.  O,  qui  eft  la  réduite  qu’on  eberebe.. 

Pour  trouver  une  féconde  réduite  dont  g Ibit  l’inconnue  ^ 
on-  comparera'  enfemble  la  valeur  de  /&  = ^ déjà 

trouvée,  avec  la  valeur  de  b prile  dans  la  fixiéme  équation, 
qui  eH  b =f»  apré*  avoir  mis  dans  b = f la  valeur  de  / 

& l’on  aura  après  en  avoir  ôté  les. 

fraélions . on  aura  r®  —*  **“  "«Àtr  •f'  = ®* 

. /ta  -,  P»,  rr 

' — »?î/  ■”* 

qui  eft  une  fecoode  réduite  , qu’on  abaiffera  an  Iccond  depé 
en  prenant  dans  la  réduite  ^cedente  la  valeur  de  g*  & oc 
^ & les  fubAituant  dans  cette  équation.  L’operaiwa  iê  Éât 
de  la  manière  fuivante. 

• irfant  muliiplier  la 
feconde  réduite  par  a , 

&.  l’on  aura 

T ii 


O,. 
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II  faut  multiplier  la  pre- 
mière réduite  par^,  &I’on 
aura 

Ce  fubflituer  dans  la  fécon- 
de la  valeur  de  & l’on 
aura 


"»r*  »?rf  — 

►♦■îAf  -’i'Xf 
—l’fU 


—y T H-zrr 
— »î£X  «tauinr 

U faut  fubflituer  la  valeur  dcg\  prife  de  la  première  réduite 
dans  cette  équation . Pour  eek  il  faut  multiplier  cette  équ»l' 
tlon  par  X , & l'on  aura 

— O» 

'♦•V/ÏX  —6pfg  -♦-4'T 
— z»Kf  ►+•  *+*4iMW 

H«4'Xf  — l>KC 

& fubflituer  la  valeur  de  ^ 

— que  Ion  , l=i **'"!»  ~"t«  <**>»P* 

voit  ICI , ( qui  efl  pnfé  de  - ■ 

la  première  réduite  raultr- 
plice  par  — p-^-nn)  dans 
i’equatioD  précédente  ; & 
en  trouvera  cnHo  cette 
fécondé  redmte  du  x*  de-  >t>4'zr  •^«zniirx— 4i>]r 
gré^  '—»»«£—»»«  —PP- 


— JPPU  •^tprz  —fp 
•pp’g 

— w*;» 


-PPet  ^Vprr  -H4rr  s 
•— »*Xf  ’Pinf^pt^nn* 


■4<ry  •p-npf 
^nnppg  — »** 


OU  bien  en  changeant 
tous  les  lignes,  oaaura 
cette  fécondé  réduite 
du  Z*  degrés 


4*4t»r  — 4*r  :roi 

•t<  «♦jfX  — 3»>}X  — 4»«» 

•—  4'’K  — *+*  S»!»' 

•♦•■wjîxr  •+“  “'X 

— t’f  — IV»- 
— "’îX  — •"«i»*' 
pmnnppg 


Quand  on  voudra  voir  ff  une  équation  particulière  du  ITxié* 
me  degré  efl  le  produit  de  deux  plus  Cmples  commenfurables^ 
chacutw  du  troifiéme  degré  , dont  l’une  des  deux  n’ait  pas  fbn. 
fécond  terme,  r* il  faudra  fubflituer  les  grandeurs  de  l’équa- 
tion reprefentées  par»,  P,  f,  &c.  dans  ces  deux  réduites 
trouver  leur  plus  grand  commun  diviféur  i & par  le  (dus  grand 
divilcur  commun  , trouver  la  valeur  deg;  ou  bien  la  trou- 
ver feulemenc  en  refolvaoc  la.  fecoude  réduite  du  fecood 
degré. 

2“.  II  faudra  fubflituer  la  valeur  de  g qu’on  vient  dé  trou- 
ver y dans  l’équation  b , ce  qui  donnera  k valeur 

de  * . 


/ 
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3*.  Il  faudra  fubftitucr  les  valcun  deg  & deidans  jr’ 

= o , & divifer  la  propofée  par  l'équation  qui  naîtra  de 
la  fubfticution  ; & fi  la  divifion  efi  exacte,  oa  aura  les  deux 
équations,  dont  la  propofée  efi  le  produit. 

Avertissement. 

T lES  a^lications  qu’on  vient  de  faire  de  la  metbode  du 
troifiéme  Problème,  fuffifent  pour  la  faire  concevoir,  & pour 
apprendre  à trouver  foi-même  les  formules  des  réfblutions  de 
tous  les  cas  où  il  manque  un  ou  plufieurs  termes  dans  les  équa> 
tions  fimples , dont  la  compofée  eft  le  produit;  on  les  peut 
voir  dans  l’onzième  réglé  de  M'  Hudde,  dans  la  lettre  de  la 
réduélion  des  équations,  qui  efi  à la  fin  du  premier  Volume 
de  la  Geometrie  de  M'  Defeartes . 

Démonflratton  du  troifiéme  Problème. 

T iES  deux  équations  indéterminées  qu’on  fuppofe,  comme 
dans  le  premier  exemple  xx fx  g = o,  xx-^  i = 0, 
reprefentent  par  leurs  cocficients  indéterminés /,  g , i , les 
deux  équations  réelles  plus  fimples , dont  la  propofée , qui 
eft  repréfentée  par  la  formule  generale  x*  •+•  nx’  pxx  ^x 
uh  r = o f efi  le  produit  ; par  confequent  le  produit  de  ces 
deux  équations  indéterminées  , qui  eft  x*^fx>  gxx  fix 

ixx 

g/  = O , reprefente  l’équation  propofée , & n’eft  qu’une 
même  équation  , que  quelques-uns  appellent  identique; 
ainfi  l’une  eft  égale  à l’autre  , & l’on  a l’équation  x!*  h-  fx* 
gxx  fix  gi  = X*  nx^  pxx  r ; ou 

ixx 

bien  x*  fx>  •+■  gxx  ftx  g/'  = o. 

•4-  ixx 

— — »x^ — pxx — fx  — r 

Les  termes  de  l’une  font  égaux  aux  termes  correfpondans  de 
l’autre,  ou  ( fi  l’on  veut  ) cbaqne  terme  de  l’une  moins  le  ter« 
me  correfpondant  de  l’autre , eft  égal  à zeroj  l’on  a donc  au- 
tant d'^uatioi-.s  particulières  pour  déterminer  les  indétermi- 
nées qui  peuvent  être  regardées  comme  les  inconnues  du  Pro». 
blême  , qu’on  a fuppofé  d’interminées  ; anfion  les  peut  tou- 
tes déterminer. 

Or  il  eft  évident  qu’aprés  qu’on  aura  trouvé  les  valeurs 

T iij 
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réelles  des  indcicrramécs , C on  fubftitue  ces.  valeurs  à leur 
place  dans  les  deux  cquatioos  indécerminees  xx  g 

~<x,  xx**^i  = o,  ces  deux  équations  étant  devenues  réel- 
les, de  feintes  qu’elles  étoient , leur  produit  fera  precilemeoC 
la  propofée  : car  les  valeurs  réelles  des  indéterminées  n’ont 
été  trouvées  qu’en  vertu  de  cette  fuppofition . Elles  font 
donc,  étant  devenues  réelles les  deux  équations  plusfîniples 
qu’on  cherchoit , par  lefquellcs  la  propofée  peut  être  cxaéle- 
ment  divifée. 

La  méthode  du  troi/iéme  Problème  faicdonc  trouver  ce  qui 
étoit  propofe . 


Remarques  fur  la  méthode  qui  employé  dans  les  équathru 
outre  les  inconnues,  des  grandeurs  indéterminées^ 

lA  méthode  de  le  fervir  d’équations  qui  contiennent  des 
grandeurs  indéterminées , ell  un  des  principes  les  plus  fé- 
conds de  l’Analyfe  pour  ^rc  des  découvertes  i.  c’efl  à dire  , 
pour  refoudre  les  Problèmes  les  plus  compofés . Cette  mé- 
thode confîfte  à reprefenter  par  des  grandeurs  indétermi- 
nées, les  grandeurs,  véritables  que  l’on  cherche;  à fuppofer 
que  cette  expreffion  indéterminée  eft  égale  à l'expteûioo  de 
ces  mêmes  grandeurs  que  l’on  a trouvée  par  leProblême  qu’on 
veut  réfoudre  ; c’efl  à dire  , que  cette  expreffion  indétermi- 
née efl  égale  à l’équation  qui  exprime  ce  Problème  i & à fup- 
pofer auin  que  chacun  des  termes  de  l’expreflion  irxlétermi- 
oée  ell  égal  au  terme  conefpondant  de  l’équation  qu’on  veut 
réfbudre  ; à trouver  par  le  moyen  des  équations  particulières 
que  fournit  cette  .fuppolîticn , les  valeurs  des  indéterminées, 
que  l’on  a fuppofées  ; enfin  à fubflituer  ces  valeurs  à la  pla- 
ce des  indéterminées  dans  l’cxpreflion  indéterminée  qui  re-^ 
prefente  les  grandeurs  véritables  que  l’on  cherche , qui  par 
ces  fubllitutions  devient  la  véritable  expreflion  de  ces  gran- 
deurs ^ Comme  on  fc  fervira  beaucoup  de  cetter  méthode 
dans  le  rcflc  de  ce  Traité  , il  efl  bon  de  faire  ici  quelques 
remarques  qui  ferviront  à la  faire  mieux  concevoir  , & à ea 
rendre  l’ufâge  plus  facile . 

1°.  Pour  former  ces  équat'tons  frintes  ou  indéterminées  , 
qui  deviénnent  enfuite  réelles , il  faut  que  les  grandeurs  in- 
déterminées qu’on  y employé , expriment  les  rapports  de  cel- 
les qu’on  cherche  par  leur  moyen  : par  exemple , quand  on. 
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veut  chercher  les  équations  plus  fimples  aulquelles  une  é. 
quation- compofée  réJuâibIc  peut  être  réduite,  lorfqu’il 
manque  quelque  terme  dans  quelqu’une  -de  ces  équations 
plus  (impies , on  doit  audl  /uppofcr  qu’il  efl  évanoui  dans 
les  équations  indéterminées  ; les  coèficients  de  ces  équations 
indéterminées  doivent  reprefenter  les  coëficicnts  connus  des 
équations  réelles  qu’elles  reprefentent  ; c’elt  pourquoi  il  doit  y 
avoir  une  indéterminée  pour  chacun  afin  qu'en  dérermi- 
uant  chaque  indétemiinée,  on  puiflé  trouver  chacun  de  ces 
coëficicnrs  ; lorfque  quelqu’une  des  équations  nlus  fimples 
aufquelles  une  équation  enmpofée  peut  être  réduite  , ren- 
&rme  des  racines  égales , il  faut  ne  mettre  qu'une  même 
iixiétcrmince  pour  chacune  des  racines  égales  ; & ainfi  de 
tous  les  autres  rapports  poffibles  , qu’il  faut  reprefenter  par 
les  indéterminées. 

2*.  11  ne  feut  employer  dans  les  équations  'indéterminées  , 
•qu 'autant  de  lettres  indéterminées  , qu’on  peut  faire  d’équa- 
tions particulières  > pareequ^autrement  oo  ne  pourroit  pas  les 
.dégager  toutes,  c’elt  à dirci  trouver  la  valeur  de  toutes. 

3“.  On  doit  faire  en  forte  que  toutes  les  équations  par- 
ticulières qui  fervent  à trouver  les  valeurs  des  indétermi- 
nées , & les  réduites  qui  en  naiflènt  , ne  fôicnt  pas  aufÏÏ 
-difficiles  ou  plus  difficiles  à rélbudrc  , que  les  équations  mê- 
mes dont  on  cherche  la  rcfblution  par  ces  équations  indéter- 
minées, pulfqu autrement  cette  voyc  /croit  inutile. 

Ainfi  U faut  que  ces  équations  fcûent  ou  linéaires  , ou 
du  fécond  degré , ou  du  moins  d’un  degré  inferieur  à ce- 
lui de  l’équarion  qu’on  veut  réfbudre  par  cette  voye  : oît 
s’il  arrivoit  que  ces  équations  particulières  , ou  les'  rédui- 
tes , fuffent  d’un  degré  égal  à celui  de  l’équation  qu’on 
veut  réfbudre  , ou  même  plus  élevé  , il  faudroit  que  la 
valeur  de  l’indéterminée  qui  fert  d’inconnue  à ces  rédui- . 
tes  , fc  pût  trouver  en  divifânt  la  réduite  par  une  équa- 
tion linéaire  de  l’inconnue  de  la  réduite  plus  ou  moins  un 
divifëur  de  foo  dernier  terme  , ou  qu’elle  pût  fc  trouver 
p.-ir  une  équation  du  fécond  degré  : car  alors  , quoique  la 
réduite  fût  d’un  degré  plus  élevé  que  l’équation  qu’on  veut 
aéfoudre  , la  réfblution  en  feroit  plus  facile, 

4*.  Lorfque  pour  la  réfolution  d’un  Problème  oir  d’une 
équation  compofée , par  exemple  du  cinquième  degré  , on 
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n’a  befoin  que  d’une  équation  d’un  degré  inferieur  , par  exem- 
ple du  fecond  degré  ; on  fuppofera  une  équation  indéterminée 
ou  feinte  du  fécond  degré,  qui  reprcfentcra  par  le  moyen 
des  indéterminées  l’équation  du  fecond  degré  dont  on  a be- 
foin , &enfuite  on  la  multipliera  par  une  équation  indétermi- 
née du  degré  , qui  étant  joint  avec  celui  du  fécond , fait  le 
degré  de  la  propofée  ; dans  le  cinquième  degré , il  feudra 
multiplier  l’équation  du  fecond  par  une  du  troifiéme , laquel- 
le équation  du  troiCéme  degré  ait  une  indéterminée  dans  cha- 
cun de  fes  termes , excepté  le  premier  i il  faudra  cnfuite  com- 
parer les  termes  de  l’équation  indéterminée  qui  naîtra  de  cet- 
te multiplication , avec  ceux  de  la  propofée  qui  leur  répondent 
ôc  l’on  aura  autant  d’equations  particulières  que  l’on  a fup- 
pofé  d’indéterminées , & l’on  pourra  en  trouver  les  valeurs . 
Ou  bien  au  lieu  d’élever  l’équation  indéterminée  du  degré  in- 
ferieur à celui  de  la  propofée  , en  la  multipliant  par  une  autre 
équation  indéterminée,  on  pourra  diviferla  propofée  par  l’équa- 
tion indéterminée  du  degré  inferieur  à celui  de  la  propofée, 
jufqu’à  ce  qu’on  fbit  arrivé  à un  refie  où  l’inconnue  fbit  d’un 
degré  moindre  que  dans  l’équation  indéterminée  qui  a fervi 
de  divifeur  : & alors  il  faudra  fuppofer  ce  refie  égal  à zéro , 
& chacun  de  fes  termes  égal  à zéro  , & l’on  aura  par  ces  fup- 
pofîtions  autant  d’équations  particulières  qu’on  a mppofé  d’in- 
déterminées} & l’on  s’en  fervi  ra  pour  trouver  les  réduites 
qui  donneront  les  valeurs  des  indéterminées  de  l’équation  in- . 
déterminée  qu’on  a fuppofée  : Et  on  aura  la  réfblution  qu’on  \ 
cherche. 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  s’éclaircira  par  l’ufage  qu’on 
en  fera  dans  la  fuite. 

PROBLEME  IV. 

y* ROÜVER  les  équations  cotnmerrfurables  plus  fimpUSf  par 
lefquellei  une  équation  composée  4*,  5*,  6r  6*  degr^ , qui  ejl 
réduSiible  f peut  fe  àivsfer  exaüement  ^ lorfquil  n’y  a aucun 
terme  évanoui  dam  cet  équations  plus  /impies  ^ & que  la  main' 
dre  ejl  au  moins  du  fécond  degré. 

METHODE.  ' 

Os  fera  les  mômes  chofcs  qu’au  Problème  précèdent, 
excepté  qu’on  ne  fuppofera  aucim  terme  évanoui  dans  les 

équations 
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équations  indéterminées , & qu’on  laiflcra  dans  les  réduites  la 
lettre  indéterminée  qui  fait  le  dernier  terme  de  l’une  des 
deux  équations  indéterminées , (ans  en  dégager  la  valeur , & 
elle  marquera  un  desdivifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  ; 
cela  abrégera  de  beaucoup  le  calcul  des  formules  , & rendra 
les  réduites  plus  fimples,  comme  on  le  verra  dans Tapplication 
de  ce  Problème  au  4* , 5*,  & 6*  degré . 

: : Pour  U quatrième  degré.  ' 

T^oüTES  les  équations  du  quatrième  degré  font  repre- 
fentées  par  .la  formule  generale  at"*  nx[  *»•  pxx  h-  •*-  r 

^ O.  ... 

Pour  trouver  les  deux  éqiutions  du  fécond  degré  qui  ont 
tous  leurs  termes , par  lefquelles  une  équation  redufbble  du 
quatrième , peut  être  ’exaélement  divifoe , on  fuppofera  les 
deux  équations  indéterminées  xx  h- .g-  = 0,  xxor^hx 

Sc  après  en  avoir  pris  le  produit 

, r : x\’*-fie‘-*‘gxx’^gbx-*fgî  — o\ 

‘ •^hx>’^ixx ’^fix 

_ ^ ■ •*‘fbxx 

on  en  comparera  les  termes  avec  ceux  de  la  formule  generale 
qui  leur  répondent  j & l’on  aura  les  quatre  équations  particu- 
lières fuivantes  ; l" ,/  = a*, ^ fi»  = pj  3*, gô 

: On  regardera  g comme  connue , & elle  marquera  un  di- 
viléur  exafi:  du  dernier  terme  de  la  propofée , puifque  le 
dernier  terme  de  la  propofée  eft  le  produit  des  deux  der- 
niers termes  des  deux  équations  du  focond  degré,  dont  la 
propofée  eft  le  produit . On  cherchera  une  valeur  de  / qui 
ne  contienne  que  des  connues  avec  g ; pour  la  trouver , on 
prendra  la  valeur  de  b dans  la  première  & la  troifiéme  équa- 
tion, & l’on  aura  b = tt — / = on  prendra  comité 
la  valeur  de  i dans  la  quatrième  équation , qui  eü  i~j,ôc 
on  la  fubfHtuera  dans  l’équation  qu’on  vient  de  trouver,  & 

l’on  aura  d’où  l’on  déduira  /= 

on  fubflitucra  cette  valeur.de/dans  oj 5C 

î-j» 

Ton  aura  xx  •+■ 


-g 


x^gx=o. 


Quand  on  voudra  examiner  fî  une  équation  particulière 
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du  quatrième  degré,  peut  fe  divifer  exadement  par  deux 
autres  du  fécond  degré,  on  prendra  tous  le&  divitêurs  du 
dernier  terme  de  la  propolce,  & fi  elle  eft  littérale  & homo- 
gène , il  fuffira  de  pendre  les  divifeurs  de  deux  dimenfions . On 
iubfiituera  ces  divi/êurs  fuccefiivement  avec  le  ligne  de  & 
enfuite  celui  de  — , dans  la  formule  xx  ■«-  x «wg  = o, 

au  lieu  de  g ; comme  anfli  les  valeurs'de  »,  f ,V;  & on  divifera 
la  popolee  par  l'équation  qui  naîtra  de  la  fibftitution  j & fi  la 
divifion  eft  exaéle , on  aura  ce  qu’on  cherche.  ' ' 

Par  exemple,  on  voudroit  ffavrar  fi  l’équation  ~ • 
x*>^2ax^—acxx  •^2abhx  aaicxszOf 
— 2hx^ — $aixx-—2aacx  ^ ' 

eft  reduSible  en  deux  équations  du  fécond  degré.’  ' 

1®.  Afin  que  la  formule  generale  du  quatrième  degré  x* 
&c.  reprefente  la  propofée,  il  faut  fuppofer  « = 2#l 
— 2b,  P = — ac—  ^ah,  'q xxt.2ahb — 2aac , r = •+■  àabc. 

2®.  Il  faut  pendre  prmi  les  divifeurs  du  dernier  terme  de 
la  propofée , ceux  qui  font  de  deux  dimenfions , c’eft  à dire 
aa,  ab,ac  ,bC’,  ' 

3®.  Il  feut  fubftituer  chacun  de  ces  divifeurs  fucceflivement 
avec  le  figne  «h  , & enfuite  avec  le  figne  — , dans  la  fonriule 
XX  x-**g=o,  à la  place  deg,  & y fubftituer  auflî 

T~~~  ^ V 

les  valeurs  de  « , r ; l’on  trouvera  quVn  y fubftituant  k la 
place  deg , H-  »«,  — aa,'^  ah,  l’on  n’auroit  ps  un  divifeur 
exadi  de  la  propofée , mais  en  fubftituant  ab  h la  place 
de  g,  jla  formule  eft  changée  en  jw?  2ax  — ab  = o,  pt 
laquelle  la  propfée  fe  divife  fous  refte , & l’on  trouve  le  quo* 
tientx«f — 2^jf  — ac~o.,r.  > . • : >!  ■ 

Ainfi  la  propfée  n’eft  pas  du  quatrième  degré , mais  elk  le 
réduit  aux  deux  équations  precedentes  du  fécond  degté . 

On  put  encore  trouver  une  réduite  dont/ foit  l'inconnue , 
& dans  laquelle  g fok  regardée  comme  une  connue  qui  repre- 
fente un  divifour  du  dernier  terme  de  la  popolee  , en  prenant 
deux  valeurs  de  riodétpminée  « , l’une  dans  la  2®,  & l’au- 
tre dans  la  4®  équation'  particulière  ; & l’on  aura  i = p — g 
— = fubftiiuant  la  valeur  b f dans  cette 

équation , l’on  aura  p — ’*"  ff  = 7 » o'i  bien  /T — nf 

•4-  P = O , qui  eft  la  réduite  qu’on  cherche . 

—g  . . ■ 

r 

-~ï 
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Rcfblvant  cette  équation  du  fécond  d^ré , on  aura/  = t » 
»«  — g J i fubftituant  cette  valeur  de  f 

dans  XX  fx  ^ = o,on  aura  la  formule  xx  x 

X i ^ «« — P"^g^  s Cette  formule  fcrvira 

à faire  trouver  les  équations  du  fécond  degré , dans  lefquelles 
ic  peut  réduire  une  équation  particuriere  du  quatrième  degré  , 
comme  dans  l’exemple  précèdent. 

Pour  le  cinquième  degré . 

Pour  trouver  les  deux  équations  commenforables , l’une 
du  fécond  degré , & l’autre  du  troifiéme , qui  aycot  tous 
leurs  termes , par  lefquclfcs  une  Quation  redu^ible  du  5* 
degré,  réprefentée  par  la  formule  gCnerale  x' fisé* 
qxx  -*•  ta:  «4-  / = O , peut  fe  drvifor  exadlement  ; on  fup- 
pofora , 1®,  XX  •^fx’^g  = P,  x^-^bxx  /x  •+•  =0:  Et 
après  avoir  pris  leur  produit  fx*  •*•  ix^ kxx fhe 

•4*  i>x*  ^gxf-^gbxx^gix 

' . i- < •^fbx^’^  ftxx 

»*i  — O , on  comparera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux 

de  la  formule  •,  & l’on  aura  les  cinq  équations  particulières  qui 
fui  vent  ; i**, /•+•  i6  = » ; a*,  g •^fb  — p; 

= $\gk=t. 

2*.  On  cherchera  une  réduite  du  fécond  degré  y dont  / 
foie  Hnconnue , & on  regardera  g comme  une  connue  qui 
reprefente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  l’équation  du 
cinquième  degré  qu’on  veut  refoudre . Pour  la  trouver , on 
pendra  les  valeurs  de  b dans  la  première  & la  fécondé , & 
Jon  aura  b=xa  — f = j d’où  l’on  déduira  $ =ff 

-nf-^p — g Z On  prendra  une  autre  valeur  de  idans  la 
quatrième , & l’on  aura  i = ; fubflhuant  dans  cette 

valeur  de  i celle  dejjprife  dans  la  cinquième  équation  , qui 

«ft  4 = J , l’on  aura  i — --7T  ^~ff — nf-^  p —^g . Cet- 
te équation  étant  mifé  en  ordre  y dn  aura  la  réduite  qu’oa 
cherche, /f — nf  -^pz^a.  ' 

^ -i  —"tr 
SS  & 

. r 

On  peut  trouver  une  autre  réduite  du  fcctxid  degré , en 
prenant  la  valeur  de  b dans  la  première  & la  troiflénae 

V ii 
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équation , car  l’on  aura  b =.n  — /=  ou  bien  gn 

— gf  =9  — ft  — k\  fubftituant  dans  cette  équation  la 
valeur  de  i prilê  dans  la  quatrième  , qui  eft  i = , l’on 

aura  gn  — gf  — ^ 4 ; Enfin  fubftituant  dans 

cette  équation  la  valeur  de  k pri/ê  dans  la  cinquième , qui  eft 
k — ^y  00  aura  ga  —gf=  î — ^ — 7 , qui  fc  re. 

duit  — il2.=o, 

.4- ai 

i 

C'eft  la  firconde  réduite  qu’on  cherchoit  ; 

Quand  00  voudra  voir  fi  une  équation  particulière  du 
dnquiéme  degré  efi  rêduébble  en  deux  plus  finiples , l’une 
du  fécond  & l’autre  idu  troifiérae  degré,  on  prendra  tous 
les  divifeurs  de  Ton  dernier  terme  ^ & fi  elle  e(t  littérale  & 
homogène,  il  fuffira  de  prendre  ceux  qui  font  de  deux  di- 
menfions  ; on  les  fubfiituera  les  uns  après  les  autres  dans 
laquelle  on  voudra  de  ces  deux  réduites  fous  le  figue Sc 
enfûite  fous  le  fignç — ; on  y fubfiituera  aufii  les  grandeurs 
de  la  ptopofée  rêprefontées  par  &c.  qn  prendra  en- 

fuite  la  valeur  de  f \ & on  la  fubfiituera , comme  auffi  le 
divifeur  pris  pour  g , dans  xx  fx  g = o',  & fila  pn> 
pofée  fo  divife  exa^emeot  par  l’équation  qui  naîtra  de  la 
fubûitution  , on  aura  ce  qu’on  cherche  ; Cnon  , on  mettra  un 
autre  divifour  du  dernier  terme  à la  place  de  g dans  la  ré* 
duite  , & on  continuera  TopeiatioD  comme  on  vient  de  le 
preferire» 

On  pourroit  aufii  fubfiituer  les  divifours  du  dernier  terme 
les  uns  après  les  autres  avec  le  figne  -t- , & enfuite  avec  le 
ligne  — , dans  les  deux  réduites,  avec  les  valeurs  de 
&c.  & trouver  enfuite  le  plus  grand  divifeur  commun  des 
r^uites  ; & par  le  plus  grand  divifour  commun  j trouver  la 
valeur  de/,  & la  fubfiituer  avec  celle  de  g-,  dans  xx-^fx 
•4-g  = O , & divifér  enfuite  la  propofée  par  l'équation  qui  en 
naîtroit . 

Voici  un  exemple  qui  fera  concevoir  lesdeuxmanieiesd’ap> 
pliquer  la  méthode  à une  équation  particulière.  ’ 

Pour  voir  fi  l’équation  x^  lax^ — jaax^  — aabxx  à}lx 

— •^laabbx 

a?hb  =0,  peut  être  exaélement  divifée  pat  une  équation 
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du  fécond  degré  , & par  une  du  troinême  degré , qui  ayenc 
tous  leurs  termes:  1“ , il  ftut  prendre  les  divifcurs  du  dernier 
terme  qui  font  de  deux  dimenflons  ; ces  divifeurs  font  ab , 

aa,  bb. 

2°.  Afin  que  la  formule  generale  , &c.  reprefon- 

te  la  propofée  , il  faut  fuppofer  n = 2a,  p = — ^aa  — ^^ab, 

q = — aab  , r = a^h  •*-  ^aabb  , j = -+- 

3°.  11  faut  fubftituer  dans  laquelle  on  voudra  des  deux  ré- 
duites y’*‘abz\i  place  de  g , & les  valeurs  de  « , p , q,  &c. 
à leur  place  » & comme  la  valeur  de  / qu’on  trouve  après  la 
fubditution  de  ab  à la  place  deg , étant  fubdituée  dans 
ftx  ’^fx  ab  = o,  l’équation  qui  en  vient  n'eft  pas  un  di- 
vifêur  exaét  de  la  propofée  , il  faut  fubdituer  — ab  à h pla- 
ce de  g , dans  laquelle  on  voudra  des  réduites , & les  valeurs 
de  » , P , q y ôcc.  6c  l’on  trouvera  au  lieu  de  la  première  ré- 
duite cette  équation  j/  — qf  — 2aa  = o ; & au  lieu  de  la 
féconde  réduite  , l’on  trouvera)/ af  2ah  = o . 

■t"  %hf 

4®.  Ayant  trouvé  par  le  moyen  de  l’une  ou  l’autre  de  ces 
deux  réduites,  que/=  — a,  on  fubftituera  — a zu  lieu  de/ 
dans  XX  "^fx  = o,  & — ai  à la  place  deg;  & l’on  aura 
XX  — ax  — ai  = Oy  par  laquelle  divilànt  la  propofée , on 
trouvera  le  quotient  julîe  x^  jaxx  — ^aix  — aai  = o j 
ainfi  la  propofée  n’eft  pas  du  cinquième  degré  , mais  elle  fe 
réduit  aux  deux  équations  précédentes  du  fécond  & du  troi- 
fiéme  degré. 

On  peut  aufïi  trouver  la  valeur  de/,  en  prenant  le  plus 
grand  divifeur  commun  des  deux  réduites , après  qu’on  y au- 
ra fubftitué  — ab  h h place  de  g , & les  valeurs  de  « , p,  q, 
&c.  car  l’on  trouvera  que  le  plus  grand  divifeur  commun  efé 
f a — Oy  par conlcquent f = — a. 

Cette  maniéré  de  trouver  la  valeur  de  / par  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  réduites , après  qu’on  y a fait  les  fubfti- 
tutions,  eft  d’ufage,  lorfque  les  réduites  font  au  defl'us  du  fé- 
cond degré  ; mais  quand  les  réduites  ne  palTent  pas  le  fécond 
degré , il  eft  d’ordinaire  plus  court  de  prendre  la  valeur  de/ 
dans  une  feule  réduite . 


V ni 
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Pour  le  ftxiémt  degré. 

Lorsqu  'IL  peut  fe  réduire  à une  équation  du  fécond  degré 
<S  à une  autre  duq.\  dans  lefqmelles  aucun  terme  n'eft  évanoui. 


Xl-  faut  fuppoftr  les  deux  équations  indéterminées  xx  fx- 
= x*^hx^-**ixx'*-kx-^l=o-,  & après  avdr  pris 

kur  produit  x*  -h  bx'  ix*  ^ Ixx  •^flx^gl=Q 

*+■  •*“gbxé  gixx  gkx 

■+*  fbx*^^fix^  •+■  féxx 

il  faut  comparer  les  termes  du  produit  avec  ceux  de  la  formu* 
le  generale  du  fixiéme  degré  .t*  -*•  nx*  px'*  qxé  rxx 
^ Sx ^ t = O,  qui  leur  répondent  ; ce  qui  donnera  les  fix 
équations  particulières  qui  fui  vent;  V%  b f = n;  a* , / ^ g 

^fb  = p;  3*.  = f,  4*,  l-^gi-^-fk  — r,  5' // 

^gk  = r,6%gl=t. 

Pour  trouver  une  réduite  dont  f fort  l’inconnue  , & dan» 
laquelle  g reprefente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  propo- 
fée , on  prendra  deux  valeurs  de  b dans  la  première  & la  fé- 
conde équation  , & Ton  aura  b = » — f=  d’où  l’on 

déduira  <=/)*' — "f^  P — g>  comparant  cette  valeur  de  t 
avec  une  autre  prife  dans  la  quatrième , on  aura  $ = eed-dk 
—ff—  — gi  ou  bien  r — l — fk  =gff  — l„f 

"^gp  — gg  ; mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  l pri- 
fe dans  la  fixiéme  équation  , qui  eft  / = j , l’on  aura 
r — j—fk  — gff — gnf-^^gp — gg;  fiibftituant  la  valeur 

f {t 

de  /=  ^ dans  la  cinquième , on  aura  ^ = — j— ^ . Cette  va- 
leur étant  fùbftituéc  à la  place  de  { dans  r — j — fli  — gff 

— g«/  gp  —ggt  l’on  aura  la  réduite  r — ^ 

=^gff — gnf  -^gp  — gg,  qui  fé  réduit  à//  — ^ — »/•+*? 


s 

t 

3 


~ o;  c'feft  la  réduite  qu'on  cherche. 

On  peut  trouver  une  fécondé  réduite  en  cwnparant  la  va- 
kur  de  i déjà  trouvée  , qui  eft  i ==ff — nf-^p  — g > 3vec 
une  autre  valeur  de  i prife  dans  la  troifiéme  équation  , Sc 
l’on  aura  i = =ff  — — g;  il  feut  fubftitucr 
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dans  cette  équation  la  valeur  de  b prifc  dans  la  première 
équation  , qui  eft  é = w — /,  & la  valeur  de  k pnfc  dans 
la  cinquième  équation,  qui  e{ïk  — ^‘  -y  ôc  fubftituant  à U 
place  de  / la  valeur  / = f prife  dans  la  fixiéme  équation  . on 


place 
aura^  = 


prilc  dans  la  fixiéme  équation  , on 
fubfiituant  donc  les  valeurs  de  & de  é 


dans  — ff  „f  ^ P — l’on  aura 

q — gn gf 

J 

qui  fe  Tédaitkf-^  nff  — igf^gn—o; 

c’eft  la  fécondé  réduite  qu’on  cherchoit. 

On  fe  fervira  de  ces  réduites  pour  trouver  fi  une  équation 
du  fixiéme  degré  fe  peut  réduire  en  deux  plus  fimples  qui 
ayent  tous  leurs  termes , dont  l’une  foit  du  fécond  degré  , & 
l’autre  du  quatrième,  comme  l’on -a  enfeigné  dans  l^inquié^ 
me  degré.  " * 


Pour  le  fixiéme  degré , hrf qu'il  peut  fe  réduire  à deux  iquotiont 
du  troifiéme  degré  qui  ont  tour  leurs  termes. 

Xl  fiut  fuppofer  les  deux  équations  indéterminées  fxx 
•i-gx-^b  = o x^^ixx^ix-^l=o;  fie  après  avoir 
trouvé  leur  produit  ’^fx^-*-gx*-^bx>^bJxx^bkx-^bl 
H- /A?’  -+-  kxS*’*^lx>  -^flxx  -hglx 

XX 

L-  I . 

— o;  00  comparera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la 
formule  generale  du  fixiéme  degré  x*  hx^  px*  -+•  qx^ 
’^rxxr^sx’^  t — o,  qui  leur  répondent  5 ce  qui  donnera 
les  fix  équations  particulières  qui  fuivent  : i«  , f^$  = n ; 
g'^  k •^fi  — p'y  3*»  é •♦-  / •^gi^»fl^=qf  bi’^’fl 

^ik^r,i\bk-^gl==s,tr,blLt'  ^ 

Pour  trouver  une  réduite  dont  f foit  l’inconnue , fie  dans 
laquelle  b reprefente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la 
propofée  , lequel  divifeur  eft  de  trois  dimenfions  dans  les 
équations  littérales  fie  homo^nes  i il  faut  prendre  dans  la 
première  fie  la  fécondé  équation  deux  valeurs  de  / , fie  l’on 
/ = » — /=  i d’où  l’on  déduira  { = ff — »/ 
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^ J on  prendra  une  autre  valeur  de  K dans  la  cinqui^< 
me  4 = ; par  confequent  ff — »/•+-  P — ^ . On 

fubftituera  dans  , la  valeur  de  l prife  dans  la  Cxiétne 


6quation  /=  i;  & l’on  aura  ff—nf-^p  — g=~  j. 
d’oîi  l’on  déduira  U remarquer 

ï — ® 

cette  première  valeur  de^. 

Pour  avoir  une  fécondé  valeur  de_g'  à comparer  avec  cette 
première  , on  fe  fervira  de  la  troifiéme  équation,  qui  donne- 
rag  = fubftituant  dans  cette  valeur  celle  de  i 

= prilê  dans  la  fixiéme  équation  , celle  de  i prilê  dans  la 
première , qui  eft  i = » — / , & celle  de  k.  prilc  dans^  la 
féconde,  qui  eft  4 = p — g — f i=p  — g — »/ 

aura  g = ? ~ ^ ~ t- * -//- f . fe 

déduira  g = '5“'  f«on 

valeur  de  g ; comparant  les  deux  valeurs  de  , on  aura 

bff-^bnf  — pb-*-t  _ P — i-*-b  — gyj 


— b 


fe  réduit  iif  — 


jnff—rbaff 


2/— « 
bttnf — 2sf  bnp-t/^ns  — 


pf 


1— /& 


= o;  c’eft  la  première  réduite  qu’on  cherche. 

Pour  trouver  une  fécondé  réduite  dont/  lôit  rinconnue, 
on  prendra  deux  valeurs  de  4 > l’uoe  dans  la  féconde  équa- 
tion particulière , & l’autre  dans  la  quatrième;  & l’on  aura 
^ = p — g — fi  — fubüituant  dans  cette -équa- 
tion la  valeur  de  i prife  dans  la  première  équation  i=« — /■ 
celle  de  / prife  dans  la  frxiéme , qui  eft  / = ^ , & la  pre- 
mière valeur  de^  , qu’on  a fait  remarquer  ci-deflus  , l’équa- 
tion — g P — P — changée  en  celle-ci , 

UL=^nj±^^  P — »/-^//=  i 

ôtant  les  fraélions  , & faifant  en  forte  que  le  premier  terme 
c’ait  que  Tuaité  pour  coëâcieut  > l’on  trouvera  l’équation 

fuivante, 
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f«ivante , qui  cft  la  fcconde  réduire  qu’on  cherchoit 
■*"  ^Pff—  PP 


i6j 


O. 


Æ J!f tL 

h ^ h 

^J!l  »> 


-3¥ 


A 

rr 


hhr 

^ » 

On  Ce  fervira  de  ces  réduites  pour  trouver  fi  une  équation 
du  fixiéme  degré  peut  fe  réduire  en  deux  du  troifiéme  qui 
ayent  tous  leurs  termes , comme  on  l’a  enfeigné  dans  le  cin- 
quième degré  : Mais  il  faut  remarquer  que  quand  on  aura 
trouvé  une  valeur  def,  il  faudra  la  fubfticuer  dans  l’une  des 
deux  valeurs  de  g , laquelle  on  voudra,  pour  déterminer  la 
valeur  de ^ , afin  de  la  fubftituer  avec  celle  de/,  & avec  le 
divifeur  pris  pour  b dans  fxx  -t-  -H  é»  = oi  & après 
ces  fubftitutions  , on  divilcra  la  propofée  par  cette  équation 
ainfi  changée. 

Ceux  qui  voudront  prendre  la  peine  du  calcul , pourront 
abaiflèr  cette  féconde  réduite  par  le  moyen  de  la  première, 
au  fécond  degré , comme  l’on  a fait  dans  le  Problème  précè- 
dent , pag.  147.  & 148. 

La  démonftration  de  ce  quatrième  Problème  eft  la  même 
que  celle  du  troifiéme. 

_ Corollaire  I. 

Xl  eft  évident  que  ce  quatrième  Problème  comprend  le  pré- 
cèdent} car  quarid  il  arrive  qu’il  y a un  terme  évanoui  dans 
1 une  des  deux  équations  plus  fimples,danslefquelles  une  équa- 
tion du  4%  5*,  & 6'  degré  fe  peut  réduire,  on  trouve  alors  une 
valeur  de  l’indéterminée  qui  répond  à ce  terme , prife  dans  les 
réduites  de  ce  quatrième  Problème,  égale  à zéro. 

_ Corollaire  II. 

JLjORsqu’apre's  avoir  fubftitué  fucceffivement  tous  les 
riivifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  dans  les  réduites , 

X 
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on  ne  peut  trouver  aucunes  valeurs  des  indéterminées , qui 

étant  fubfUtuées  dans  xx  fx  ^ g=.  o , ou  fxx  gx 

A = O , les  rendent  des  divifeurs  exadls  de  la  propofée  ; 
c’eft  une  marque  certaine  que  la  propoféc  eft  irréduftiblc. 

PROBLEME  V. 

qu't  contient  Jet  deux  précèdent!. 

6 7.  y* ROÜVER  les  èquatïont  plus  fmples  commenfurahles , par 
lejquellet  une  équation  rtdti£îille  de  quelque  degré  quelle  puiffe 
être , peut  fe  divifer  exaéïement  y fait  que  ces  équations  plus  ftnh 
pies  ayent  tous  leurs  termes  y fait  quelles  en  ayent  d évanouis. 

Avertissement. 

T iA  méthode  qu’on  va  expliquer  fuffit  feule  pour  réduire  tou- 
tes les  équations  compoleesréduClibles  aux  plus  Amples  degrés, 
ou  pour  s affurer  fi  elles  font  irréJuélibles  > mais  dans  la  crain- 
te que  l’extrême  longueur  du  calcul  ne  rebutât  leLcfleur,  on 
a cru  qu’il  étoit  necc/fâire  de  faire  précéder  les  méthodes  du 
troinéme  & quatrième  Problème , dont  le  calcul  eft  bien 
moins  embaralTant,  & qui  cependant  fuffitent  pour  réduire  les 
équations.  Pour  faire  concevoir  clairement  cette  méthode,  on 
l’appliquera  en  l’énonçant  aux  équations  du  4*  degré:  11  faut  fc 
rendre  cette  application  femilicre  pour  entendre  la  démonflra- 
tion. 

METHODE  GENERALE. 

1*.  Jl  feut  d’abord  fuppofer  que  xx  -4-/r  = o,  reprefèn- 

te  par  fes  indéterminées/,  g,  l’équation  du  fécond  degré,  par 
laquelle  une  équation  compofée  fe  peut  divifer  exaélement . 

2”.  11  faut  divifer  la  formule  generale  du  degré  de  l’équa- . 
tion  qu’on  voudra  réduire , pzr  xx  fx-^g  = Oy  & conti- 
nuer la  diviAon  jufqu’à  ce  qu’on  fbit  arrivé  à un  refte  où  l’in- 
connue X foit  moins  élevée  d’un  degré  que  dans  xx  fx 

H-  g = O. 

3*.  Il  faut  fuppolêr  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à zéro  , 
ce  qui  donnera  autant  d’équations  qu’on  a fuppofé  d’indéter- 
minées. 

Au  lieu  de  faire  ce  qui  eft  marqué  dans  le  fécond  & treû- 
Aéme article,  on  pourra  multiplier  a?;»?  -t-/v  »4-g  = o,  par 
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une  autre  équation  indéterminée , dont  le  degré  joint  avec  ce- 
lui dexx’^fx’^'g—o,  faflc  celui  de  I équation  qu’on  veut 
réduire  ; par  exemple  , pour  le  4*  degré , il  faudra  multiplier 
XX  •*“fx  g=-o,  par  XX  •^bx<^  i = 0;  pour  le  5*  degré  , 

par  x^  •*“  bxx  ix  k = o > pour  le  6*  , par  x*  bx* 
ixx  kx  I ~ oi  & ainlî  des  autres. 

Il  faudra  enfuite  comparer  les  termes  du  produit  avec  ceux 
de  la  formule  generale  du  degré  de  l'équation  qu’on  veut  ré- 
duire , qui  leur  répondent , comme  dans  le  troifiéme  & qua- 
trième Problème  ; ce  qui  donnera  autant  d’équations  particu- 
lières qu’il  y a d’indéterminées  dans  les  deux  équations  indé- 
terminées qu  on  a multipliées  l’une  par  l’autre. 

Il  faudra  dégager  lesin.iérerminécs  de  l’équation  indétermi- 
née ata? -ï-ix -4- <=o,  ou  ■<-/;«  ^^=o,&c  enfefer- 

vant  des  premières  équations  particulières,  & en  fubftituant  leurs 
valeurs  dans  les  deux  dernieres  , on  aura  preciiement  les  deux 
mêmes  équations  trouvées  par  le  fécond  & troifiéme  article . 

Par  exemple,  pour  réduire  une  équation  du  4*  degré,  on 
prendra  la  formule  generale  du  4*  degré  x*  •^nx^-^-pxx-^qx 
•t-  r = O,  & l’équation  indéterminée  xx  fx  g = o,  on 
divifera  la  première  par  la  fécondé  , comme  on  le  voit  ici  : 

Avï»tissem£NT.  * !•  * pxx  «t- J*  «t-r  ✓ xxt^fx 

X mxrqu»  ifMiU  — I fx’ X gxx —nxx—ff  ( xxt^nx’^f 

trxaitur  ifi  ,ff».  — X nfxxt^fgx  ^ — '/*  —g 

£€t  f Minfi  , X*  Kt»  » ffxx—pfx  t^njx 

ijHi  *♦  e/l  ’^fg*  "-ffg 

tranchée  par  HXt  t^nffx 

ligne.  ^ ^ — /** 

Et  la  divifion  fora  continuée  julqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  le  re- 
fie — px  -H  nffx-^  fgx  — pfx  ’h‘fgx  — ngx  — ffg 
a — PS"*"  r , dans  lequel  x eft  d’un  degré  moins 
élevée  que  dans  le  divifeur  xx  fx  g. 

On  fuppofora  chaque  terme  de  ce  relie  égal  à zéro,  & l’on 
aiua  les  deux  équations  — »//  — pf  — *!?  = ° > 

-4-  î 

— gff  ngf  gg  — 01 

— Pg 

■4“  r 

OU  bien  en  tranl^lant  ^ P — »ff  pf  ® » 

— î 

gff  — ftgf  — gg  ^ O. 

— r X IJ 


jr 
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On  trouveroit  les  deux  mêmes  équations  en  comparant  les 
termes  du  produit  de  xx  fx  g = o , pur  xx-^  bx^  i 

= O , qui  cft  X*  fx'  ^ gxx  gbx  gi  = o ^ avec  ceux 

■4-  bx^  ixx  ^fix 
•^fbx 

de  la  formule  generale  x*  ^ nx^  -4-  pxx  qx  r = o;  car 
en  dégageant  les  indéterminées  b 6c  i dans  les  premières 
des  quatre  équations  particulières  que  donneront  ces  compa- 
raifons,  qui  font:  i” , b — » t 2*,  gm¥‘t^fbz=p; 
5' , gb  fl  z=  q ; ^ gi  = r , l’on  trouveroit  b = n — /, 

*=p — g — ^ fubflituant  les  valeurs  de  & de  i 

dans  la  3*  & la  4* , l’on  aaroit  / = > <1  où  l’on 

déduirait /J  — »//—  2^^  «g  ==  O } & g == 

^pf  —q 

d’oîi  Ion  déduiroit gff  — ngf  — gg  = ex 

Pi 

— r 

4*.  Pour  trouver  lés  valeurs  de  / & de  g par  le  moyen  de 
ces  deux  équations , on  choifira  laquelle  on  voudra  des 
deux  indéterminées  f,  g , pour  en  faire  l'inconnue  de  la  ré- 
duite i fuppofé  qu’on  fe  décermîne  à 5 , on  ordonnera  cha- 
cune de  ces  deux  équations  par  rapport  à l’inconnue/'  qu’on 
veut  faire  difparoître  de  la  réduite  , & en  regardera  g corn- 
me  connue,  jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  la  léduite  dontg  foit 
l’inconnue. 

Pour  trouver  cette  réduite  , on  cherchera  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  équations  precedentes  ; & quand 
on  fera  arrivé  à un  refte  où  / foit  linéaire  , on  mettra  ce 
refte  à part;  & le  fuppofant  égal  à zéro,  on  prendra  dans 
l’équation  linéaire  faite  de  ce  refie  , la  valeur  de  / linéai- 
re , laquelle  ne  contiendra  que  des  grandeurs  connues  avec 
la  feule  inconnue  g . Il  faut  remarquer  cette  valeur  de  / , 
pareeque  quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  g dans  la  ré- 
duite , en  la  fubflituant  dans  cette  valeur  de  /,  on  rendra  / 
toute  connue. 

On  continuera  de  chercher  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun avec  le  refte  où  / eft  linéaire , comme  fi  on  n^avoit 
pas  mis  ce  refte  à part,  & quand  l’inconnue  / aura  difparu  , 
on  fuppofêra  le  refte  qui  n’aura  point  d’autre  inconnue  que 
g f égal  à zéro  ; & ordonnant  l’équation  qui  en  naîtra  par 
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rapport  à l’inconnue  g , elle  fera  la  réduite  qu’on  cherche  • 
Dans  notre  exemple  on  cherchera  le  plus  grand  divilêur 
commun  de/^  — nff — «S  = o , & de  gff  — ngf 

•*-pf  —9  , 

■ — gg  = o]  & quand  on  fera  arrivé  au  refte  — rf 

•^-Pg 
— r 

**“”gg — ^g*  oùfed  linéaire,  on  le  fuppofera  égal  à zéro, 
d’oh  l’on  déduira  / = • Il  faut  remarquer  cette 

équation  linéaire , qui  fera  trouver  la  valeur  de  / , quand  g 
fera  connue. 

On  continuera  enfuite  la  recherche  du  plus  grand  divifeur 
commun  des  deux  équations  précédentes  , comme  fi  on  ne 
l’étoic  pas  arrêté  à mettre  à parc  la  valeur  de/,  en  divjfànt 
gff—”if—gg  = o,  par  le  refte— gg/’-4-«g^  = o,  juf- 
"^Pg  -^r/  —^g 

— r 

qu’à  ce  que  l’inconnue  / ait  difparu  s & l’oo  fuppofera  le 
refte  qui  ne  contiendra  plus  / , égal  à zéro  ; & après  avoir 
ordonné  ce  refte  par  rapport  à l’inconnue  g , on  aura  la  ré- 
duite g*  — pg’  -4-  n^g*  — -f  »qrgg  — prrg  = o . 
— — nnrg^  — rrgg 

-4-  2prgf 

Si  l’on  vouloir  trouver  la  réduite  oh  / fût  Tinconnue , on 
ordonneroit  les  deux  équations  trouvées  par  le  iêcond  & troi- 
fiéme  article  de  la  méthode,  par  rapport  à l’inconnue  g,  & 
l’on  auroit  gg“*"  nfg r =o,  & ifg — / = o. 

— Pg 

-ffg  -Pf 

. 'T^ 

On  chcrcheroit  leur  plus  grand  divifeur  commun , & oo 
feroit  d’abord  l’operation  , jufqu’à  ce  qu’on  fût  arrivé  à un  re- 
fte où  g fût  linéaire.  Mais  comme  g eft  linéaire  dans  la  fccon. 
de  équation , ce  refte  eft  tout  trouvé  (ans  opérer , & l’on 

Il  faudroit  enfuite  continuer  l’operation  pour  trouver  le  plus 
grand  divifeur  commun , jufqu’à  ce  que  g eût  difparu  dans 
le  refte.  Il  faudroit  fuppofer  ce  refte  où  g n’eft  plus , égal  à 
zéro,  & ordonner  l’équation  par  rapport  à l’inconnue/,  Sx. 
l’on  auroit  la  réduite 

X iij 
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-k-  -^ppff  — «*?f 

-H  2/^  — nf  ^ nqff  — nppf  ^ npq 
•^innpff-im^nrf  — mr 

—¥ff 

Si  le  fécond  terme  étôit  évanoui  dans  une  équation  du  qua> 
triéme  degré,  alors  n étant  zéro,  toutes  les  grandeurs  de  la 
réduite  precedente  où  fe  trouve  «,  devenant  zéro,  l'on  auroic 
la  réduite  du  3*  degré  f*  2//^ ppff — qqz=io. 

— ^rff. 

Pour  trouver,  par  le  moyen  de  ces  réduites,  u une  équa* 
tion  particulière  du  quatrième  degré  , par  exemple  x* 
«*■  lax^  — acxx  labèx  aahc  = o , peut  fe  divifer 

— 2b  x^  — ^ahxx  — laacx  , 

exadlcment  par  deux  équations  commenfurables  du  fécond 
degré,  il  faut  fuppofer , afin  que  la  formule  generale  repre« 
fente  la  propofce,  n = ia — — ac — ^tii^q  = 2abb 

— laac , rz=*^  aahc  ; & enfuite  fubflituer  dans  laquelle  on 
voudra  des  deux  réduites,  à la  place  de  n,  p,^,iScc.  les  gran> 
deurs  qu’elles  reprefentcnt. 

Il  faut  enfuite  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme 
de  la  réduite  ainfi  changée  ; & fl  la  propofée  efl  littérale  & 
homogène,  il  faudra  prendre  les  fouis  divifours  dedeuxdi» 
menfions  dans  la  réduite  dont^  eft  l’inconnue,.  & ceux  d’une 
foule  dimenfion  dans  la  réduite  dont/ eft  rinconnue. 

Si  l'on  fo  fort  de  la  réduite  dont  g eft  l'inconnue  , comme  g 
reprefonte  un  divifeur  de  deux  dimenfions  du  dernier  terme 
de  la  propofée,  il  n’y  a parmi  tous  les  divifours  du  dernier  ter< 
me  de  la  réduite,  qui  font  de  deux  dimenfions,  que  ceux  qui 
font  communs  avec  ceux  du  dernier  terme  de  la  propofée,  qui 
peuvent  forvir  ; ce  qui  efl  un  abrégé  lorfqu’on  fo  fort  de  la  ré- 
duite dont  g efl  l’inconnue. 

Il  faut  fubdituet  les  divifeurs  dont  on  vient  de  parler  foccef- 
Cvement  avec  le  figne  de  -♦-  & celui  de — , à la  place  de  g , 
dans  la  réduite,  ou  à la  place  de/,  fi  l’on  fe  fort  de  la  fécondé 
réduite;  ou  bien  divifer  fucceflivemcnt  la  rédiûte  par  g ou  / 
plus  ou  moins  chacun  de  ces  divifeurs. 

Celui  de  ces  divifeurs  dont  la  fubflitution  rendra  toutes 
les  grandeurs  de  la  réduite  égales  à zéro , ou  par  le  moyen 
duquel  la  diviûon  fc  fora  fans  reflc,  fora  la  valeur  de  g.  ou 
de/. 
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Dans  notre  exemple,  après  avoir  mis  <lans  la  réduite 
•dont^efl:  J’inconnue  , à la  place  dc«,^,  &c,  les  grandeurs 
de  la  propofée  qu’elles  reprefentent , elle  fe  trouve  changée  ea 
celle-ci.. 


— ^4**’«*  =0, 

— — 4»'*"X’ 4*'i‘’'2f  , 

t—  ^aMtU£> 

1»>I>CC£> 


Les  divifeurs  du  dernier  terme , qui  font  de  deux  dimenfions, 
font  al>,ac,lic,aa,l>b,cc,  parmi  lefquels  il  n’y  en  a de  com- 
muns avec  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée , que 
ah,  ac,  bc,  aa . Ainfi  il  ne  faut  fe  fervir  que  de  ces  quatre , 

Or  on  trouve  que  fubftituant  — à la  place  de  g , dans 
la  réduite , toutes  les  grandeurs  fo  détruifent  par  des  ûgnes 
contraires  ; ou  bien  qu’en  fàifant  la  divifion  de  la  réduite 
pir  g -i- ai  = O f la  divifion  fe  fait  fans  refte:  Ainfi  5 = 


II  faut  apres  avoir  trouvé  cette  valeur  de  la  fubftituer 
avec  les  valeurs  de  a,Ÿ,r,  dans  l’équation  où/eft  linéaire, 
qui  eft  f—  , & l’on  trouve /=  2a. 

11  faut  mettre  ces  valeurs  de  /&  de  g dans  l’équation  indé- 
terminée xx^fx-*^g  = o,  & l’on  aura  xx  2ax  — ab 
= O , qui  eft  l’équation  commenfurable  du  iccond  degré , 
par  laquelle  la  propofée  peut  être  exactement  diviiee  : fi  l’on 
fait  la  divifion,  le  quotient  xx — zbx — ac  — o,  fera  l’au- 
tre équation , par  laquelle  la  propofée  fe  peut  exactement 
divifer . 

On  trouveroit  aulfi  la  fécondé  équation  du  fécond  degré,  en 
fubftituant  les  valeurs  de  »,  p,  q,  r,  f,g,  dans  le  quotient  indé- 
terminé, qui  elï  XX  •i’  tix  —x>. 

— A — ^ 

— »/ 

"DlmmUrathn  du  cinquième  Problème, 


O N fuppofe  que  x^  fxx  •^qx^r  = 0 , repre- 

fente  toute  l’équation  du  quatrième  degré,  qui  fe  peut 
exactement  divifer  par  deux  autres  commenfurables  du  2* 
degré,  dont  l’une  eft  réprefentée  par  xx  fx 
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Ainfi  fSc  g reprefcntent  des  grandeurs  commenfurables . Se- 
lon cette  fuppofition,  en  divifant  nx\  &c.  par  xx  •+■  fx 
= O « divifion  doit  être  exafte , & le  quotient  eft 

xx^  »x  = O . 


Puifque  la  divifion  eft  fuppofée  fe  faire  ûns  refte,  lerefte 

^ qx  ■<«  r 
■^ngx  —pg 
•^ifgx-^gg 
— pfx  -4-  nfg 

—ffi 

— fAT 

doit  donc  être  égal  à zéro , & les  grandeurs  de  chaque  terme 
du  refte  fe  doivent  détruire  ; & effêaivemcnt  elles  fe  détrui- 
roient  fi  l'on  mettoit  à la  place  des  lettres  n,p,q,  r,f,g^  les 
grandeurs  qu’elles  reprefentent  ; car  autrement  la  divifion  ne 
le  fêroit  pas  fans  refie , contre  la  fuppofition. 

Chacun  des  termes  du  refie  donne  donc  une  équation, 
donc  le  2'  membre  eft  zéro . Ainfi  — /i  «t-  nff — pf ng 

= 0, 


—Pg 

■4-  r 

Si  l’on  conçoit  dans  chacune  à la  place  des  lettres , les  gran- 
deurs qu’elles  reprefentent,  toutes  les  grandeurs  le  détniiront 
par  des  fignes  contraires.  Donc  /-h  ou  — la  grandeur  com- 
nicnfurable  qu’elle  reprefente  , eft  une  équation  linéaire , qui 
eft  un  divi/cur  exaft  de  l’une  & de  l’autre  de  ces  deux  équa* 
lions,  par  la  nature  des  équa'tions. 

De  même  g -4-  ou  — la  grandeur  commenfurable  qu’elle 
reprefente  , eft  une  équation  linéaire , qui  qft  un  divifeur 
cxaél  de  ces  deux  mêmes  équations  , fuppofé  qu’on  les  or- 
donne par  rapport  à l’indéterminée  g ; par  confequent  en 
recherchant  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ces  deux 
équations , qui  en  ont  un  où  f eft  linéaire , ou  bien  un  où  g 
eft  linéaire;  Quand  on  fera  arrivé  à un  refie  dans  lequel  / 
ou  bien  g feront  linéaires  , ce  fera  un  divi/êur  commun 
des  deux  équations . Ce  refte  eft  f = , ou  bien 

S — 
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jjr  • Ce  reftc  eft  donc  une  équation  linéaire,  qui 

contient  une  racine  commenfurable  de  chacune  de  ces  deux 
équations. 

Si  on  continue  la  recherche  du  plus  grand  divifeur  com« 
mun,  jufqu’à  ce  que/ ou^  difparoiflènt,  le  nouveau  reftc  qui 
ne  contiendra  point/,  ou  point^,  fera  donc  égal  à zéro,  puif- 

?iuc  le  refte  precedent  où/,  ou  bien  où^  étoit  linéaire  , eft 
uppole  un  divifeur  exaft , qui  doit  laiflcr  zéro  pour  refte  de 
kdivifion:  Ce  dernier  refte  qui  eft  la  réduite,  eft  donc  tel, 
qu’en  mettant  à la  place  de  l’inconnue/ ou^  de  cette  réduite, 
la  grandeur  commenfurable  qu’elle  rcprelênte , & y mettant 
auffi  les  grandeurs  reprefentées  par  »,  p,  q,  &c.  toutes  les  quan- 
tités  fe  détruiront  par  des  lignes  contraires. 

Par  conlcquent,  félon  la  nature  des  équations , après  avoir 
fubftitué  dans  la  réduite  les  grandeurs  reprefentées  par  », 
f y &c.  /-♦-  ou  — un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  ré- 
duite,  ou  bien  ou  — un  divilêur  du  dernier  terme  de 
la  réduite  > eft  une  équation  linéaire  qui  divift  exaétement 
la  réduite , & qui  en  contient  la  racine  i c’eft  à dire , la  valeur 
de /"ou  de^. 

La  méthode ftiit  donc  trouver,  lorfque  l’équation  propolée 
eft  réduflible,  les  valeurs  de/&  de^,  qui  étant  miles  ^eur 
place  dans  xx  = o , changent  cette  équation  indéter- 

minée en  une  autre  déterminée  , qui  eft  un  divifeur  exaél  de 
la  propolée.  Ce  qu'il  falloic  démontrer. 

Remarques  fur  la  méthode  du  cinquième  Problème  '. 

I. 

58.  Il  fuffit  ici  d’avoir  fait  concevwr,  & d’avoir  dembntré  la 
méthode  i ceux  qui  voudront  prendre  la  peine  du  calcul,  pour- 
ront fupputerdeux  réduites  pour  le  cinquième  degré,  & deux 
pour  le  lixiéme,  dont  les  inconnues  foient/ & de  plus 
trois  réduites  pour  le  lixiéme  degré,  lorfqu’il  peut  le  réduire 
à deux  équations  chacune  du  troiftéme  degré , dont  les  incon- 
nues feront  les  indéterminées  ftgybyàe  l’équation  indétermi- 
née a’  -♦-/AX-t-gAf4-é  = 0. 

Ils  pourront  toujours  trouver  par  le  moyen  de  ces  rédui- 
tes , li  une  équation  quelconque  du  4* , j*  & 6*  degré  eft 
xéduCUblc;  & les  équations  plus  (impies  aulquelles  on  la 
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peut  réduire , par  les  feules  fubftitutions  des  grandeurs 'de  la 
propofce,  rcprefcntécs  par  n,p,  &c. 

Pour  abréger  le  calcul  qu’il  faut  faire  pour  trouver  ces  ré- 
duites, on  pourra  fuppolcr  le  fécond  ternie,  où  efl  « , de  cha- 
que formule  generale , évanoui  ; & alors  il  faudra  fiire  éva- 
nouir le  fécond  terme  d’une  équation  propofée , lorfqu’on  vou- 
dra voir  fi  elle  efl  réduflible. 

IL 

Lorfqu’on  fe  fert  de  la  réduite  dont  l'inconnue  g ou  é»  efl  le 
dernier  terme  de  l’équation  indéterminée  xx  fx  ^ g = o, 
ou  bien  •^fxx  -4-gjr  b=oi  la  grandeur  reprefentée  par 
g ou  ^ , devant  être  un  divifeur  exadl  du  dernier  terme  de 
ia  propofée  , lorfque  cette  grandeur  efl  commenfurable  ; on 
a cet  avantage  de  n’avoir  befoin  pour  trouver  la  racine  de 
la  réduite,  que  des  diviféurs  du  dernier  terme  de  la  propo- 
fée , communs  avec  ceux  du  dernier  terme  de  la  réduite:  ôc 
de  plus  fi  l’équation  propofée  efl  littérale  & homogène , on 
n’a  befoin  que  des  diviféurs  du  dernier  terme  de  la  propofée 
qui  font  de  deux  dimenfions,  lorfque  l’on  cherche  une  équa- 
tion reprefentée  par  xx  -^-fx  g = o du  fécond  degré;  & 
de  ceux  qui  font  de  trois  dimenfions  , lorfqu’on  cherche  une 
équation  du  troifiéme  degré  reprefentée  par  x' fxx  gx 

b = O. 

Lorfqu’on  fe  fert  de  la  réduite  dont  l’indéterminée  / des 
équations  xx  •^fx  = 0,  x’  <^fxx  •^gx  •4-  *&  = o , efl 
l’inconnue,  ou  bien  l’indéterminée  g de  l’équation  x^  •^fxx 
m^gX'^bx=o,  ort  a cet  avantage  que  quand  l’équation  du 
fécond  ou  du  troifiéme  degré , par  laquelle  la  propofée  fê 
peut  exaélement  divifer,  a le  féconde  terme  évanoui,  on  le 
trouve  tout  d’un  coup;  car  après  la  fubflitution  des  gran- 
deurs reprefentées  par  «,  p,  &c.  dans  la  réduite,  cette  réduite 
' . fe  peut  abaiffer  d’un  d^ré  ; c’efl  à dire,  /fe  trouve  avoir  une 
valeur  égale  à zéro. 

Il  faut  entendre  la  même  chofe  de  la  réduite , dont  l’in- 
connue efl  rindéterminée  g de  l’équation  x^  *^fxx  ^gx-^b 

— O. 

III. 

Lorfqu’en  examinant  par  la  méthode  qu’on  vient  d’ex- 
pliquer, fl  une  équation  propofée  efl  réduélible  , on  ne 
trouve  aucune  valeur  commenfurable  de  l’inconnue  de  1a 
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réduite  ) on  eft  aflfuré  que  la  propofée  eft  irréduélible . 
Avertissement. 

T lES  méthodes  qu’on  vient  de  donner  pour  trouver  fi  une 
équation  eft  réduélible,  demandent  un  long  calcul  > c’ert:  pour- 
quoi il  lêroit  à fouhaiter  qu'on  eût  une  méthode  courte  pour 
trouver  quand  une  équation  eft  irrédudlible . En  voici  une  qui 
peut  lêrvir  en  plufieurs  rencontres . 

Mttbode  pour  trouver  tout  dun  coup  , en  plufieurs  cas , fit  une 
éqtsation  littérale  cjl  srrédunible, 

ép.  Jl  faut  fijppofer  chaque  lettre  différente  de  lequation  pro- 
pofee  égale  à un  nombre,  comme  à i , ou  à 2,  &c  ou  bien 
fuppofer  toutes  les  lettres  différentes  égales  , ou  feulement 
quelques  unes . On  peut  auflî  fuppofer  l’unité  ou  le  même 
nombre  égal  à plufieurs  lettres  différentes  de  la  propofe'ej 
( on  fuppofe  qu’on  n’a  point  abrégé  l'e'quation  propnlée  en 
luppofant  plufieurs  connues  diffcrcntci  exprimées  par  une  feu- 
le lettre . ) 

11  faut  enfuite  fubftituer  les  nombres  ou  les  lettres  qu'on 
a fuppofé  égales  à celles  de  l’équation  , à leur  place  dans  la 
propofée.  Si  la  nouvelle  équation  qui  en  refultc , eft  irré- 
ductible , c’eft  une  marque  certaine  que  la  propose  eft  irré- 
dudlible. 

i Démonflratson.  Parla  fuppofition,  l’équation  nouvelle  qui 
refulte  des  fubftitutions , eft  irréductible  . Mais  fi  la  propofée 
étoit  réductible  en  deux  autres  équations  plus  fimples  , cetto 
équation  qui  refulte  des  fubftitutions  léroit  ncceffairement  ré- 
ductible , comme  on  va  le  montrer  : Ainfi  fi  l’équation  qui 
refulte  des  fubftitutions  eft  irréductible , la  propofée  l’eft  aufli. 
Car  fi  la  propofée  étoit  rédiiCtible  en  deux  autres  plus  fimples, 
on  poiirroit  concevoir  qu'on  fubftituât  dans  ces  deux  plus  Am- 
ples , à la  place  des  lettres  différentes  qu’elles  contiennent , 
les  mêmes  nombres  ou  lettres  qu’on  leur  a fuppofées  ^ales  dans 
la  propofée  ; & on  conçoit  évidemment  que  le  produit  de  ces 
plus  fimples  ainfi  changées , donneroit  l’équation  même  qui 
a refulté  des  fubffitutions . Elle  feroit  donc  réduCtible  en  CCS 
deux  plus  fimples  changées  par  les  fubftitutions  qu’on  y a 
conçues . Elle  ne  feroit  donc  pas  irréductible . Ce  qui  eft  con- 
tre la  fuppofition . 

Y ij 
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CRe  M AR  QJtJ  E. 

EPENDANT,  quand  en  fubfHtuant  des  nombrés  ou  'des 
lettres  à la  place  des  lettres  differentes  d’une  équation  pro» 
pofee , l’équation  qui  en  refulte  eft  réduétible , ce  n’eft  pas 
une  marque  certaine  que  la  propofée  foit  réduéliblc  ; car  fi 
on  fuppofe  dans  l’équation  irréduélible  at* — ^axx  lahx 
— aab  = O , que  è = a,  l'équation  x'  — ^axx  ^aax 
— <**  = O , qui  en  refultcra , fera  réductible. 

Cela  vient  de  ce  que  les  lettres  connues  dans  une  équation 
littérale  , reprefentant  toutes  les  grandeurs  poffibles , on  peut 
jfuppofer  de  ces  grandeurs  à leur  place  qui  fôient  telles , qu’el» 
les  donnent  une  nouvelle  équation  de  même  ferme  que  la  pro- 
j»fée  qui  ait  des  racines  commenfurables;  car  il  y a des  équa- 
tions réductibles  pofTibles  de  la  même  ferme  que  la  propofée, 
& la  généralité  ou  l’indétermination  , pour  ainfi  parler  , des 
lettres  de  la  propofee^eft  caufe  qu’elle  reprefente  ces  équations 
réductibles  de  même  ferme,  aufli-bien  que  les  autres  qui  ne 
font  pas  réductibles. 


Corollaire  du  ciNqtriE'ME 


M 

PROBLEME. 


OÙ  r on  explique  la  méthode  de  trou  ver  tous  les  divijrmrs  du  dernier 
terme  d^ane  iquathn^  lorfque  ce  dernier  terme  efitrei  compojé , ‘ 

T i A méthode  du  Problème  précèdent  peut  fervir  à trouver 
tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  d’une  équation  littérale^ 
quelque  compofé  qu’il  puifîe  être,  comme  on  le  va  voir  dan^ 
l’exemple  fiiivant. 

Soit  l’équation  >^a*d  =», 

•-•ex'  —ahixx  — ••bdx  — x‘bé 
M- bbx ’ •f*  bcdxx  mb-  xbtdx  — •’cd 
i^xxbxx  Uffx'hx  JT‘*^bbi 
— ••bt X •b*  xxabti 
*^a*exx  mb»Ab’x  • — xb'd 
' — xbbxx  ■ — xhcci 


<S^b  'ed 

dont  le  dernier  terme  eft  très  compofé , 

Pour  trouver  tous  les  divifeurs  de  ce  dernier  terme , oo 
feindra  que  c’eft  une  équation;  & fX’enant  une  des  lettres  qui 
s’y  trouvent,  comme  a , pour  l’mconnue  de  cette  équation 
feinte , on  ordonnera  l'équarion  feinte  par  rapport  à l’inconnue 
dbi  &1  ’oo  aura  l'équation  feinte, 

dà*  — bda}  ■+•  bbdaa  — b^da  -4-  h^cd o . 

• — edd  i4-  %b(daa  — : beeda 
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4®.  On  verra  fi  tous  les  termes  ne  font  point  multipliés  par 
une  même  grandeur  ; & comme  on  trouve  qu’ils  le  font  par 
on  les  divifera  par^f,  qui  cft  déjà  un  des  diyifeurs  fimples  du 
dernier  terme  ; il  le  faut  mettre  à part , & l’équation  feinte  fc- 
rj  ^ bbd/t  — b^/t  ^ b^^  — 

— ibcaa — bcca 

3*.  11  feut  chercher  par  le  premier  Problème , fi  une  é- 
quation  linéaire  de  l’inconnue  a plus  ou  moins  un  divilcur 
du  dernier  terme  , ne  'feroit  point  un  divifeur  exa£l  de 
cette  équation  feinte:  Si  l’on  en  trouvoit  une  qui  fût  un  di- 
vileur  exadl , on  la  mettroit  à part  y comme  étant  un  divi- 
feur linéaire  du  dernier  terme  de  la  propofée,  & on  cherche- 
roit  de  même  fi  le  quotient  n’auroit  point  de  femblables  di- 
vifeurs  linéaires  5 ce  qu’on  continueroit  jufqu’à  ce  qu’on  trou- 
vât un  quotient  qui  n’eût  plus  de  ces  divifeurs  linéaires . 

Si  le  premier  terme  de  l’équation  feinte  avoit  un  autre 
coëficient  que  l’unité  , on  fe  ferviroit  du  fécond  Problème 
pour  trouver  les  divifcurs  de  1 équation  feinte  , dans  lefquels 
inconnue  a fût  linéaire  . Mais  comme  l’équation  feinte  qui 
fert  d’exemple  n’a  aucun  de  ces  divifeurs  dans  lefquels  a foit 
linéaire , il  faut  trouver  les  divifeurs  dans  lefquels  a foit  du 
Iccond  degré. 

4°  Pour  les  trouver,  on  y appliquera  la  méthode  du  cin- 
quième Problème  ; c’eft  à dire  , fuppofant  que  la  formule 
X*  nx'  pxx  qx  r ■=  O y reprefente  cette  équation 
feinte,  on  fuppofera  » = — b — c,p  = W-*-  2bc,  q = 
__  ^1  — hcc , r = Ifc . 

On  fubftituera  ces  valeurs  à la  place  de  «,  p>  r,  dans  la 
réduke  — pg’  nq^  — qqg^  nqrgg  — prrg  r»=  o î 
— rg“^  — 

i4-  zprg» 

& elle  fera  changée  en  cette  autre  réduite, 

— hhÿ  "^b^g*  — 'b*g^  — - b*ccg  •^b^C^^^O, 

— zbc^-^bbccg*  ~~bbc*^^b'c^gg  — a^Vg 

bc^^  f> Vg’  -*•  b*C*gg 

— b'c^g^ 

11  faudra  chercher  les  divifeurs  de  deux  dimenfioos  conn- 
inuns  au  dernier  terme  de  cette  réduite  , & au  dernier 
terme  b^c  de  l’équation  feinte  : ces  divifeurs  font  bb  y bc.  Il 
faudra  enfuite  fubfiicuer  fuccefliveraent  ^ bb,  — bby 

Y iij 
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. — bc  , à la  place  de  g dans  la  réduite  , & pareequ’on 
trouve  que  la  fubflitiition  de  -4-  hb  fait  détruire  toutes 
les  quantités  de  la  réduite  par  des  lignes  contraires , bb  clk 
une  valeur  de  g , c’eft  à dire  g = bb. 

Il  faut  fubflituer  bb  au  lieu  de  ^ & les  valeurs  de  » , 
r,  à leur  place,  dans  / = ; & l’on  trouvera  f 

t=  — c.  Subftituant  ces  valeurs  de  / & de  g dans  xx  <^fx 
•♦■5  = 0,  qui  efl:  dans  cet  exemple  aa  fa  g = o , 
on  la  changera  en  aa  — ca  bb  = o , qui  ell  un  di- 
vifeur  cxaQ  de  la  propofée  ; le  quotient  ell  aa  • — ab  cà 

= o . Ainfi  les  divilèurs  de  deux  dimcnlions  de  la  pro- 
polce  font  aa  — ac  bb , aa  — ab  cd. 

Comme  il  n’y  a pas  d’autres  divifeurs  plus  compofés  à 
chercher  dans  notre  exemple , pour  avoir  tous  les  divifeurs 
du  dernier  terme  de  la  propofée , il  n’y  a qu’à  multiplier 
ceux  qu’on  a trouvés  les  uns  par  les  autres , & on  les  au» 
ra  tous.  Ce  qui  étoit  propofé. 

R E M A R Q^U  E. 

le  dern'ier  terme  de  l’équation  feinte  du  dernier  ter- 
me de  la  propofée  , étoit  encore  fort  compofo  , on  feroit 
de  ce  dernier  terme  de  l’équation  feinte,  une  foconde  équa- 
tion feinte  , & on  en  trouveroit  tous  les  divifeurs  , com- 
me on  les  a trouvé  de  la  première , & ils  ferviroient  en- 
fuite  à trouver  tous  les  divifeurs  de  la  première  équation 
feinte. 

Cette  méthode  n’a  pas  befoin  de  demonftradon  apres 
cdic  du  cinquième  Problème. 
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SECTION  IV. 

Où  Von  explique  la  maniéré  àe  refondre  1er  équations  qui 
ont  toutes  leurs  racines  égales  , lu  qui  en  ont  feulement 
quelques-unes  d’égales  & commenfurahles  ^ & la  maniéré 
d'ahaiffer  â un  moindre  degré  les  équations  qui  ont  quel- 
ques-unes de  leurs  racines  égales  & incommenfuraùles , & 
de  diminiser  le  nombre  de  leurs  inconnues,  lorfqu  elles  en 
ont  plfsfseuri. 

PROBLEME  VL 

71-  Résoudre  une  équation  compofée,  dont  toutes  les  raci- 
nes Jont  égales  ; ce^  à dire , trouver  toutes  les  racines  égales. 

Jl  cft  évident  qu’il  fuffit  d’en  trouver  une  feule  ; pour  cela  il 
faut  prendre  la  racine  du  dernier  terme  de  la  propofée  , dont 
l’e-xpofint  foit  égal  à celui  du  degré  de  la  propofée  , & elle 
fera  la  racine  de  la  propofée, 

i Par  exemple,  l’équation  a:’  — ^axx  ^aax  — a’  = o, 
contient  trois  racines  égales;  pour  les  trouver,  il  faut  tirer  la 
racine  troificine  du  dernier  terme  a’,  & l’on  aura  a pour  la 
racine  de  la  propofée , c’eft  à dire  x = a. 

De  mêmcfuppofé  qu’on  fçache  que  l’équation  x* — 4x’^z 
éxxy4  — 4x^8  2 = o , a toutes  fes  racines  égales , 

la  racine  quatrième  du  dernier  terme,  qui  eft  eft  la  ra- 
cine de  la  propofée,  c’eft  à dire  x = Vz  . 

La  démonftration  eft  évidente , fi  l’on  fait  reflexion  que  le 
dernier  terme  de  l’équation  eft  le  produit  de  toutes  les  ra- 
cines . 

PROBLEME  VIL 

7^*  J"  J ORS ^y'IL  y a plujieurs  racines  égales  pofitives  dans  une 
équation  compofée  quelconque  , les  trouver  lorfqu  elles  font  com- 
menfurahles , èt  abaijfer  ï équation  à un  moindre  degré,  iorf- 
que  les  racines  égales  font  incommenfurables . 

METHODE  GENERALE. 

.0  N fuppofera  que  chaque  racine  égale  eft  repreftntée 
par/,  ainû  x =f,  x — f =oiScxx  — zfx  •^ff—  o, 
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reprefente  une  équation  de  deux  racines  égales  > x’  — 

— p = O , reprefente  une  équation  de  trois  racines 
égales;  x*  — 4/r’  6ffxx  — 4/^x  = o,  en  reprefen- 

te une  de  quatre  racines  égales,  &c. 

II  faudra  divi/êr  la  formule  generale  des  équations  du 
fécond  degré , du  troifiéme,  du  quatrième,  &c.  par  xx  — ifx 
w^ff=  O,  lorfque  l’on  cherchera  deux  racines  égales;  il  fau- 
dra divifer  la  formule  du  troifiéme , quatrième  degré  , &c. 
par  jc’  — $fxx  ^ffx  — P = O , lorsqu’on  cherchera  trois 
racines  égales  j & ainfi  de  fuite . II  faudra  continuer  la  divi- 
fion  jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  à un  refte , dans  lequel  x foie 
moins  élevée  d'un  degré  que  dans  le  divifêur. 

3®.  Il  faudra  fuppofer  chacun  des  termes  de  ce  refte  égal  à 
zéro , & y mettre  l’inconnue  x = fk  h place  de/. 

Ces  équations  feront  les  formules  generales  propres  à faire 
trouver  les  racines  égales  dans  chaque  degré  , quand  elles  font 
commenfurablesi  ou  à abaiftèr  l'équation  qui  aura  des  racines 
égales  à un  moindre  degré,  quand  elles  font  incommenfurables. 

Appîicatkm  dt  la  mttbode  aux  iquathns  du  a' , j* , 4* , 5* , 
& 6'  degré , qui  ont  deux  racines  égales . 

Pour  le  fécond  degré . 

a".  Jl  fiut  divifer  xx  nx  p = o , par  xx  — ifx  ff 
= O ; & l’on  aura  le  refte  «a?  ■*-  2fx-*-p^ff,  oÙAfeft 
d’un  degré  moins  élevée  que  dans  le  divifeur. 

Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à zéro , 
& l’on  aura  2/-*-»  = o,  — //-t-p=o;  il  faut  fubftituec 
dans  ces  équations  x—f,  à la  place  de/,  & l’on  aura  2x 
n = o f — XX  P = O ; ce  qui  donne  immédiatement 
la  valeur  de  x dans  le  fécond  degré  : car  x = . — ^ ; ou  bien 
encore  xx  = p,  d’où  l’on  déduit  x — s/p. 

Pour  U trosfséme  degré. 

1*.  ^)n  divifera  nxx  -t-  px  ^ = o , par  xx  — a/* 
-*•//■=  O,  jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  au  refte  «4-  px  xnfx 
^ 3//v,  '^q  — nff—2p. 

a".  On  fuppfera  chaque  terme  de  ce  refte  égal  a zéro  ; & 
après  avoir  mis  dans  les  deux  équations  qui  en  naîtront , x à 
la  place  de /,  l’on  aura  ^xx  z»x  H«p  = o,  & — aar* 
— »xx  •♦■5  = 0. 
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four  te  quatrième  degré . 

C-/N  trouvera  par  une  fcmblable  operation  ces  deux  formu. 
les  H-  -H  inxx  •+-  2/>^  -H  ^ = O , & — 

— pxx  p4-  r = O.  ’ 


O 


Pour  le  cinquième  degré. 

N trouvera  qx^^tr*  ^nx^  -t-  -^pxx  2 jjr  -h  r = o.  & ■ 

3»^^  — 2pAT’  — qxx^tf  / = O.  * 


■4^> 


O 


Pour  le  Jfxiéme  degré. 

N trouvera  ces  deux  formules  6x^^  5»x*>^-4px’-^^uxx 
rx  -H  / = O,  & — SatO  — 4»x»  — ^p;c*  — 2-7x1  -Slxx 


irx 
•H  t =0. 


xippheatton  de  la  méthode  aux  équations  qui  ont  trois 
racines  égales . 

IPour  le  troifséme  degré . . ^ 

L faut  divifer  /e>  -t-  nxx  px q = o [ pu  xè jA-h 

* 3jr— />  = O , & le  relie  * J,  ♦ ^ 

•*-Sfxx — iffxw^.p  * 

contenant  a?a^,  qui  eft  moins  élevée  d’un  degré  que  «J  dans  le 
divifeur  ; on  foppofera  chacun  des  termes  de  ce  refte  écal  à 
zéro  , & Ion  y fubftituera  xàla  place  de  f;  ce  qui  donnera 

les  trois  formules  fmvantcs  ^-  « = 0 , a*x  h-  « o 

H-xl«»-ÿ=:0.  ^ ^ * 

Pour  le  quatrième  degré, 

Pn  trouvera  par  une  femblable  operation  en  divifont  x* 

/ T “ 3«J7^  f r = (X  on  fup. 

^^ra  chaque  terme  égal  à zéro;  & après  avoir  fubftitué 
/ à la  place  de/ , on  aura  les  trois  formules  fuivantes , 

* »“*  r = r ^ ° ~ ^ * 1*' 


o> 


XiN  diviûnt  JC'  * &c.  pa,  *. —j/-,,  &c.  on  treuvea 

le  refte  ^ lofxx  — i;f*x  6/  ^ 

•+•  <î«^Arx  — Snfx  inf*^ 

-4-  3p/ifx  _ ^pffx  ’S^pp  ‘ 

•Si- qxx  a,,  rx  s Z 


Potsr  le  cinquième  degré . 
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dont  on  /uppofera  chaque  terme  égal  à zéro , & 00  fubfH- 
tucra  * = / à la  place  de/,  dans  les  trois  équations  qui  ca 
viendront  \ ce  qui  donnera  les  trois  formules  fuivantes, 

^ . lOAT^  6nxx  -4-  ^px  ■4-^=0. 

— — 8nx^ — jpATX  -4-  r = O 

Cat’  -4-  inx*  px’  ■+«  ; = O 

! Pour  le  fixiime  degré.  > 

TR  N divifant  x*  -4-  nx',  &c.  par  x*  — on  trouve-' 

ra  le  refle  -4-  i^f*xx  — 24/jf  -4-  lof* 

■4“  10»PxX "4-  ô»/* 

•4-  épffxx  — 8ppx  -4-  3p/+  . 

*4-  34/a:x  — 37//X  -4-  7/^ 

•4-  rxx  ■4“  jx  «4-  r 

on  fuppofera  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à zéro  ; & apres 
avoir  mbftitué  x =/,  à la  place  de  /,  dans  les  trois  équa- 
tions qui  en  viendront , on  aura  les  trois  formules  fuivantet  ^ 

lyx*  -4-  lonx*  ■4»  6pxx  «4"  r = o. 

24*’  — I5«x* — 8px^  — iqxx  •*•1  = 0 
•*>  lox*  >4-  inx*  ■4-  ipfi*  •4»fx*  -4*  / = o 

Avertissement. 

trouvera  par  de  fcmblables  operations,  en  divifant  le* 
formules  generales  x*  •*•  »x\  &c.  x’  -4-  wx*,  &c.  &c. 

par  X*  • — 4/x^  -4-  ^ffxx  • — 4/x  les  formules  pour 

trouver  les  quatre  racines  égales  des  équations  du  4*,  5*,  & 6* 
degré  ; & ainfi  de  fuite . 

On  pourrok  trouver  les  memes  formules  , fi  on  élevoit  l’é- 
quation qui  reprefente  les  racines  égales  au  degré  de  la  propo- 
fée,  en  la  multipliant  par  une  autre  équation  indéterminée , 
ÔC  comparant  enfuite  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de 
la  formule  generale  du  même  degré. 

Remarque  fur  let  formulet  qui  doivent  fervir  à trouver 
Je  s racines  égales  dune  équation. 

73«J_|ES  deux  formules  qu’on  a trouvées  dans  chaque  degré 
pour  découvrir  les  racines  égales  , lor/qu’il  y en  a deux  dans 
une  équation  , rie  font  chacune  que  l’équation  même  dont 
les  termes  font  multipliés  de  fuite  par  les  termes  d’une  pro- 
grefilon  arithmétique,  qui  va  en  diminuant,  le  premier  terme 
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de  réqnation  par  le  premier  de  la  progreflion , le  fécond  par 
le  fécond  , & ainfi  de  fuite. 

Le  premier  terme  de  la  progreflion  arithmétique  , qui  fait 
trouver  la  première  formule  dans  chaque  degré  , ert  toujours 
égal  à Texpofant  de  la  puiflance  de  l’inconnue  dans  le  premier 
terme  > dans  le  fécond  degré , où  l’expo/ant  de  la  puifTance  xx 
dans  le  premier  terme  eft  2 , le  premier  terme  de  la  progref 
üon  arithmétique  efl  2 ; dans  le  degré  , c’efl  3 ; dans  le  4', 
c'efl  4 ; & ainfi  de  fuite  : d’où  l’on  voit  que  chaque  terme  de 
la  progreflion  arithmétique  , qui  fait  trouver  la  première  for- 
mule f efl  égal  à l’expofânt  de  la  puifTance  de  Tinconnue  x , 
dans  le  terme  de  l’équation  qu’il  doit  multiplier,  & que  zéro 
fc  trouve  fous  le  dernier  terme.  Ainfi  dans  le  fécond  degré, 
la  progrefTion  arithmétique  pour  trouver  la  première  formule, 
efla,  Z,  o;  dans  le  3*  degré , 3,  2,  i,  o;  dansle  4' de- 
gré, 4,  3,  2,  1,  o;  & ainû  de  fuite. 

La  progreflion  arithmétique  qui  fait  trouver  la  féconde  for- 
mule , eft  dans  le  fécond  degré  — 1 , o , I > dans  le  3* 
degré,  — 2,  — i , o , -h  1 ; dans  le  4*,  — 3 , 2 , — i , o , 

i;  dansle  5*,  - — 4,  — 3,  — 2,  — i,  o,  i j dans 

y>— -4.— J.— *>— •*> 

Les  trois  formules  qu’on  à trouvées  pour  découvrir  les 
racines  égales  des  équations,  lorfqu’ii  y en  a trois , font  aufll 
les  termes  de  l'équation  même  de  chaque  degré , multipliés 
de  fuite  par  les  termes  du  produit  de  deux  progreflions  arith- 
métiques. Pour  la  première  formule  du  3*  degré,  les  deux 
progreflions  font  3,2,1,  o. 

^ ï I O I 

Leur  produit  eft  6,  2,  o,  o. 

Divifant  chaque  terme  par  2 , l’on  33,  1 , 0,0. 

Pour  la  fécondé  formule  du  3* degré,  les  deux  progreffions 
arithmétiques  font  3,  »,  1,  o. 

— 1,0,^  I , •*•2. 

Leur  produit  eft  — 3,  o,  i,  o.‘ 

Pour  la  troificme  formule  du  3*  degré,  les  dcuxprogrcffions 
arithmétiques  font  2,  i,  o,  — i. 

ï J O J ' T J - ^ 

Leur  produit  eft  2,0,  o,  2. 

Divifant  cliaque  terme  par  x,  l'on  a 1 , o,  o,  x. 

Z tj 
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. Pour  la  première  formule  du  4'  degré  les  deux- 
lions  arithmétiques  font  4,  3,2,  ^ ® 

3,  2,  I,  O,  — I. 


Leur  produit  eft 


2»  a;  O, 

Dmftnt  chaque  ternie  para,  l’onae,  5,  ,,’o,  c,. 

formule  du  4-dcg_,é!  les  deun  projref. 


4> 

2» 


1,0, 


r» 


O. 

2. 


Leur  produit  eft  — ao-t-i  n 

fi«  Fosrefi 


3,  2 

2> 


I, 

O. 


I. 

2. 


O.  2. 


leur  produit  eft  „ , 

Dmftut  chaque  terme,  para,  l’onaj,  i,  o,  o;  ri 

£o^  foul“  “1“  V <l«.x  Pn=g«* 


5>  4i  3>  2 
4.  3 


I, 


o,  _ 


0. 

1. ’ 


Leur  produit  eft  ao,  ia,d,  a,o,  o> 

Divifant  chaque  terme  par  2,  l’on  a lo  6 2,  f 

fiom  f«  *'  ‘*'8'^-’ 

J*  4i  3»  2,  I,  o. 


— 3,  — 2, 


‘ » 
I » 


H-  2. 


Lew  produit  eft  — ly,  __  , o ^ J.  ^ 

fion^fcn?  fbimufe  du  5*  degré,  les  deux  prcgref. 


4d  3>  2>  I 


o,  _ I, 


1. 

2. 


^ ^ 

^ur  prodmteft  ra,6,  a,  o,  o,  * a. 

Pmfaot  chaque  terme  par  a,  l’on  a 6,  3,  ,,  o,  o,  r. 
llom  font  formule  du  6’  degré,  les  deux  progret 


S,  4>  3»  2,  I,  a 
r»  o,  — I. 


î > 4 » 3 > 2 1 


Leur  produit  eft  jo,  20,  12,  6,  2,  o,  o. 

10, (î,  3,  I,  0,0. 

fions  f t du^'  degré,  les  deux  progreC. 

5,  4>  3^2,  I,  a 


3.-2 


I , o,  I , 2. 


Leur  produit  eft  -24,- 15,__  8,  — 3,  o,  ^ i 
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Pour  la  trcÜîéme  formule  du  6*  degré,  les  deuxprogref' 
fions  font  5,  4,  3,  2,  i,  o,  — i. 

4.  3.  3,  I,  O,  — 1,  — 2 . 

Leur  produit  eft  20, 1 2, 6,  2,0,  o,  2 . 

Divifant  chaque  terme  par  2,  l’on  a 10,  6,  3,  i,  o,  o,  i . 

S’il  y avoir  quatre  racines  égales  , on  trouveroit  quatre 
formules  pour  les  découvrir  dans  chaque  degré , dont  cha- 
cune feroit  le  produit  des  termes  de  l’équation  propofée, 
par  les  termes  du  produit  de  trois  progreHions  arithméti- 
ques . 

■ S’il  y avoir  cinq  racines  égales,  on  trouveroit  cinq  formules 
pour  les  découvrir  dans  chaque  degré;  chacune  de  ces  formu- 
les feroit  le  produit  des  termes  de  l’équation , par  les  termes 
du  produit  de  quatre  progreffions  arithmétiques;  & ainfide 
fuite . 11  efl  facile  de  les  trouver  par  la  méthode . 

'Application  de  la  metbode  à det  exemples , c'efi  â dire  , aux 
équations  particulières  qui  ont  plufieurs  racines  égales . 

Exemple  I. 

T /EQUATION  — 9A?-t-5  = o,  a deux  racines 

égales;  pour  les  trouver,  il  n'y  a qu’à  fubftitucr  dans  les  deux 
formules  du  troifiéme  degré , ^xx  -t-  2nx  -»•  p = o,  — ix^ 

— nxx’^q=xo^  les  valeurs  de  rs,p,q;  ou  bien,  ce  qui  efl: 
plus  court,  il  n’y  a qu’à  multiplier  les  termes  de  la  propofée 
par  les  termes  de  la  progreffion  arithmétique  3, 2,  i,  o;  ou  bien, 
ce  qui  efl  la  même  chofe,  multiplier  chaque  ternie  de  la  pro- 
pofée par  le  nombre  qui  efl  l’expofant  du  degré  où  l’inconnue 
X efl  élevée  dans  ce  terme , & le  dernier  ternie  oii  x n’efl  point 
|iar  zéro;  & l’on  aura  3x^  -4-  6xx  — çx  = o>  qui  fe  réduit 
a ixx  ^6x  — p = o,  qui  peut  encore  être  diviiee  par  3,  & 
l’on  aura  Xx-**  ix — 3=0. 

Il  faut  enfuite  multiplier  les  termes  de  la  propofée  par  les 
termes  de  la  progreffion  arithmétique  — 2, — i,  o,  -h  i ; & l’on 
aura  — ax’ — 3Afx-«-  5=0. 

Pour  trouver  enfuite  la  racine  égale  de  la  propofée,  il 
n’y  a qu’à  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
de  ces  trois  équations,  fçavoir  la  propofée  x^  -4-  ixx  — par 
>4-  J = 0,  & les  deux  autres  qu’on  vient  de  former,  xx’^zx 

— 3 = 0,  — 2x’  — i 3XX  -4«  J = 0 ; l’on  trouvera  que  — * 


/ 
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•4-1  = 0,  ou  bien  x — i = o , cil  ce  plus  grand  divifeur 
commun;  ainH  at  = i , & i ell  la  racine  égale  qu  on  cherche. 

Exemple  II. 

Pour  trcwver  les  racines  égales  de  x*  — = 

qui  en  contient  deux , on  multipliera  chaque  terme  par  l’ex- 
poiânt  de  Af , & le  dernier  terme  par  zéro  > & l’on  aura  4^;* 

— 4jf  = O,  qui  fe  réduit  à — 4 = 0;  divifant  par  4, 
l’on  aura  ac^ — 1 = 0;  d’où  l’on  déduit  x = 1 : ainfi  il  eft 
inutile  de  multiplier  la  propofée  par  l’autre  progreffion  arith- 
métique — 3,  — a,  — i,o,-i-i,  puilque  la  racine  qu’on 
cherche  eft:  = i ; & l’on  trouvera  que  x — 1=0,  eu  un 
diviieur  commun  de  la  propofée,  & de  — 1 = 0. 

Exemple  III. 

P ou  R trouver  chacune  des  trois  racines  égales  que  contient 
l’équation  x*  — 6xx -4-8X  — 3 = 0,  on  la  multipliera  par  les 
termes  du  produit  des  deux  progrclftoos 

4>  3>  2,  1,  O. 

3,  2,  1,0,  — I . 

quï  eft  . . . 12,  6,  Z,  0,  O, 

ou  plûtôt  par  la  moitié  de  chaque  terme  de  ce  produit , qui 
étant  diviié  par  2,  fe  réduit  à 3,  i,  o,  o;  & l’on  aura  6x*. 

— ^xx  = o,  qui  fe  léJuit  à xx  — 1 = 0,  d’où  l’on  déduit 
x = J ; ainfi  i eft  la  racine  égale  qu’on  cherche. 

Si  l'on  n’avoit  pas  trouvé  d'abord  la  racine  égale  qu’on  cher- 
che, on  auroit  multiplié  la  propofe'e  par  les  termes  du  produit 

des  deux  progrefiions  4,  3,  2,  1,  o. 

— 2,  — I, O,  -4-  I,  2. 

— 8.  —3.  h o» 

& enfuite  par  les  termes  du  produit  des  deux  autres  pro- 
grefiions  3,  2,  t,  o,  — i. 

t,  o>  — h — » •_ 
qui  eft  . . 6,  2,  o, 

ou  plû;ôt  par  les  termes  de  la  moitié  de  ce  produit  > qui 
font  3, 1,  o,  o,  I . 

Il  auroit  enfuite  fallu  chercher  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  la  propofée , & de  quelqu’une  des  trois  équa- 
tions formées  pat  le  produit  des  progrefiions  arithmetiquesi 


Digitized  by  Google 


Livre  IV.  xSj 

ou  ] ce  qui  eft  quelquefois  plus  facile , il  auroit  fallu  trou- 
ver le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux  de  ces  trois 
équations,  & il  aurdt  £iit  coooourc  la  racine  qu’oo  cher- 
che. 

Démonftrathn  du  fept'iéme  Problème. 

Pour  rendre  cette  démonftration  plus  claire,  on  l’appli- 
quera à un  exemple  du  troifiéme  degré.  On  fuppofe  que 
*5  nxx  = O,  reprefente  une  équation  qui  a deux 

racines  égales  pofitives  commenfurablcs , & que  xx  — ifx 
^ ff  =o^  reprelênte  l’équation  compofoe  de  ces  deux  raci- 
nes égales  > ainfi  / reprefente  chacune  de  ces  racines  égales , & 
x=f,  ou  bien*  — f=o. 

i“.  Il  eft  évident  ^ue  quand  la  propofoc  contient  deux 
racines  égales  commcnfurables , xx  — 2/*  •^ffz=  o , divifo 
la  propofoc  fans  relie;  par  confoquent  le  relte  3//*  — 

- 2nfx  — »ff 

•4-  pjf  ^ 

ell  égal  ^ aero  ; 6c  de  plus , chaque  terme  de  ce  relie  eft  égal  à 
Eero , autrement  la  divifion  ne  fe  fordt  pas  fans  refte , contre 
la  fuppolîtion . 

2.  Il  eft  donc  clair  que  fi  Ton  conçoit  la  grandeur  commet»- 
furable  que  rcprelente/,  mife  à la  place  de  /,  dans  les  deux 
équations  du  refte  3/jf  1»/  p = o , — î 

= o;  ou  , ce  qui  eft  la  même  choie  , 3**  h-  mx  p = o , 
: — 2x*  — 'nxx  H-  ^ = o ; toutes  les  quantités  de  chacune  de 
ces  équations  le  détruiront  par  des  lignes  contraires  : Donc  * 
moins  cette  grandeur , eft  une  équation  linéaire  qui  divifo 
exaûcmcnt  l’une  & l’autre . Par  la  fuppofitioo , cette  équa- 
•tion  linéaire  divife  aufil  la  propolée  ; par  conléquent  la  propo- 
fée  & ces  deux  équations  ont  un  divifeur  commun , qui  eft: 
.une  équation  linéaire  faite  dex,  mdns  la  grandeur  réprefen- 
tée  par/,  =:  o : Il  eft  donc  évident  qu’en  cherchant  le  divi- 
feur commun  de  la  propolée  & de  ces  deux  équations,  on  au- 
ra la  racine  qu’on  cherche . Ainfi  la  méthode  feit  trouver  ne- 
ceftairement  la  racine  égale  commenfurable  qu'on  cherche. 
Ce  qu'il  falloit  démontrer . 

& même  raifonnement  peut  s’appliquer  à tous  les  degrés, 
& à toutes  les  racines  égales  que  peut  contenir  chaque  de- 
gré. 
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Corollaire. 

X L fuit  de  là  que  quand  on  ne  trouve  point  de  divifeur  com- 
mun,  la  racine  égale  eft  incomraenfurable . 

Dcmonjlratkn  du  cas  où  1er  racines  égales  font 
incommenfurables  : 

Suppose'  que  -4- pxx •4- *4- r = o,  reprefènte 
une  équation  qui  a deux  racines  égales  incommenfurables , 
& que  / reprefente  chacune  de  ces  racines  égales  ; l’on  aura 
— f=o't  ôc  XX  — ifx  -srff  z=Of  rcprelentera  l’équation 
compofée  de  ces  deux  racines  égales  ; x^  — -^fxx  -t-  ^ffx  ■ — p 
= O , en  reprelcntera  une  compo/ce  de  trois  racines  égales , 
&c.  Il  eft  évident  que  fi  la  grandeur  incommenfurable  repre- 
fentée  par/*,  étoit  mWê  à fa  place  dans  xx  — %fx  -4-//*=o, 
la  propofée  feroit  divilée  fans  refte  par  cette  équation  ainfi 
changée  ; par  confequent  le  refte  ^fx  ^nffx  ipfx-^qpt 
— 3/*  — 2/7/i  — pff  feroit  égal  à zéro , & chaque  ter4 
me  égal  à zéro , puifqu 'autrement  la  divifion  ne  feroit  pas  fani 
refte . Si  donc  l’on  conçoit  que  la  grandeur  incommenfurable 
reprefentéc  par/,  eft  fubftituée  dans  4/r  •4-  ^nff  2pf’*‘q 
= -4-  r =0;  ou,  ce  qui  revient 

au  même,  dans  ^nxx  ipx  q =0,  — — mx*^ 

- — pxx  -4-  r = O,  il  cii  certain  que  les  quantités  de  chacune 
de  ces  deux  équations  fe  détruiront  par  des  fignes  oppofés  : Les 
deux  équations  reprefentccs  par  ^nxx  -4-  apxH-f  = 0 , 
& — 3^^*  — 2nx^  — pxx*^r=  O,  ont  donc  une  racine  com- 
mune , quoiqu’elle  foit  incommenfurable , laquelle  eft  aufïï 
une  racine  de  la  propofée. 

La  méthode  du  Septième  Problème  fait  donc  trouver,* 
quand  une  équation  a des  racines  égales  incommenfurables , 
une  équation  abaiflée  à un  moindre  degré,  qui  a neanmoins 
pour  une  de  fes  racines , une  des  racines  égales  de  la  propofée; 
Ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Corollaire. 

and  il  y a deux  racines  égales  dans  une  équation , on 
la  peut  abaififer  à une  équation  d’un  degré  moindre  que  la 
propofée;  quand  il  y en  a trois  on  la  peut  abaifler  à une  équa- 
tion moindre  de  deux  degrés  que  la  propofée;  & ainfi  de  fuite. 

Avertissement. 
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Avertissement. 

QIüaND  les  racines  égales  «tant  commenfurables , on 
^^abaiffc  l'équation  qui  les  contient , en  la  divifant  par 
réquation  compofée  des  racines  égales , il  efl  évident  que 
l’équation  abaifléc  contient  les  autres  racines  de  la  propofée; 
Mais  quand  elles  font  incommenfurablcs , l’équation  abaiiïée 
a encore  la  racine  égale  qui  lui  eft  commune  avec  la  propolee; 
mais  il  ne  s’enfuit  pas  quelle  contienne  les  autres  racines  de  la 
propofée . 

/îutre  démonfïratton  de  tufage  des  progrejftom  arttbmetiqaet , 
four  découvrir  les  racines  égales  des  équations  compofées , 

THEOREME. 

74>Lf^RSj^  'UNE  équation  té  a que  des  racines  égales  pofstU 
ves  ,fton  multipUe  de  fuite  [es  termes  par  ceux  d’une  progrejfion 
arithmétique  quelconque  ^ le  produit  fera  une  équation  qui  aura 
encore  toutes  les  racints  égales  de  ta  première , excepté  une  feule . 

Âinfi  lorfqu’une  équation  eft  compofée  de  deux  racines  éga< 
les  pofitives , le  produit  aura  encore  une  de  ces  racines  ; fi  elle 
cft  compofée  de  3 , le  produit  en  aura  2 ; fi  elle  l’eft  de  4 , le 
produit  en  aura  j » & ainfi  de  fuite. 

D’ob  il  fuit  que  quand  l’équation  efl  compofée  de  trois  raci- 
nes égales,  fi  on  multiplie  de  fuite  fes  termes  par  ceux  de  deux 
progrefiions  arithmétiques  quelconques i ou,  ce  qui  efi  la  mê- 
me chofe,  par  les  termes  du  produit  de  deux  progrefiions 
arithmétiques  quelconques,  l’équation  qui  en  viendra  aura  en- 
core une  des  racines  égales  de  la  première . 

Si  elle  efl  compofée  de  quatre  racines  égales,  & qu’on  mul- 
tiplie de  fuite  fes  termes  par  trois  progrefiions  arithmétiques 
quelconques , ou  par  les  termes  de  leur  produit , l’équation 
qui  en  viendra  aura  encore  une  des  racines  égales  de  la  premie* 
te;  & ainfi  de  fuite. 

Démonstration. 

P ou  R le  démontrer,  il  n’y  a qu’à  prendre  les  équations 
OCX  — 2fx’^ff=o,x^  — iftcx’^iffx  — P =o^  &C.  qiû 
reprefentent  toutes  les  équations  compofées  de  deux,  de 
trois  racines  égales , &c.  ék.  multiplier  les  termes  de  fuite  de 
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ces  équations  par  ceux  de  la  progreflioii  arithmétique  a 
&c.  qui  reprefente  en  general  toutes  les 
l^grelfions  arithmétiques;  & divilêr  par  x — /=  o , l’équa- 
tion qui  viendra  du  produit  de  la  première  xx  — a/Àr  -H  ff=  o- 
divifer  par  xx — ifx  •^ff-=.o,  celle  qui  viendra  du  produit 
de  la  fécondé  x^  — &c. & ainfi  de  fuite;  & Ion  trouve- 

ra que  la  divifion  fe  fera  exaflement. 

Par  exemple,  fi  on  multiplie  x^  — ^fxx^^  ^ffx — /'  =o, 
par  . . . a,  a’^2b,a“^ib 

on  aura  le  produit  . . — ^afxx^^affx — af^  =o; 

— ^bfxx^kbffx  — ibp 

divifant  ce  produit  par  xx  — ifx  -4-/f=o,  on  trouvera  que 
la  divifion  fe  fait  exadlemcnt , & que  le  quotient  exadl  cft 
ax  — af — ^bf. 

De  plus , le  produit  eft  toujours  une  équation  ; car  en  fub- 
fiituant/à  la  jdace  de  a:  dans  le  produit,  tous  les  termes  le 
détruifent  par  des  fignes  oppofés. 

Si  on  multiplioit  les  termes  du  produit  par  la  même  pro- 
greCTion  arithmétique  generale , ou  par  quatre  des  termes  de 
cette  progreflion  pris  de  fuite,  le  produit  qu’on  trouveroit, 

( qui  feroit  le  même  qu’on  auroit  trouvé  en  multipliant  d'abord 
l’équation  a*  • — “^fxx  , &c.  par  les  termes  du  produit  des 
deux  progreffions , terme  par  terme)  fe  pourroit  divifer  exa- 
ftement  par  x — f — o . 

. Et  comme  les  formules  des  équations  des  racines  égales  font 
generales  , & que  l’expreflion  de  la  progreffion  arithmétique 
eft  aufii  generale,  il  eft  évident  que  la  démonfiration  eft 
generale. 

Corollaire  I. 

S*  tous  les  termes  d’une  équation  xx  — zfx  <4- ff=o  ^ 

^ 3ff^  — f — qui  n'a  que  des  racines 

égales,  font  multipliés  par  une  même  grandeur  quelcon- 
que c , & qu’on  multiplie  les  termes  du  produit  exx  — 2cfx 
H-  (ff—  o , par  les  termes  d’une  progreflion  arithmétique , il 
eft  évident  que  le  produit  qui  en  viendra  , fe  pourra  divifer 
exatiement  par  le  même  divifeur  x — /=  o . 

THEOREME. 

U N E équation  qui  contient  des  racines  égales , & des 
racines  inégales , , peut  être  conçue  comme  étant  le  produit  de 
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J’équation  compofee  des  feules  racines  égales,  par  l’équation 
compofée  des  feules  racines  inégales . Par  exemple , une  équa- 
tion du  cinquième  degré  qui  contiendra  deux  racines  égales, 
& trois  inégales , peut  être  conçue  comme  le  produit  de  xx 
. — 2fx  •^ff=o,  par  -4-  nxx  px  q = o. 

Ce  produit  peut  être  conçu  dilUngué  en  quatre  parties, con> 
me  on  le  voit  ici  : 

xx  — ifx  ^ff  X X*  = • l/x»  ■♦■/T*’  Première  Partie  J 

XX — ifx’^ffxnxx—  — 14/àr’ -4“  Seconde  Partie. 

xx-itx-^ff  X fx  = •^fx'  ^xpfxx^pffx  Troifiéme. 

arx— X f = -4»  gxx  ? i/fx  <jff  Quatr. 

«,  4 «4-  4 -H  zi,  « “4-  î*>  4 -4-  4K,  4 -4- 

Si  on  multiplie  les  termes  de  fuite  de  l'équation  du  cinquiè- 
me degré,  qui  eft  le  produit  des  deux  autres,  par  la  progref. 
fion  arithmétique  generale  a,  &c.  il  eft  évident  que  les 
trois  fermes  de  la  première  partie  feront  multipliés  par  les. 
trois  termes  a,  a-*‘  b,  ilr,  les  trois  termes  de  la  féconde 
partie  par  a’^b,  a-^zb,  a les. trois  termes  de  la  troi- 

fiéine,  par  a-trib,  a^ib,  a-*-^b;  les  trois  termes  de  La  qua- 
trième , par  a’^^bf  a^^b,a^^b . 

Il  cfl  évident,  par  le  premier  Corollaire,  qu’aprés  ces  mul- 
tiplications, le  produit  de  chaque  partie  pourra  fe  divifer 
exaélement  par  x — f =o\  par  confêquent  l’équation  en- 
tière fê  pourra  divifer  exaélement  par  x — f—o. 

Corollaire  II. 

qu’on  vient  de  démontrer,  fait  voir  clairement  que 
quand  une  équation  a des  racines  égales  , & des  racines 
inégales,  fi  on  en  multiplie  les  termes  de  fuite  par  ceux  d’une 
progrcfTion  arithmétique  quelconque , l’équation  qui  viendra 
du  produit  aura  encore  toutes  les  racines  égales  de  la  jx-emie- 
rc,  excepté  une. 

On  prouvera  de  même  que  fi  une  équatbn  a trois  racines 
égales , avec  des  racines  inégales , & qu'on  en  multiplie  les 
termes  par  ceux  de  deux  progreflions  arithmétiques  quelcon- 
ques , ou  par  les  termes  de  leur  produit , l’équation  qui  en 
viendra  aura  encore  une  des  racines  égales  de  la  première  i 6c 
ainü  des  autres  cas. 
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Ufag^  des  progrejftons  arithmétiques,  pour  réfoudre  tes  équatiout 
qui  ont  des  racines  égales  , ou  pour  les  ahaiffer 
â un  moindre  degré. 

üAND  par  la  nature  du  Problème  ouconnoîtra  qu’une 
équation  compoféc  a des  racines  égales , fi  elle  en  a deux» 
il  faut  multiplier  les  termes  par  ceux  d’une  progrefiion  arith- 
métique arbitraire:  On  pourra  encore  les  multiplier  par  les  ter- 
mes d’une  autre  progreffion>  les  équations  qui  viendront  de  ces 
multiplications  auront  une  racine  commune  entr’elles  & avec  la 
propofée;ainfi  il  faudra  chercher  leur  commun  divifèur , qu’on 
trouvera  toujours  fi  la  racine  eft  commenfurable  : & fi  elle  efl 
incommenfurable,ily  aura  quelqu’équation  parmi  celles  qu’on 
a trouvées,  qui  fera  d’un  moindre  degré,  & qui  aura  encore 
parmi  fes  racines,  la  racine  égale  de  la  propofee. 

S’il  y avoit  dans  la  propofee  trois  racines  égales , on  trouve- 
roit  des  équations  en  multipliant  les  termes  de  la  propofée  par 
ceux  de  deux  progreffions  arithmétiques  arbitraires , qui  au- 
roient  encore  une  des  racines  égales  de  la  propofée. 

S’il  y avoit  quatre  racines  égales , il  faudroit  fe  fervir  de  trois 
progrelfions  arithmétiques  arbitraires  ainfi  de  fuite. 

11  faut  choifir  parmi  les  progreffions  arithmétiques  , celles 
qui  donneront  une  équation  plus  facile  à réfbudre. 

On  remarquera  que  quand  il  y a des  termes  évanouis  dans 
l’équation  qui  a des  racines  égales , comme  dans  l’équation 
H- oAf ' oata:  — 4ArH-3  = o,  il  faut  remplir  par  des  zéros 
les  fermes  évanouis,  afin  qu’en  fe  fervant  de  la  progreflîon 
arithmétique , on  y puiffe  diflinguer  les  termes  qui  doivent 
multiplier  ceux  de  la  propofée  qui  leur  répondent. 

Application  de  la  méthode  précédente  â des  exemples  de  Geome»- 
trie  ÿ ceji  à dire  , à des  équations  qu'on  trouve  en  refolvant 
des  Problèmes  de  Geometrie , dont  la  réfolution  donne  la  ri- 
folution  de  ces  Problèmes.. 

Avertissement. 

y a pluCenrs  Problèmes  de  Geometrie  qu’on  réfout  par 
cette  méthode  des  racines  égales  i car  la  réfolution  de  pla- 
ceurs Problèmes  dépend  fou  vent  de  ce  qu’en  fuppofant 
qu’une  des  inconnues  de  l’équation  du  Problème  a deu.x  ou 
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plufieurs  valeurs  égales , ou  que  deux  inconnues  ont  deux  ou 
plufieurs  valeurs  égales,  il  arrive  quen  multipliant  les  termes 
de  l’équation  par  ceux  d’une  ou  de  plufieurs  progrefllons  arith- 
métiques , on  peut  par  le  moyen  des  équations  nouvelles  qui 
en  viennent , déterminer  la  valeur  de  celle  des  inconnues  qui 
donne  la  réfolution  du  Problème  , ou  faire  évanouir  une  ou 
plufieurs  des  inconnues  de  l’équation  du  Problème  ; ce  qui 
donne  une  nouvelle  équation  qui  réfout  le  Problème. 

Exemple  I. 

On  a l’équation  — ayx  -♦-/  ==o,  qui  exprime  un  Pro^ 
blême  de  Geometriei  on  demande  la  valeur  de  :r,  lorfque  x 
a deux  valeurs  égales  dans  cette  équation . 

11  feut  multiplier  les  termes  de  l’équation  par  ceux  de  la 
progrefiion  3,  2,  1,0,  ou  chaque  terme  de  l’équation  par 
l’cxpofant  de  la  puiffance  de  x dans  ce  terme, 

OKX  ■ — ayx  jr»  = CN 

3 2 I O 

3x>  — ayx  =■  O. 

L’on  trouve  l’équation  nouvelle  — ayx  = o , ou  bien 
jxx  = ay  > d’où  l’on  déduit  y = ^ , Sx.y'—’^\  met- 
tant ces  valeurs  de  ^ , dans  la  propofée , elle  fe  change  en 
celle-ci , x»  — 3X’  = o ; ou  bien  = o ; 

d’où  l’on  déduit  x = Ce  qui  étoit  propofé . 

On  trouvera  auffi  y = , en  mettant  la  valeur  de  x 

dans/ =-4^. 

On  détermineroit  de  même  les  valeurs  de  x & de  y , en 
multipliant  la  propofée  x’  — ayx  =0,  par  la  pro- 

012  3 

— zayx  3/»  ==  O i 

greffion  o , i , i , 3,  car  Ton  auroit  la  nouvelle  équation  — tayx 
H-  3/^  = O , ou  bien  — zax  -4-  3/y  — o : en  fe  fervant  des 
deux  équations  3XX  — ay  = o,ôC  — lax  3//  =0,  dans 
lefquelles  x doit  avoir  une  même  valeur , on  auroit  par  la 
première  xx=~\  & par  la  fécondé , x = ^ ; donc  xx 
_ ^ d’où  l’on  déduit/  = i^,&cy= 
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fubftituant  ccîtc  valeur  de  y dans  x = y l’on  aura  x 
= , comme  on  l’avoit  déjà  trouve. 

Enfin  on  trouveroit  les  mêmes  valeurs  de  a?  dSc  de  jr  par  la 
méthode  du  plus  grand  commun  divileur  > car  puifque  la 
propolec  — ajx  = & chacune  des  deux  nouvel» 

les  équations  trouvées  par  le  moyen  de  la  progreflîon  arith- 
métique , }xx  — ay  = O , — 2ax  -t-  jyy  = o > ont  une 
racine  commune  , on  doit  trouver  cette  racine  commune  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  divifeur  de  x'  — ayx  H-y 
= o,  & de  laquelle  on  voudra  des  deux  autres  ; par  exem- 
ple , de  ^xx  — ay  = o , jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  au  di- 
vifeur — 2ûx  ’>r  •^yy  ■=  O y dans  lequel  x eft  linéaire , qui 
fera  un  divilèur  exafl  , en  fuppofânt  égal  à zéro  le  refte 
qu’il  fait  trouver  , 27/  — 4<j’  = o , dans  lequel  x n’eft 
plus;  car  l’équation  du  rcüe  donne  y=  ^^ou^= 

& fubflituant  cette  valeur  dans  le  divifeur  oh  x eft  linea- 
re  , — 20X  ^ lyy  = Q y l’on  trouve  a:  = , com- 

me on  l’a  voit  trouvé. 

Avertissement. 

On  a mis  ces  trois  maniérés  de  déterminer  les  valeurs  de  x 
& de^ , lorfque  x a deux  racines  égales  y afin  d’en  faire  con- 
cevoir le  rapport. 

R E M A R q^u  E. 

Jl  faut  remarquer  qu’on  ne  peut  fu  ppofèr  que  le  dernier 
divifeur  où  x eft  linéaire  , fbit  un  divifeur  exadl  > en  fai- 
fant  le  refte  qui  ne  contient  plus  x , égal  à zéro  , que  quand 
il  y a une  ou  plufieurs  indéterminées  dans  ce  refte  ; car  s’il 
n’y  avoir  que  des  grandeurs  déterminées  dans  le  refte  , on 
ne  pourroit  pas  les  fuppofèr  toutes  cnfemble  égales  à zero^ 
à moins  qu’elles  ne  fe  détruififtent  par  des  fignes  oppofés  : 
mais  quand  il  y a des  indéterminées  dans  le  refte  , elles  fe 
déterminent  par  cette  fuppofition  , que  le  refte  eft  égal  à 
zéro , ou  que  chacun  des  rennes  du  refte  eft  égal  à zéro  , 
de  maniéré  que  les  valeurs  des  indéterminées  trouvées  par  la 
fuppofition  du  refte  égal  à zéro  , étant  fubftituécs  à leur 
place  dans  la  propofée , & dans  le  divifeur  où  x eft  linéai- 
re , ce  divifeur  ainfi  déterminé  , eft  neccflâirement  un  di- 
vifeur exaét  de  la  propofée . 
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Exemple  II. 

% 

5o  I T l’équation  ax — jy—o,  & x =;■ — y/ n — tt — ity — yy; 
en  fublHtuant  la  valeur  de  x , prife  âans  la  feconie , dans  ax 
— yy  — O y après  avoir  ôté  les  incommenCurables  , on  trou- 
vera l’équation  fuivante , — 2atyy-^iaary  *4«  aait  = o; 

•*fOayy  — aarr 

aatt 

on  Tuppofe  que  *•,/,  r,  font  des  inconnues,  & que  r,  r,  font 
connues. 

I*.  Il  s’agit  d’abaiffer  l’équation  précédente  &c. 

-t“  aayy  ^ 

à un  moindre  degré  , & de  trouver  les  valeurs  de^  par  les 
feules  grandeurs  connues , en  fuppofant  que  y a deux  valeurs 
égales  dans  l’équation , &c. 

Il  faut  multiplier  les  termea  de  rdquation,  chacun  par  l’cx- 
polânt  de  la  puiflance  de/,  qui  eft  dans  ce  terme  ; c’ed  à di- 
re, par4,  3,  i,  I,  O, 

/♦  * — 244//  44//  = o; 

Myy  — 

•4-  A(ktt 

y 4,  3»  I,  o 

& l’on  aura  le  produit  4/*  — 44;//  244//  = o , 

-4-  ^aayy 

ou  bien  2/*  — zasy  -t-  aat  = o , qui  cft  une  équation  du 
aay 

troUicme  degré , par  laquelle  on  peut  déterminer  la  valeur 
de  / , parcequ’elle  "ne  contient  que  des  grandeurs  connues 
avqp  l’inconnue  /;  ainfi  l’on  a trouvé  l’équation  propofee. 

2”.  En  fuppofant  à prelênt  qu’il  n’y  a dans  l’équation  préce- 
dente  /♦  * — a*///  lajiry  ^ aa»  =0,  que  la  grandeur  4 
aayy  < — aarr 

•4-  aatt 

de  connue , & que  toutes  les  autres  font  inconnues , il  s’agit 
de  trouver  la  valeur  de  r,  qui  ne  contienne  d’inconnue  que/, 
en  fuppofant  qne/  a trois  valeurs  égales  dans  l’équatk»  pré- 
cédente. 
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II  faut  dans  ce  cas  multiplier  l’équation  propose  pat 
les  termes  des  deuK  y** — lajyy^- taatjr aast  z=  o g 


progrcflions  arithmeti*  aayy  — <i<jrr 

qucs  ici  marquées,  ^ aatt 

4>  3» 

1,1,0,  — I,  — a, 


& l’on  aura  le  produit  8;+  xaaty^  —o$ 

qui  fe  réduit  — aat=-o  > d’où  Ion  déduit  t ■=■ 

Ce  qui  étoit  propofé . 

3°.  En  fuppofant  que  toutes  les  lettres  de  la  même  équa- 
tion font  des  inconnues  , excepté  la  grandeur  <* , & que/ 
a trois  valeurs  égales  ; il  faut  trouver  une  équation  qui  ne 
contienne  pour  inconnues  que  i & r,  & que  toutes  les  autres 
inconnues  ne  s’y  trouvent  point . 

Il  faut  multiplier  l’équation  /*  * — laaiy  aaf* 


^aayy  • — 'aarr 

= O,  par  les  termes  des  deux  f^aatc 

progrcffions  arithmétiques  ici  4,3,1,  1 , ‘ o , 

marquées,  o » ^ 3 » 4s  ! 


& l’on  trouvera  l’équation  o — ^aiyy  -^èaMty — o, 

•^^aayy 

qui  Ce  réduit  à — ^aiy  ^aat  = o ; d’oîi  l’on  déduit 
zaay 

y = — i fuppofant , pour  abréger  le  calcul , 
4/  — 40  ; c’eft  à dire  , j — = v , l’on  aura 

y = ^ ; d’où  l’on  déduira  /’  = > mettant 

cette  valeur  de  y*  dans  47*  - — aat  = o , quon  a trouvée 
dans  le  fecond  article , l’on  aura  -j'j,-  — = o > qu*  1® 

réduit  à lyatt — i6v*  = o,  qui  cft  Inéquation  qu'on  cher- 
choit  : car  en  mettant  / — = o , à la  place  de  v dans 

2jatt  — i6v>  = o,  l’on  aura  zyatt  — -h  z^aïf  — izaas 

On  trouveroit  cette  même  équation  en  cherchant  le  plus 
grand  divifeur  commun  des  deux  équations  4/’  aat  = o , 

& ^aiy  -*■  zaay  îaat  = o , trouvées  par  les  progref- 

fions  arithmétiques , & continuant  la  recherche  jufquà  ce 
que  l’inconnue/  ne  fût  plus  dans  le  refie;  car  on  trouveroit 
le  refte  zjatt  — i6i^  2441/  — 1244/  -*-24^  = 0. 
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ANALYSE  COMPOSEE- 

O ü 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fc  réduifent  à des  équations 
compolées . 

LIVRE  V. 

De  la  réfolution  des  équations  compofées  en  particulier. 

SECTION  I. 

De  ta  résolution  des  équations  du  fécond  degrd. 

Avertissement, 

a déjà  donné  deux  manières  de  réfoudre  les  équations 
du  fécond  degré  mais  on  a remis  le  détail  de  tout  ce  qui  *6,  &41: 
regarde  ces  Ouations  à cet  endroit,  qui  en  cft  le  lieu  propre;  *"»«'•?'«  </* 
ceft  pourquoi  on  va  expliquer  ici  une  mcchode  generale  de  ^/c, 
trouver  les  deux  racines  de  toutes  ces  équations , & on  l’ap- 
pliquera à tous  les  cas  pofTibles. 

On  fuppoÆ  dans  ce  cinquième  Livre , que  les  équations 
font  iâns  fractions  & fans  incommenfurables . 

P R O B L Ê M k L .. 

7 6 . y* ROUVE R les  deux  racines  de  toute  équation  du  f fcond degré , 

METHODE  GENERALE. 

ON  fuppofera  que  l’équation  generale  xx  -4-  »x  p 
=0;  reprefente  toutes  les  équations  du  fécond  degré  ; 
de  maniéré  ( comme  on  l’a  déjà  dit  plufieurs  que  -t"  n 

Bb 
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reprefctitc  le  coëûcient  du  fécond  terme  avec  fon  figne , Sc 
zéro  , fj  le  fccond  terme  eft  évanoui  i ôc  p reprefentc  le 
dernier  terme  avec  fon  ligne  : Ce  ^u^l  faudra  toujours  enten« 
dre  dans  le  3* , 4*  degré  , &c.  On  fuppolcra  enfuite  que  le. 
quation  linéaire  x — f-*~g  = o,  reprefente  par  fes  indéter- 
minées/,  g , celle  des  deux  équations  linéaires  qui  contient 
la  première  racine  ; Ainû  .+•/— i reprefente  la  première  ra- 
cine. 

Pour  trouver  cette  première  racine  & la  fécondé , on  fe 
fervira  de  laquelle  on  voudra  des  deux  méthodes  fuivantes . 

1*.  On  fuppofera  que  la  fécondé  équation  linéaire  eft  x — / 
. — g = o;  on  multipliera  . — /-i-^  = o,  par  x — / — g 
= O,  & on  comparera  chaque  terme  du  produit  xx  — ifx 
O , excepté  le  premier  terme  , avec  le  terme  corref- 


— 

pondant  de  l’équation  generale  xx  »ar  H-  p = © ; ce  qui 
donnera  ces  deux  équations  particulières  — 2/=  «,■»•// 
— gg=<*‘  p.d’oii  l’on  déduira  /=  — ti  — Pi 

mettant  ces  valeurs  de/  & de  g dans  les  deux  équations  li- 
néaires indéterminées  x — f<^g=zo,x  — / — g = o , el- 
les feront  changées , la  première  en  x -h  f — p = o; 

la  fécondé  en  x 7 — — p = o. 

Ainfi  la  formule  generale  de  la  première  racine  fera  x = 
i — — p ; la  formule  generale  de  la  fécondé  racine 

fera  x = — 7 fV'  — P- 

a®.  Ou  bien  on  divifera  l’équation  generale  -H  «ar  -♦-  / 
= o,  par  l’équation  linéaire  indéterminée  x — / ^ = 0* 

& continuant  la  divifion  julqu’à  ce  que  x ne  fbit  plus  dans 
le  xefte , on  trouvera  le  refte  gg  — "g  P =o,&le 

— 2/g.+-  »/ 

' 

quotient  x a = o : En  fuppofant  ce  refte  égal  à zéro , & 


fon  fécond  terme  auftî  égal  à zéro  , l’équation  indétermine'e 
X — /-♦-  g = o,  lcra  un  divifeur  cxa61  de  la  propofée;  & 
le  quotient  x •¥■  n=iO  fera  exaâ. 

-*-/ 
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Or  par  la  Aippontioa  de  ce  rede  égal  à zéro , Ton  a deux 
équations  particulières , fçavoir  la  première  if=  — » ; dbCi 
Ton  déduit  /=  — t > la  fécondé  gg  * p = o , dans 

H-  nf 

ff 

faquelle  fubftituant  — f à la  place  de  /,  l'on  trouve  gg 

^ P = O,  dbù  l’on  déduit  g — ~p>  fubdituanc 

CCS  valeurs  dans  le  divifcur  x — /-♦-g  = o,  & dans  le  quo- 
tient x-*-  n-^f  — g = o,  l'on  trouve  pour  le  divifL-ur  x -4- 
t = O,  & pour  le  quotient  x -4-  = — — p 

Ainfi  la  formule  generale  de  la  première  racine  fora  x = 
— P ; & l^ormule  generale  de  la  foconde  fe- 
ra ar  = — 7»  p. 

Applict^ion  des  formules  de  la  réfolut  son  generale  asm  équation» 
particulières  du  fécond  degré. 

Exemple  I 

So  i t l’équation  xx  — ah  — o^  dont  il  faut  trouver  lés 
deux  racines  . 

Pour  appliquer  Téquation  generale  ata?  «;e  p = o , à 
cette  équation  partieufiere,  dont  le  fécond  terme  efl  évanoui , 
Fon  fuppfera  »r=a,  H-p  = — ab  i ainfi  dans  les  deux 
formules  des  racines  on  fuppofera  n~o,&C’^p  = — air, 
Siibflituant  donc  — ab  au  lieu  de  •+•  p dans  les  deux  formu- 
les generales  des  racines , la  première  racine  de  la  propofee 
léra  X = — 7 n — ^ = — i^aB  ; la  féconde  fera 
AT  = — 7»  •si‘/~  — Ce  qu'il  falloit  trouver. 

Exemple  II, 

pou  R trouver  les  deux  racines  de  l'équation  xx  — ihx 
■4-cf=o,  on  fuppofera  •♦■»  = — &-4-p=«**<^c;  oa 
fubflituera  dans  les  deux  formules  des  racines  les  grandeurs 
reprefentées  par  »,  p,  Sc  la  première  racine  de  la  propofée  fc* 
ra  * = — 7 » — — ~p=.ai^h  — >^bb  — cc  >■  & la 

fcconde  fera  a?  = — 7 » — p = *4-  P «4-  y/ik  — fC, 

Ce  qu'il  fallait  trouver. 

Bb  ij 
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Exemple  III.  ‘ 

Pour  trouver  les  racines  de  xx  ix  — 2=0,  on  fup« 
pofera  = i, &•+•/>  = — 2»  on  fubflitucra  ces  valeurs 
de» , P,  à leur  place  dans  les  formules  des  racines , & la  pre- 
miere  racine  fera  = ■ — P—  — f — 

= — 4 — = — 2.  La  féconde  racine  fera  x=  — 7« 

"p  = — T ■♦•yi  2 = — T Ï ainfi 

l’une  des  racines  de  la  propofee  eft  la  pofitive  t = *4-  i , & 
l’autre  eft  la  ntfgative  x = — 2 . Ce  qui  était  prapofé . 

Exemple  IV. 

Pou  R trouver  les  deux  racines  de  l’équation  xx — 2x-»«  J 
= O , on  fuppofera  n = — 2,-*-p=-t*3;on  fubflituera  ces 
valeurs  de  »,p,à  leur  place  dans  les  formules  generales  des  ra- 
cines , & la  première  Icra  x = — {»  — p ==  -t-  i 

— /i  — 3 I — v'  — 2;  la  fécondé  fera  x = — ~n 

— p=  I -4-/1  — 3 = •*•  1-4-  y — 2 ; d’oî» 
l’on  voit  que  les  deux  racines  de  la  propolcc  font  imaginaires 

Dcmonflratio»  du  premier  Problème. 

77*  T /équation  linéaire  J dont  X efl  l’inconnue,  qui  divife 
exa(5lcmcnt  une  équation  du  fécond  degré,  reprefentée  par  l’é- 
quaticn  generale  xx nx  p = 0 , contient  une  de  fes  raci- 
nes , & le  quotient  exaét  contient  l’autre,  par  la  nature  des  é- 
cJ"  J J.  quations.  * Or  Téquation  linéaire  que  l’on  trouve  par  la  me^ 
thüdè  du  premier  Problème , divife  exaélement  Téquation  ge- 
nerale du  fécond  degré,  puiïque  le  refte  de  la  divifion  elt  égal 
à zéro , & que  ce  n’eft  que  par  cette  fuppolîtion  qu’elle  eft  dé- 
terminée} & le  quotient  eft  aulfi  exaâr  fequation  linéaire  qn’oo 
trouve  par  la  méthode,  contient  donc  une  racine  de  l’équation 
generale  du  fécond  degré,  & le  quotient  contient  l’autre;  l’on  a 
donc  par  la  méthode  les  formules  generales  des  deux  racines 
^ toute  équation  du  fécond  degré.  Ce  qu  il  fallait  démontrer.. 


78. 


R E M A R q_U  E s. 

I. 

T lO  R s QU  Ë le  fécond  terme  eft  évanoui,  & qu’il  y a p', 
comme  dans  l'équation  xx  p = o , les  deux  racines  font 
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îmagioaires,  pui/que  la  > première  = — p\  &Ia 

fécondé  , Af=-t-K' — p.  ■ i j 

•.  . .IL.  • • 


Lorfqu’il  y a p dans  une  équation  du  fécond  degré, 
& que  P furpafTe  le  quarré  de  la  moitié  de  n ; c efl  à^^lire , 
lorfque  p furpafTe  ^ nn  , les  deux  racines  font  encore  imagi- 
naires , puifque  y/  ^ nn- — p efl  la  racine  d’une  grandeur  né- 
gative. • • . 

III. 


. Lorfqu’il  y a — p dans  une  équation  dufectxid  degré , les  ra- 
cines fonc  toujours  réelle^  > car  alors  la  grandeur  ^ -h  p , qui 
efl  fous  le  flgne  radical , efl  toujours  pofitive. 

11  fuit  de  la  fécondé  & troifiéme  remarque  , qu’il  ne  peut  y 
avoir  dé  racines  imaginaires  dans  une  équation  du  fécond  degré 
qui  a tous  fes  termes,  que  quand  il  y a -^p;  c’efl  à dire,  quand 
les  deux  racines  font  toutes  deux  pofitives,  ou  toutes  deux  né- 
gatives; & qu’elles  font  toujours  réelles , quand  l’une  efl  pofî- 
tive  & l’autre  négative,  , 


1 IV. 


Quand  l'inconnue  a plus  de  deux  dimenfîons  dans  le  pre- 
mier terme  d’une  équation  du  fécond  degré , comme  dans 
X*  nxx  p =o,  ou  en  general  dans  «at*  -4-  p = o, 
(m  reprefentant  un  nombre  quelconque  entier  & pofitif,  ) 
quoiqu’il  n'y  ait  que  deux  racines  en  la  confiderant  du  fécond 
degré,  qui  font  xx  — — — y/^nn  - — p , xx  = — \a 

y/ -If  an— pi  ou  en  general  = n — '/\nn  — p, 
*f’"  = — — p;  cependant  chacune  de  ces  raci- 

nes , ou  chacune  des  équations  fimpics  formée  par  ces  raci- 
nes , XX  \ n ~ m — p=o;xx-4-  '-a  — y/  ^ nn  — p 
= O : ou  bien  en  general  — p = o, 

— y/^n»  — p = o,  pouvant  encore  être  confîde- 
rée  comme  une  équation  compofée , on  peut  dire  que  cha- 
cune de  ces  équations  fimples  contient  encore  autant  de 
racines , que  l'expofant  a de  la  plus  haute  puiffance  de  lln- 
connue  xx  f aa  l'expofant  «»  de  l’inconnue  x*"  , contient 
d’unités  : car  l’inconnue  x a autant  de  valeurs  dans  ces 
cquarbns  plus  fimples,  donc  l’équation  du  fécond  degré  efl 
compofée , que  cet  expofant  de  Imconnue  a d’unités . Ce 
qu’il  feut  remarquer  pour  les  cas  fcmblables  des  autres  de-, 
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grés  repre/êntés  en  general  dans  le  troifiéme  degré  par 
■H  tjx"^  -4-px*  H-  ^ = o;  dans  le  quatrième  degré  , par 
•4-  par*"  -H  r = o;  & ainfi  des  autres. 

V. 

Si  l’on  ôte  (cparêmenc  les  incommenfurables  de  chacune 
des  équations  linéaires  ar  | » h-  y/  — ~p  — 

— y/^nn  — P = O , qui  contiennent  les  racines  de  l'équa* 
tion  propofée , il  en  viendra  une  même  équation  , qui  eft  la 
propofee  .var  -4-p  = o; ce  qui  peut  Icrvir  en  quelques  ren- 
contres à connoître  fi  une  équation  linéaire  contient  une  des 
sacines  de  la  propofée , lorfqu’elle  a des  grandeurs  incom- 
menfurables. 

VI. 

La  méthode  de  re/budre  les  équations  peut  lêrvir  à dé- 
terminer une  grandeur  oîi  il  y a une  ou  pfufieurs  inconnues 
avec  des  connues , quoiqu’elles  ne  forment  pas  une  équation  » 
on  en  a déjà  vû  un  exemple  en  refolvant  le  6*  Problème  du 
4?' 3'  Livre*;  en  voici  un  autre,  l’on  a — yy — hf, 

11  s’agit  de  céterminer  les  cas  où  la  valeur  de  r eft  réelle , 
& ceux  où  die  eft  imaginaire . Il  ny  a qu’à  fuppofer  que  yy 
^ hy  — aa\  & refolvant  cette  équation , on  trouvera  que  la 
valeur  de  y eft/=  — ~b  ^ hh  ^ aa\  Ainfi  quand  y ell 
égale  à cette  grandeur , ou  moindre  que  cette  grandeur  ^ 
y/ aa — yy — hy  eft  zéro,  ou  pofitive,  & la  valeur  de  reft  réel, 
le  r mais  quand  y fur'pafie  cette  grandeur — f h 

alors  >/ aa  — yy  — hy , eft  la  racine  d’une  grandeur  négative; 
& la  valeur  de  x eft  imaginaire  . 


S E C T I O M IL  ‘ 

Dr  la  réfohtton  des  équations  du  troifiéme  degré\, 
Avertissement. 

Pour  abréger  & fiiciliter  le  calcul,  on  fuppofera  quel» 
fécond  terme  eft  évanoui  dans  toutes  les  équations  du  troifié- 
cne  degré  qu’on  veut  refoudre . On  a donné  la  méthode  de  le 
foire  évanouir,  dans  l’ufage  des  transformations,  dans  le  troifié- 
*4r.  me  Livre.  * Atnfi  l’équation  generale  x^**“px-^q  = Oy  re- 
prefentera  toutes  les  équations  du  troifiéme  degré  , dont  le  fo. 
coud. terme  eft  évanoui  • 
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Il  faut  remarquer  que  quand  le  fécond  terme  cft  évanoui, 
il  y a dans  l’équation  deux  racines  pofiti  vcs,  & une  racine  né- 
gative égale  aux  deux  pofitives  ; ou  bien  deux  racines  négati- 
ves, & une  pofitive  égale  aux  deux  négatives.  ^ *^9>Tie 

CtrolL 


PROBLEME  II. 

79,  ETERMINER,  quand  U fécond  terme  des  équations  du 
tros/iéme  degré  efl  évanoui , i“,  les  cas  où  les  deux  racines  pofttsvet 
ou  négatives  fostt  égales , cetix  où  elles  font  inégales  j 2*,  les  cas 
où,  étant  Inégales,  les  trois  racines  font  réelles,  ceux  où  il  y en  a 
/leux  d'imaginaires i 3%  & trouver  les  racines,  lorfque  les  deux 
pofst'sves  ou  négatives  font  égales,  & encore  lorfq  te  les  trois  racU 
nés , quoiquimgales  font  commcnfurahles  , ou  lorf qu'il  y en  a 
■quelqu'une  de  comme nfur able . 


METHODE  GENERALE. 

•0  N fuppolèra,  lorfcfu'il  y a deux  racines  pofitives,  que 
la  première  ed  f — g , la  fcconde  f g\  & leur  fomme  if  fe- 
ra la  racine  négative;  & on  fera  les  trois  équations  linéaires 
* /-4-^  = 0,  AT / g = 0,  X^2/=0. 

Lorfqu’il  y a deux  racines  négatives , que  la  première  eft 
— ^ » la  fécondé  — f — g-,  & leur  fomme  — 2/ fera  la 
racine  pofitive  , en  changeant  Ibn  figne  — , & fuppolânt 
«4-  2/j  & on  fera  les  trois  équations  linéaires  x-^f — g —o, 
f ^ g~o , X — 2/=  O.  On  fupjwlé  que  / eft  plus 
gran  je  que  g\  car  autrement  f — g ne  lèroit  pas  pofitive,  & 
— f g tiC  lêrcHt  ps  négative. 

i“.  On  multipliera  les  trois  premières  les  unes  pr  les  au- 
tres , & l’on  aura  le  produit  je*  * — ^ffx  a/'  = o , qui 

A — ggx  —iggf 

eft  Icquation  indéterminée  qui  reprefente  les  équations  du 
troifiéme  degré , donc  deux  racines  font  pofitives  , & la 
troifiéme  eft  négative  9 & égale  à la  fomme  des  deux  pofiti- 
ves . On  multipliera  de  même  le  trois  autres  équations  linéai- 
res les  unes  par  les  autres,  & leur  produit 

B x>*-^sffx^ip  =0, 

reprefentera  les  équations  du  troifiéme  degré , dont  deux  raci- 
oes  font  négatives,  & la  troifiéme  pofitive,  &^alc  à la  fom- 
me  des  deux  négatives . 
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R E M A R qjj  E. 

.O  O N peut  remarquer  que  le  troifiéme  terme  de  ces  deux 
’ équations  a toujours  le  ligne  — , & eft  une  quantité  léclle  né- 
gative , quand  les  trois  racines  font  réelles  ; par  confequent  fi 
le  troifiéme  terme  a le  figne  -♦-,ou  s’il  efl:  zéro,  il  y a necelTai- 
rement  deux  racines  imaginaires  ; ainfi  dans  la  formule  gene- 
rale P doit  avoir  — , lorique  les  trois  racines  font  réelles  , & 
elle  doit  être  — px:±_q  = Oy  fçavoir  •+■  q , quand  deux  ra- 
cines font  pofitives,  & — fi  deux  font  négatives. 

3®.  On  comparera  les  termes  de  chacune  de  ces  deux 
équations  indéterminées  A & £ , avec  les  termes  correfpon- 
dans  de  l’équation  generale  — px  :i^q  = o,  excepté  le 
premier  terme . L’on  aura  par  le  moyen  de  l’équation  A ces 
deux  équations  particulières  3ff  •*"  gg  = "*“  P » 

. — 2^gf  =•*•  q;  & par  l’équation  = 

— 2fi  ^ 2^gf  = — q ; d’où  l’on  déduira  pour  l’une  & l’au- 
tre -+-  f — i } & pour  l’équation  A,f  — ggf— 
-1-  i ; & pour  l’équation  B,  — ggf  = — t • Elévant 

-4- s = £ à la  troifiéme  puiflance,.ron  aura  f*  •*“ggf*, 
ff^  jL  = -W-  , pour  l’équation  A & pour  l’équation  R 
Elevant  aiifliV' — ^ quarré;  l’on  aura  pour 

l’équation  A,f  — iggf  ^ g* ff  — -31- . Elevant  de  même 
— P ggf  = — 4^*“  quarré , l’on  aura  pour  l’équation  B, 

jf’  — 2ggf*  -^g‘*ff—JL,  qui  eft  la  même  que  celle  de  l’équa. 
tion  A . Retranchant  à prefent  chaque  membre  de  l’équa- 
tion /‘  — 2ggf  tff=  membre  correfpondant 

de  l’équation  f ggf*  ^ ^ , l’on  aura  1 équa- 

tion  ^gf*  — ^ = ?»- , qui  conviendra  à l’é- 

quation ASci  l’équation  B . Or  chaque  membre  de  cette^  équa- 
tion eft  pofitif,  car  ^ggf*  furpafle- — jg*ff  » puifqu’M  di- 
vifant  l’une  & l’autre  par  ggff  , le  quotient  ^ff  furpa^  le 
quotient  — 7 > car  on  a fiuppofé  que  f furpaflbit  g . Tout 

cela  fuppofé,  le  Problème  eft  facile  à refoudre. 


1®.  ^and  pJ  = i qq,  lei  deux  racines  pefttives  où  négatives 

font  égales, 

J U AND  les  deux  racines  pofitives  ou  n^atives  font  éga- 
’•  lesj 


Digitized  by  G(  Jglc 


L I V R E V.  201 

les , g eft  égds  à zéro  dans  les  équations  linéaires  x — /-t-  g 
= Pi-f  — /— S = o»  x’*-  2/=o;  & dans  les  autres 
= = x—2f  — o\  par  con- 

fequent  chaque  grandeur  du  premier  membre  de  l’équa- 

tion  3^— = eftégaleàzero.  Donc 

^ = o;  donc  ^ />»  = M. 

1°.  Q^xnd  les  trou  racket  font  inégales  & réelles , 
irP’  f^rpa/fe^qq. 

8 *>  • vJ  ü A N D les  trois  racines  font  inégales  & réelles , le  premier 

membre  de  l’équation  $ggf*  — •+«  ^ =:  Ji. îî 

eft  pofitif;  le  fécond  membre  ^ — « , eft  donc  auffi  poCtrfi* 
& par  conlcquent  ^ furpafle  w . 

3*.  j^and  ~Ÿefl  moindre  que  ^ qq , il  y a deux 
racket  imaginaires  : 

® 3 • A R lî  les  racines  étoient  toutes  réelles  , on  vient  de  dè-i 
montrer  que  p*  feroit  égal  »^qq,ou  furpaflèroit  ~qq. 

4*.  T roHver  les  racket,  lorfque  les  deux pofitivet  ou  let  deux 
négatives  font  égales. 

^4-  Q^U  AND  les  deux  racines  pofitives,  ou  les  deux  négatives 

font  égales, g eft  zéro  dans  les  équations  linéaires  x g 

— O,  &c.  par  confequent  l’équation  particulière  qui  vient  de 
la  comparaifon  des  troiûémes  termes  •+•  iff’^gg  — 
réduit  à = p ; d’où  l’on  déduit  ff  = t Par  ]a 

meme  raifbn , 1 équation  tfs  — 2ggf  = «4-  q-^  ou  2p  2ggf 
= — q,  fe  réduira  = d’où  l’on  déduit />=  t . a' 

vifaiu  le  premier  membre  de  /l  = | , par  le  premier  membre 
àe  ff  t Si.  le  fécond  par  le  fécond  , l’on  trouve 
= 4^  ; chacune  des  racines  égales  reprelêntées  par  /,  e^  donc 
= ; d’où  l’on  déduit  cette  réfolution. 

f 

Réfolution. 

S J . U A N D une  équation  du  troi/îéme  degré,  dont  le  (êcond 

terme  eft  évanoui , a deux  racines  égales;  il  faut  divifer 
le  triple  du  dernier  terme  par  le  double  du  cocficient  p du 

iccond  terme,  & le  quotient  fera  une  des  racines  égales . 

La  troifiémc  racine  eft  égale  à deux  fois  la  racine  égale. 

C c 
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5®.  Trouver  ks  racines  d’une  équation  du  troiftéme  degré , dont 
' le [econdterme  eftévanoui,  hrfqu’ellei  font commenf arables , 

' Ou  qniljf  en  a quelqu’une  de  commenfurab/e. 

S fl . S ï ôte  la  grandeur  p , reprefentée  par  ^ff  -^gg—p  ; 
de  /fff  quarre  de  la  grandeur  7f,  qui  reprefente  la  racine  qui 
cft  égale  à la  fomme  des  deux  autres , le  refte  ff  — gg  cŒ 
un  divifeur  exaft  de  la  grandeur  q , reprclèntée  par 
zp  — 2ggf=’^q  t pour  l’équation  A ; & iàifant  la  divifion , 
le  quotient  cft  2/,  qui  eft  la  racine  du  quarré 

Le  meme  rcheff — gg  eft  aufti  un  divifeur  e>:a£l  de  — 
reprefentée  par  ■ — 2p  2ggf-=  — q , pour  l’équation  B ; Sc 

faifant  la  diviftoo,  le  quotient  eft  — 2/,  qui  eft  aufti  la  racine 
du  quarré  On  déduit  de  là  cette  première' réfolution. 

Première  Réfolution.  \ 

^3üand  la  racine,  rcprclêntée  par  ou 2/ , qui  eft 
égale  à la  fomme  des  deux  autres , eft  commenfurable, 
il  y a toujours  un  quarré  parfait  plus  grand  que  p,  duquel 
ôtant  P,  & divifant  f par  le  refte,  la  divifton  lê  fait  exaéle* 
nient  ; & il  vient  pour  quotient  exaél  ou  — 2/,  qui  eft  la 
racine  de  la  propolee,  égale  à la  fomme  des  deux  autres , & 
qui  cft  à même  temps  la  racine  quarréc  jufte  du  quarré  parfait 
qu’on  a pris  plus  grand  que  p. 

De  même  ft  l’on  prend  le  quarré  de  l’une  des  racines  poli* 
tives  ou  négatives , / — g , ou  — > qui  eft  ^ 

ÔC  qu’on  ôte  ce  quarré  de  p,  on  aura  le  refte  iff 

2gf,  qui  eft  un  divifeur  exaft  de  2f  — iggf  = ^ , 

pour  l’Â]uation  A;  & de  — iggf = — q,  pour  l’équa- 

tion B;  & faifant  la  divifton,  le  quotient  fera  dans  le  premier 
cas*»-/ — g,  & dans  le  fécond,  — f"^gt  chacun  eft 
la  racine  du  quarré  parfait^ — 2gf  •♦■gg,  qu’on  a pris  moin. 
dre  quep.  On  trouveroit  la  même  chofe  en  fe  fervant  de  l’au- 
tre racine  reprefentée  par /■♦■g,  ou — f — g;  d’où  l’on  dé- 
duit la  fécondé  réfolution. 

Seconde  Réfolution . ' ' 

V,JuAND  les  deux  racines  pefitives  ou  négatives,  font 
commenfùrables , on  peut  toujours  trouver  un  quarré 
parfait  moindre  quep,  tel  qu’étant  retranché  de  p , le  refte 
foit  un  divifeur  exaét  de  -♦-  ou  — q\  & faifant  la  divifîon,  il 
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vîent  un  .quotient  exafl , reprefenté  par  -4- / — g , ou  — f -t-g, 
qui  efl  une  des  deux  racines  poûcives  ou  négatives  de  U pro- 
pofée,  & qui  efl  à même  temps  la  racine  exadle  du  quarré 
qu’oo  a pris  moindre  que  p. 


R E M A R Q_ü  E. 

87*  (J  U AND  on  aura  trouvé  une  des  racines  d'une  équation 
du  troifiémc  degré , cndivilânc  l’équation  par  j:»+»ou  — 
cette  racine , le  quotient  qui  fera  une  équation  du  fécond  de- 
gré , contiendra  les  deux  autres,  & on  les  trouvera  en  rcfol- 
vant  cette  équation  du  fécond  degré.  Ou  bien  en  ruppofanc 
que  la  racine  trouvée  foit  fi  c’efï  la  racine  égale  à la  fomme 
des  deux  autres,  elle  féra  le  coëficient  du  fécond  terme  de 
l’équation  du  fécond  degré  qui  les  contient  ; ôc  le  dernier  ter- 
me ^ de  la  propofée,  divifée  par  cette  racine  4,  c’elt  à dire 
f , fera  le  produit  de  ces  deux  autres  racines,  par  la  formation 
des  équations:  Ainfi  l'équation  du  técond  degré , qui  contient 
les  deux  autres , fera  xx  — -t-  -|  = o , quand  elles  font  po- 

Ctives  ; la  première  féra  donc  x = a aa  — ^ ; & la 

féconde,  x=ia — \/jaa  — 

L’équation  du  fécond  degré  , qui  contient  les  deux  autres, 
fera  xx  ax  ^ — o;  quand  elles  font  négatives  ; la  pre- 
mière fera  donc  x = — 7 a — -J-  ; & féconde, 

x = — 74  — y/^aa — i.  Mais  fi  la  racine  découverte  a 
efi  une  des  deux  pofltives  ou  négatives , elle  fera  auffi  le 
cocHcienc  du  fécond  terme  de  l'équation  du  fécond  degré,  qui 
contient  les  deux  autres,  puifque  ce  coëficient  efi:  l’excès 
de  la  racine  égale  à la  femme  des  deux  pofltives  ou  né- 
gatives , fur  celle  qui  refte  à découvrir  ; & que  la  racine 
découverte  efi  auffi  ce  même  excès,  & | cft  le  prcxluit  des 
deux  qui  refient  à découvrir:  Ainfi  l’équation  qui  contient 
les  deux  autres , dont  une  efi  toujours  pofitive , & l’autre 
négative  , fera  xx  ^ax  — 1 = 0.  11  y aura  ax,  quand 
la  racine  découverte  fera  pofitive  , & — ax  , quai^  elle 
fera  négative  . La  première  racine  fera  donc  x = ^74 
7 44^1  ; & la  féconde  fera  = h-  i 4 — ^ 744-** 

11  y aura  — 74,  quand  la  racine  découverte  fera  pofitive*,  ÔC 
•*■74,  quand  elle  fera  négative.  ' 


Ce  ii 
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Application  du  fécond  Problème  â de*  exemples  4 
Exemple  I. 

N propo/c  de  trouver  les  racines  de  — 1 2r  -4- 1 = o> 

pour  y appliquer  la  réfolution,  on  fuppofêra  , afin  que  la  for- 
mule generale  — px  ^ = 0 , reprefente  la  propoféc , 
que  — p = — I2,&f  = 1(5.  Or^  = 64,&i  if  — 64. 
Cela  fait  connoître  que  la  propoféc  contient  deux  racines 
égales. 

Pour  trouver  chaque  racine  égale , on  fe  lcrvira  de  la  for- 
mule /=  JL  = =z 2 } ainû  k racine  égale  cft  x = 2; 

k raanc  inégale  eft  donc  x= — 4. 

Exemple  II, 

Pour  trouver  ks  racines  de  — 27aax  -4-544»^  =0» 

liabx  ■ — 5444^ 

• — ^bbx  liabb- 

— 

il  kut  foppofcr  — p = — ijaa  ai“  J2ab — jW,  &4  = $4<rf 
i — 5444^  -4-  184W  — 2hy,  & kUant  le  calcul^  on  trouvera 
que  ~ — ^ qq-y  ce  qui  kit  connOître  qu’il  y a deux  raci- 

nes égales. 

La  formule/  = -{f-  ^ fera  trouver,  en  divifant  lé  triple  du 
dernier  terme  par  le  double  du  coëficient  du  troifléme  terme  ^ 
le  quotient  34  — b:  ainfî  k racine  égale  cft  ôc 

k racine  inégale  eft  x = — d4  -4-  afi . 

Exemple  ni. 

P OrU  R trouver  les  racines  de  l’équation  — 7jv«4“  d = o> 
on  fuppolêra  que  la  formule  generale  qui  reprefente  cette 
équation  eft  x’  — •4"  4 — o;  &/>  = -»-  7 , 4 = -4-  6 » 

y ^ qq  =9.  Comme  ^ furpafle  J qq , cela  fait 
connoître  que  les  trois  racines  font  réelles  & inégales;  & le  den 
nier  terme  h-  6 — 4 étant  pofitrf,  cela  fait  connoître  qu’il  y a 
deux  racines  pofitives,  & une  négative  qui  eft  égale  aux  deux 
polîtives  ^ puilque  le  fécond  terme  cft  évanoui . 

Pour  trouver  la  plus  grande  racine  qui  eft  égale  aux  deux 
poütives  y on  prendra  un  quarré  parfait  plus  grand  que  p — 1~ 
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or  le  premÎCT  quarré  plus  grand  que  p = 7 eft  9 . On  ôtera 
P = 7 du  quatre  9,  & l’on  aura  le  rcftc  2.  On  divifera  ^ 

= 6 par  ce  relie  2,  & le  quotient  3 étant  la  racine  quanée 
du  quatre  9 qu'on  a pris  , c’eft  la  racine  négative  qu’on 
cherche  ; ainfi  x = — 3. 

On  trouvera  les  deux  autres  en  divifant  la  propofée  par 
3 = O , car  l’on  aura  pour  quotient  l'équation  du  fr- 
cond  degré  xx  — 3a;  2 = 0,  qui  les  contient , & on 

trouvera  en  refolvant  cette  équation  du  fécond  degré , que 
l’une  eft  = I , & l’autre  a:  = 2 , Ou  bien  nommant  a 
la  racine  trouvée  3 , l’une  des  deux  poCtives  fera  x — ^a 
<4- i/^aa  — 1 = 4^/^  — 4 = 2.  & l’autre  fera 

x=r  a — y/^aa  — î-  = i — V'I  — = -♦-  r. 

Si  l’on  vouloir  commencer  la  réfolution  par  une  des  deux 
racines  pofîtives  , il  faudroit  prendre  un  quarré  parfait  , 
comme  4,  moindre  que  p = 7 ; & après  avoir  retranché  ce 
quarré  4 de  p = 7 , divifer  par  le  relie  3 le  dernier  terme 
4 = 6}  & le  quotient  2 étant  la  racine  du  quarré  4 qu’on  a 
pris  , c’elt  auffi  une  des  racines  pofitives  de  la  propofée  ; ' 

ainfi  x—2  cil  une  des  racines  pofitives  de  la  propofée. 

On  trouvera  les  deux  autres  par  la  méthode  dont  on  s’eft 
fèrvi,  après  avoir  trouvé  la  racine  négative  x = — 3. 

Exemple  IV. 

propofe  de  trouver  les  racines  de  l’équation  x^  — ix 
•♦-6=0,  qui  efl  rcprelcntée  par  l’équation  generale  x* 

— px  ^ — O]  de  maniéré  que  p = 1 , & q—6  . Mais 
étant  vifible  que  ~{P  = ~ efl  moindre  que  — 9 , l’on 
efl  afifuré  * que  la  propofée  a deux  racines  imaginaires.  Ort*8j, 
en  donnera  la  réfolution  apres  la  démon flration  du  Problème . 

N Dimonflration  da  Problème. 

SS-v^JAND  les  trois  racines  d’une  équation  du  troîfiéme 
degré , qui  a le  fécond  terme  évanoui  , font  réelles , il  efl 
^évident  que  x — x — / — 5 = 0,  a--*-2/=o, 
reprefentent  d’une  maniéré  generale  les  trois  équations  li- 
néaires dont  cette  équation  efl  le  produit,  lorfqu’il  y a deux 
racines  pofitives;  & leur  produit  * — ^ffx  2 f =0» 

Ce  iij 
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reprefente  d’une  maniéré  generale  cette  éc^uation  du  troifiéme 
degré . 

Mais  quand  l’e'quation  a deux  racines  négatives , il  faut  fe 
fervir  des  trois  équations  linéaires  r-*-/  — g = o,  x f 
-*-g=  o,x — 2/=o;  & leur  produit  j:*  * — ^ffx — 2P 

—ggx  iggf 

— o\  reprefentera  d’une  maniéré  generale  l’équation  du  troi* 
fléme  degré. 

D’oit  il  fuit  que  ce  qu’on  découvre  par  ces  équations  indé» 
terminées  , convient  à toutes  les  équations  du  troilîéme  degré 
qu’elles  reprefentent . 

Quand  les  deux  racines  » poCtives  ou  négatives  , feront  éga- 
les , il  cft  évident  que^  fera  égal  à zéro,  ëc  qu’en  effaçant  les 
quantités  où  fe  trouve  , dans  les  deux  produits  , ils  reprefen- 
teront  l’équation  qui  aura  deux  racines  égales, 

La  formule  generale  x^  — pjv  ^ = o . reprefènte  auffi 
d’une  maniéré  generale  la  même  équation  du  troifiéme  degré» 
lorfque  deux  de  fés  racines  font  pofitives  , ôc  x^  — px  — f 
= O , lorfque  deux  defes  racines  font  négatives. 

Ce  que  l’on  découvre  par  les  équations  particulières  qui 
naiffènt  de  la  comparaifon  des  termes  correfpondans  des  pro- 
duits & de  la  formule  generale,  convient  donc  auffi  aux  équa- 
tions du  troifiéme  degré  , reprefentées  par  les  produits  & par 
la  formule  generale, 

COROLLAIK  E. 

89»  T jORSQU’EN  cfiercbanr  la  racine  qui  eft  égale  à lalbmmc 
des  deux  autres c’eft  à dire  ».  la  plus  grande  des  trois  racines» 
on  ne  trouve  aucun  quarré  parfait  qui  fbi:  tel  , que  retran- 
chant P de  ce  quarré , & divifant  par  le  refte  » il  vienne  un 
quotient  exaét  qui  foit  la  racine  du  quarré  qu’on  a pris  y la 
plus  grande  racine  eft  incommenfurable  , 

De  même  fi  en  cherchant  une  des  deux  moindres  racines  »,  , 

on  ne  trouve  aucun  quarré  parfait  moindre  que  p,.  qui  (bit  tel, 
que  ce  quarré  étant  retranché  de  p , & ? étant  divifé  par  le 
refte  , il  en  vienne  un  quotient  exaét  qui  foit  la  racine  du 
quarré  qu’on  a pris  j les  deux  moindres  racines  font  incom-  ' 
menfurables. 
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R E M A R q_u  E. 

9 O.  P A R le  Problème  precedent , on  trouve  toujours  les  racines 
d’une  équation  du  troifiéme  degré  , iQrfqu’il  y en  a deux  de. 
gales,  & lorfque  les  trois  font  réelles,  & qu’elles  font  commen. 
furables , ou  du  moins  une . 

Mais  quand  elles  font  toutes  trois  réelles  & inégales,  ce  qui 
arrive  * lorfque  furpaflc  , & qu’elles  font  toutes  in- *8,; 
commenfurablcs  : on  n’a  pasj’uiqu’à  prefent  trouvé  de  manie- 
re  de  les  exprimer  exaétement  par  Algèbre»  c’eftàdire,  on 
n’a  pas  pû  trouver  d’cxprefllon  Algébrique  réelle  qui  les  expri- 
mât d’une  maniéré  incommenfurable , avec  le  ligne  radical,  & 
c’eft  ce  cas  qu’on  appelle  lecasirréduéîible  du  troifiéme  degré: 

On  les  trouve  cependant  par  approximation , & on  les  trouve 
exaétemenc  par  la  Géométrie. 

PROBLEME  III. 

9 I . ROUVER  la  racine  rieÙe  commenjurahle  vu  incommenfu- 
raéle  d une  équation  du  troifiéme  degré , dont  le  fécond  terme 
ejl  évanoui  f & dont  deux  racines  font  imaginaires. 

METHODE. 

T lA  méthode  efl  fcmblable  à celle  du  Problème  précèdent  ; 
il  faut  feulement  remarquer  que  les  équations  du  troifiéme  de- 
gré ont  deux  racines  imaginaires  dans  ces  trois  cas } i°  , quand 
il  y a -4-  pjf  * ; 2*  , quand  il  y a — que  moin-*  8o. 

dre  que  3“ , quand  le  fécond  & le  troifiéme  terme  font  • g j. 

évanouis  * , comme  dans  x’  ^ ^ = o.  Dans  ce  dernier  cas  • 
la  racine  réelle  cüx  . Dans  le  premier  cas , l’équa- 

tion generale  eft  px  ^ ^ — o;  & dans  le  fécond , l’équa- 
tion generale  efl  aé  — px  ^ = o. 

• On  fuppofera  pour  le  premier  & fécond  cas , que  les  trois 
équations  linéaires , dont  la  propofée  eft  le  produit  , font 
xorfa^y/ — igg  =0,  x^f — « — »/=OÎ 
& en  les  multipliant  les  unes  par  les  autres  , on  aura  le  pro- 
duit x’  — •^ffx  — i/>  =0,  qui  reprefente  les  rapports  des 
j . A 3ggx  — 6ggf 

racines  de  la  formule  x>  — px  — f = o,  lorlqu’ily  a — px 
— q , en  fuppofant  / plus  grande  que  g ; mais  ce  produit 
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reprcfcntera  les  rapports  des  racines  de  la  formule  «4-  p:è 
— 7 = 0,  en  fuppofant/  moindre  que^. 

On  fuppofera  encore  .que  les  trois  équations  linéaires  font 

x-f-trl/—  3^^  = o,  x—f — y/ — 3^5  = O»  *■*-*/ 
= O ; & en  les  multipl  ant  les  unes  par  les  autres  , oo  aura 
le  produit  Af’  — îffx  -4-2/^  =0»  ^ui  reprefêote  les  rapports 
B 6^/ 

des  racines  des  équations,  dont  les  romnules  font  x'  — fx 
= O,  en  fuppofant/ plus  grande  que mais  il  reprefentera 
les  rapports  des  racines  des  équations  donc  la  furoiule  eH 
pAf  "4-  7 = O , en  fuppofant  f moindre  que^. 

On  a fuppofé  dans  les  équations  linéaires  que  la  grandeur 
imaginaire  cft  y/  — , quoique  cela  /bit  arbitraire  j mais 

cette  expredion  fervira  dans  le  calcul  qu'on  va  faire  , à trou« 
ver  plus  facilement  les  formules  des  réfolutions. 

On  comparera  enfuite  les  termes  corrcfpondans  des  produits 
des  formules  ; excepté  le  premier  ; & l’on  aura  les  équations 
particulières , qui  fuivent , lor/quc  la  racine  réelle  2/ eft  po/i- 
tive;  c’eft  àdire,  dans  l’équation  A:  i'®,  — 3&2  = ^PS 

d’oîi  l’on  déduit  ff  — j : — f ; 

d’eù  l’on  déduit  / -4-  1. 

Et  lorfque  la  racine  reelle  — 2/ eft  négative  ; ceft  à dire  , 
dans  l’équation  2/ , on  aura  les  deux  équations  : i'* , — 3/f 
«4-  ^ p;  d'où  l’on  déduit  ff — ; 2* , «h  2/ 

.4-  6^  = -4-  7 ; d’où  l’on  déduit/  ^ 3^/  = 1. 

Réfolntion  des  équations  du  troifiéme  degré , dont  deux  racines 
font  imaginaires,  lorfque  la  racine  réelle  eft  commtnfurable . 

2.*  Si  J’on  prend  le  quarré  pofitif  s^ff  de  la  racine  réelle,  Sc 
qu’on  lui  ajoute  p = — ^ff  -4-  ^gg,  la  fomme  lcra  ff  -4-  ^gg. 

Si  l’on  divife  ^ q = ip  ^ bggf,  par/ -4-  3^^  = 4/  p , 
Je  quotient  /cra  la  racine  réelle  if;  d’où  l’on  déduit  cette  ma- 
niéré de  trouver  la  racine  réelle  , quand  elle  eft  cornmenfu- 
rable. 

Il  faut  prendre  un  quarré  pofitif,  & ajouter  au  quarré 
parfait  qu’on  a pris } c’eft  à dire  , quand  il  y a — p , il  faut 
ajouter  — p négatif  au  quarré  ; & quand  il  y a ^ p , il  faut 
ajouter  -4-  p pofitif  au  quarré.  Il  faut  divifer  -4-  7 par  la  /bm- 
me  qu’on  vient  de  trouver  ; & fi  la  divifiou  fe  fait  exacte- 
ment, 
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rnent , & que  le  quotient  fcxc  la  racine  du  quatre  qu’on  a pris; 
c’eft  la  racine  réelle.  Si  l’on  ne  peut  pas  trouver  un  tel  quarté , 
la  racine  réelle  eft  incommenfurable.  Vdci  la  maniéré  de  h 
trouver. 

Si  l'on  éleve  l’équation  ff — ^ = ^^àla  j*  puiflànce  ; 
l’on  aura  /*  — 3^ — l’on  éleve 

aulfi  l’équation  f sggf  = | au  quarré  , l’on  aura  /* 
•t-  eggf'  pg^ff  = ^ . Si  l’on  ôte  à prefcirt  la  preniicre 
de  ces  deux  équations  de  la  fécondé  , l’on  aura  *4-  pggf^ 
^ 6g*ff^^g*  Tu-ant-la  racine  quarrée  de  cha- 
que membre,  on  aura  35^*^  S’.=  l'oo  ajoute , 

cette  équation  à l’équation  p -»■  ^gf=  I»  l’on  aura  /•  ^ 35/jf 
^ ^ racine  cubique  de 

chaque  membre  , on  aura . 


Divifant  l’équation  ff  — gg  — par  la  précédente  , Te 
premier  membre  par  le  premier  membre,  le  fécond  par  le 
fccond , l’on  aura  pour  quotient 


, t ••  J 

Enfin  ajoutant  les  deux  équations  gu  00  vienc  de  trou- 


Tcr , on  aura  la  racine  réelle 
^iP 


Quand  il  y a ' — px  dans  l’équation  generale  f^  — px^q 
— O,  la  grandeur  aura  le  ligne  & la  grandeur  aura 
Je  ligne  ^ — . 

Ainli  quand  l’équation  generale  eft  — par  ^ = o , 

la  fiirmule  generale  qui  marque  la  racine  réelle  eft 

iP 


Quand  l’équation  generale  eft  ar»  -+-  px  ^ ÿ = o , la  for- 
mule generale  qui  marque  la  racine  réelle  eft. 


2/  = 


Jp 


■ 

Dd 
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La  grandeur  3^^  qu’on  a prife  pour  reprefenter  la  grandeur 
imaginaire , fera  égale  k car  — 3gg  ='^pi 

ajoutant  chaque  membre,  on  aura  iff—sff-*-  3gg 

= iffü^'p  = 3ggi  ainfi  ^ =/  — 

On  déduit  de  là  cette  réfolution. 


Rêfolutio»  des  équations  du  troifiéme  degrés  dont  deux  racines  font 
imaginaires , krfque  la  racine  réelle  efl  incommenfurahîe . 

0 3 . AND  l’équation  generale  eft  x»  — pr  rt  ^ = o,  il  faut 
ôter  de  \qq\  & après  avoir  tiré  la  racine  quarrée  du  refte , 
. l’ajoqter  à > & *irct  la  racine  cubique  de  la  fomme , & ce 
fera  la  première  partie  de  la  racine  réelle. 

Il  faut  divifer  p par  le  triple  de  la  première  partie  de  la 
racine  , & ajouter  le  quotient  à la  première  partie , & la 

/omme  liera  la  racine  réelle  2/==  — -frif 

P 


^and  réquation  cü  ed px  '^q  — o , oa  trouvera  de 
même  les  deux  parties  de  la  racine  réelle , excepté  qu’oti 
ajoutera  à '\qq  ; mais  on  retranchera  la  fécondé  par- 

tie  de  la  première , & l’on  aura  a/=  ■+•  y/^qq 

P . ■ 


Application  du  Problème  â de t exemples. 

Exemple  I. 

Po  U R trouver  la  racine  réelle  dex^  — jAr-»-é  = o,  dont 
deux  racines  font  imaginaires , parccque  eft  moin- 

dre que  \qq==s  \ 0*?  prendra  le  quarré  poCtif  ■+•  4 , & on  lui 
ajoutera  — i , & la  fomme  lcra 3: 00  divifera  y = par  3, 
& le  quotient  2 étant  la  racine  du  quarré  4 qu’oû  a pris , c’eft 
aufll  la  racine  réelle  de  la  propolee , qui  eft  négative , parce- 
qu’il  y a une  racine  négative  dans  la  propolee , puifqu’il  y a 

au  dernier  terme . 

La  grandeur  imaginîûre  fera  ^ = 

Exemple  II. 

pou  R trouver  la  racine  réelle  (de  12  — o,  dont 
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' les  deux  autres râcînes  font  imaginaires,  Ie*troifiéme  terme 
2AT  = -♦-  ayant  le  ligne  on  prendra  le  quarré  parfait 
4,  auquel  on  ajouterâ  ^ = -4-  2 ; & l’on  divifera  par  la 
fomme  ■4-  6 le  dernier  terme  ÿ = 1 2 , 2Sc  le  quotient  a étant 
la  racine  du  quarré  4 qu'on  a pris,  c’efo  au(C  la  racine  réelle 

de  la  propoféc , qui  eft  x = 2, . 

La  grandeur  imaginaire  eft  ^ — 3 — ^ — 5- 


Exemple  III.' 

pou  R trouver  la  racine  réelle  de  x*  — tfjf — 1^=  o, 
qui  a deux  racines  imaginairçs  , pareeque  = 6^  fur- 
paffe  = 8;  il  faiit  àcr  = 8 de  = 64,  & la 

racine  quarrée  du  refte  55  eft  56.  il  faut' ajouter  cette 

racine  à ^4  = 8 , & tirer  la  racine  cubique  de  la  fomme  , 
qui  eft  & elle  fera  la  première  partie  de  la  racine 

qu’on  cherche . Il  faut  divilcr  p = d par  le  triple  de  la  pre- 
mière partie  3/8^^ s6  , & le  quotient  i;.  fera  la 

iêconde  partie  de  la  racine  réelle . 


Ainfi  la  racine  réelle  eft  x = d^8-4-»^s6 


La  démonftration  de  ce  Problème  eft  la  même  que  du 
précèdent  ] puifque  la  méthode  eft  la  même , 

■ Corollaire. 

V^u  A N D la  racine  réelle  eft  découverte , fi  l'on  veut  avoir 
les  deux  autres  qui  font  imaginaires,  il  n'y  a qu'à  divifor  la  pro- 
pofée  par  x -t-  ou  — la  racine  réelle  qu’on  a trouvée , met- 
tant quand  elle  eft  négative  , &• — quand  elle  eft  pofi- 
tive:  Le  quotient,  qui  fesa  exaâ,  fera  une  équation  du  fé- 
cond degré  qui  contiendra  les  deux  autres  racine's  qui  font  ima- 
ginaires . 


Sf coude  metbede  generale  de  re foudre  lesdquathnt  dutroif/me 
df^r^  dont  le  jecond  terme  ejl  évanoui . 

TES  les  équations  do  troifiéme degré,  dont  Icftoond 
terme  eft  évanoui , peuvent  fe  reprefenter  par  ces  deux  for- 
mules generales  x^  — px^f=o,x'*4-pxrîlf  = oj  la 
fecotxie  contient  toujours  deux  racines  imaginaires  , * &*8o. 

Dd  ij  • 
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une  racÎBÇ  récllé , qiu  eft  pofitive , quand  H y a — ^ & ne-  ’ 
gativc  quand  il  y a •4-  f . La  première  contient  trois  racines 
*^^Téelles^  quand  -~p'  furpaCfc  dont  deux  font  pofitives, 

& la  troifiéme  , qui  éft  égale  à leur  fomrae , cft  négative  , 
quand  il  y a ^ ; mais  les  deux  moindres  font  négatives , & 
la  plus  grande  pofitive , quand  il  y a — Sc  elle  contient 
deux  racines  imaginaires  & uçe  réelle  quand  cft  moin- 
•Sj.dre  que  * 

On  fuppo/cra  qu’une  des  racines  eft  égale  ^ f g pour  la 
première  formule,  6c  k f — g pour  la  fécondé;  & l’équatioa 
linéaire  — f — g = o,  reprcfêntera'.unc  des  trots  équa- 
tions linéaires , dont  toute  équ^ion  du  degré  , que  la  pre- 
mière formule  rcprfcfente,  eft  le  produit. 

L’équation  linéaire  Af:-r/-4-_g'=o,  fervira  pour  la  fé- 
condé formule^ 

On  divifera  la  première  équation  generale  — px  f 
r=o,  par  X — f — g = o;  &la fécondé  x^  px  ^ ^ =o> 
par  X — / •4-g  = o;  & on  continuera  la  diviûon  jufqu’à 
ce  qu’on  aie  un  refte  dans  lequel  x ne  foit  plus,  comme  oa 
le  voit  ici . 

AvEUTBSEMiNT. 

I fifnijit  qut  l» 
graadtMr  eu  cent 
marque  ft  trouve  , 
eft  tranchée  far  une 


Pour  h fécondé  formule. 


Z u'  rhm  Z fx 

— ^ 

fx  >-  f g 

é¥z  fxxrém  r ffx 

irtf  1 

xxr^fx  -4-  P 

•—  i gxx—  Z ifgx 

\ r—gx  r^ff 

X ggx 

— »/g 

- iffi 
sfgg 

•¥>gg 

H eft  évident  que  chaque  quotient  fera  exaél , & que  lè 
divifeur  x — f — g = o,  oux  — f •^g  = ° , fera  la  di- 

vilion  fans  refte,  en  fuppoûnt  chaque  refte  égal  à zero^ 

' Le  premier  peut  ainû  s’exprimer  P g^  3)^  x f -4-g 
P*  /-*-jg^î==o;  &le fécond, 

^ P X — / -Hg  ^ ^ = O. 

Pour  déterminer  chacune  des  deux  indéterminées/  & 


Pour  îi  première  formure-. 

, *>^-*f*  fx  — /•  — f 


— 7 — f — f 

Z fxxrh»  I flx  — ff  V **;>+•/*  — ; 
rt-  * gxxt*’  Z ïfgx  •—te  ^ ,amrx,aifF 
. H-  * rr*  •+'  /' 

’^iffg 
•+-  èfiS 
H-s' 


t¥gxr*r»jf 
H-  i/ç 
H-re 
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on  fera  deux  équations  particulières  de  chaque  relie  , de 
cette  maniéré  . Pour  le  premier  refte;  i",  P ^ q ■==.  o\ 

**  > — P i — O ; & pour  le  fécond 

relie,  i%  f ^ = oj  2\  -v  3^x_/^_y> 

* — f •*"g  = O . Chacune  des  fécondés  équations  donnera 
3fg  = P y ^ t =■  if  > &■  fi  = ]^,i  fubllituant  la  valeur  dcp 
dans  chacune  des  premières  équations  , on  aura  pour  le  pre- 
mier relie  ^ ^ = o , qui  fe  réduit  à ^ qg*  -4- 

= O,  qui  eft  une  équation  du  fécond  degré  , dont  les  deux 
racines  font  g^  = ^ -i  q -h  ôcg^  = -^\q 

' — '/ ï i l’on  déduit  pour  abréger, 

Subflituant  de  rceme  la  valeur  de  fi  dans  la  première 
équation  du  fécond  relie , on  aura  :t.q  = o,  qui 

fe  réduit  à — g*  ^ = o ; & par  tranfpolition , 

<î^  — ir P — équation  du  fécond 


degré , dont  les  racines  font  g»  = -<-  i q •+-/^  "îT 
& g’  ■=.^\q  — i f f •**  TT  i l’on  déduit  pour 

abréger  , • 

Il  faut  à prefént  fubllitucr  la  valeur  de  ^ \ qui  convient  au 
premier  relie  , dans  la  première  équation  fi  = o i 

& l’on  auTzfi  jÜT  f — PrP'  = °>  ‘l’ob  l’on  déduit 

/=y  ^ î:  f ^ v'i  fî -T -ïV /*• 

’ U faut  de  même  fubllituer  la  valeur  de  g’,  qui  convient 
au  fécond  relie  , dans  la  première  équation  du  fécond  relie 


P —S’  f = O 5 & l’on  aura/»  P*. 

= 0 } d’où  l’on  déduit  f=  Y f Y 

Les  deux  indéterminées  fi  ^ g étant  connues , la  racine 
qu’on  cherche  efl  connue , qui  pli  pour  la  première  équation 

M^—px±.q=zOyX=fi-ifg^Y'^ï1'^y/kii-^TTp 
• Pour  k féconde  équatioo  ^pte  ^ = o , la  racine  a?  =3 

'^fi^-=Y^\‘i^Ykq<i^  ttP—Y 

Quand  une  des  racines  efl  découverte , les  deux  quotiens 

DdiiJ  - 
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qu’on  a trouvés  en  faisant  les  divisons  de  la  première  & de  la 
fécondé  fotmule , fêronc  chacun  une  équation  du  fécond  de* 
gré,  laquelle  apres  y avoir  fubliitué  les  valeurs  de/ & de^^ 
contiendra  les  deux  autres  racines , dont  on  trouvera  les  for- 
mules  en  refolvant  ces  deux  équations  du  fccond  degré  , fans 
en  ôter  les  indéterminées  f Sc  g. 

On  rrouveroit  les  formules  de  Vart.ç^,  delà  valeurde  Ar,qui 
eft  ici  =f^  g,  fïoa  fubftituoit  la  valeur  degJ  = qui 
fe  tire  de  , changée  eng  = , dans/  ^ g’ ^ f =o, 

& enfuice  la  valeur  de/,  qu’on  en  deduiroit,  dans^=-j^  • 

Démonstration, 

L A méthode  fait  trouver  des  valeurs  de /«5c  de  g , qui  font 
telles , qu’aprés  les  avear  fubftituées  dans  l’équation  linéaire 
— f — ^ = o,ouA? — /-+-g  = a,  cette  équation  linéaire 
ainfi  changée  eft  un  divifeur  e-xaft  de  la  propolée,  puifquc  le 
refte  de  la  divifioa  eft  aero;  elle  ùk  donc  trouver  une  racine 
3 J.  de  la  propofée.  * 


Application  du  Proilême  d des  exemptes. 
Exemfle  L 

P ou  R trouver- par  cette  méthode  une  racine  de  l’équa- 
tion — jx  6 = O y .reprelêntéc  par  la  formule  — p;e 
O,  dont  les  trois  racines  font  réelles , puifque  ~ p* 

- = W lurpaflejff  = 9}  onfe  fervira  de  la  formule  x = f 

dans  laquelle  mettant  les  valeurs  de  p,  f , la  racine  fora 
x=^  — 3 —y—  -ÎT  ■+•  / — 3 parceqqe ^ 


. * O O 


On  verra  dans  les  remarques  la  maniéré  de  débaraflèr  la  ra- 
cine réelle  qu’on  vient  de  trouver,  des  expreftions  imaginaires 
& incommenfurables,  lorsqu’elle  eft  commenfurable.  ■ 

Comme  la  formulex=/-<-g=^'^f  — ŸrP* 

V ^ ii — -~p^  efk  ^uble , & .qu’eUefe  réduit  à 
ces  deux  formules:  i”,  a:=:/«F‘g=^  ^ ^ q ♦ îî  ^ f* 


Digitized  by  Googit 


Livre  V. 


Seconde,  = y/i 

T?  — '/iŸÎ— irP'î  eft  libre  de  prendre  la- 
quelle on  voudra  , en  remarquant  que  s’il  y avoir  dans  la  pro- 
pofée  — ÿ , il  faudrait  mettre  dans  chacune  au  lieu 

de— ff. 


Exemple  II. 

P ou  R trouver  par  cette  méthode  la  racine  réelle  de 
l’équation  6 = o,  dont  deux  racines  font  imagi- 

raires,  puifque p»  = eft  moindre  que  = 

fuppofera  que  cette  équation  eft  reprefentée  par  px 

= ainfi  la  formule  de  la  racine  eft  x — 

on  fubftituera  les  valeurs  de  p,  q,  dans  cette  formule , & on 
trouvera  la  racine  x=^ — j — 3 ■♦•v' 


Exemple  III. 

Pour  trouver  la  racine  réelle  de  l’équation  12 

= O , donc  deux  font  imaginaires  , puifqu’il  y n •¥•  px  on 
fuppofera  que  cette  cquatioa  eft  reprefentée  par  x^  -h  px 
— g = o \ ainfi  la  formule  de  la  racine  eft  x—f g 

= i P» — if -t- 

on  fubftituera  les  valeurs  ^e  p,  y,  dans  cette  formule , »Sc  on 

■ trouvera  la  racine  x = 4/  ~ ^ 6 


R E M A R <^u  E S. 


I. 

Il  faut  bien  remarquer,  for  les  lignes  des  formules  de  la 
racine , 1%  que  chaque  équation  generale 
jc^  ’^px±.g  = Of  marquant  deux  formules  , la  pr^icre 
où  il  y a ^ , la  féconde  où  il  y a — g,  le  premier  des  deux 
figncs  qui  précède  ^ f dans  la  formule  de  la  racine  , a rapport 
au  pemier  ligne  ■+■  jr  de  chacune  des  deux  équations  genera- 
les} & le  fécond  a rapport  au  fécond  ügoe  — q de  chacune 
des  équations  generales . 

Ainlî  quand  U y a | y dans  la  formule  de  la  racine 
cela  veut  dire  que  quand  il  y a -4-  ^ dans  l’équation , il  doit 
y avoir  — i ^ dans  la  formule  de  la  racine  ; & quand  il  y a 
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— q dans  l’équation , il  doit  y avoir  h-  f ÿ dans  la  racine  j & 
ainfl  des  autres. 

Il  faut  bien  remarquer  , 2®,  qu’il  y a deux  Cgnes  qui  précè- 
dent dans  la  formule  de  la  racine , la  grandeur  >/ \qq  — 

. Ccla  vient  de  ce  qu'il  a fallu  refoudre 
une  équation  du  fécond  degré , pour  avoir  les  valeurs  de  & 
de^’ , & par  confêquent  de/ & deg  : ainfi  la  rélolution  don- 
ne deux  valeurs  de/,  & deux  valeurs  de  g . On  les  a jointes 
enfemble  pour  abréger,  & c’eft  ce  qui  efl  caufe  que  les 
deuxjfignes  precedent  la  grandeur  V ^qq — ttP\ 

•</  \qq*^rq  \ le  premier  de  ces  deux  Cgnes  marque  la  pre- 
mière valeur  de  /ou  de  g , & le  fécond  marque  la  deuxiémç 
valeur. 

Dans  l’ufage  il  faut  obferver,  C l’on  fe  fert  du  premier  li- 
gne dans  la  valeur  de  f,  de  fe  fcrviraulfi  du  premier  Cgne  dans 
celle  de  g ; <5c  fi  l’on  fe  frrt  du  fécond  figne  dans  la  valeur  de  fg 
de  fe  fervir  du  fécond  figne  dans  la  valeur  de  g;  pareeque  ce 
font  ces  valeurs  qui  ont  rapport  l’une  à l’autre . 

II. 

Quand  les  trois  racines  font  réelles;  c’eft  à dire,  quand  il  jr 
a — P dans  l’équation  , & que  ~ f furpafle  ^qq^  W eft  évi- 
dent que  l’expreflioD  de  la  racine  réelle  contient  uneimaginaî- 
TC  dans  chaque  partie  de  la  formule  de  la  racine  ; Ainfi  quand 
les  trois  racines  font  réelles , l’expreflion  de  la  racme  qu’on 
cherche  contient  des  grandeurs  imaginaires. 

Cela  fait  voir  que  cette  méthode  n’eft  d’ufâge  que  pour  les 
équations  oii  il  y a deux  racines  imaginaires  ; car  dans  ce  cas 
rexprcffion  de  la  racine  réelle  contient  des  grandeurs  qui  font 
toutes  réelles , & aucunes  imaginaires. 

Il  y a encore  cet  inconvennient , que  quand  la  racine  qu’on 
cherche  eft  commenfilrable,  on  ne  la  trouve  que  fous  une 
expreffion  incommenfurable  , ainfi  dans  ce  cas  , il  eft  bien 
plus  court  de  fe  fcrvir  des  méthodes  du  fécond  & troifiéme 
-Problème. 

Cependant  quand  la  racine  qu’on  cherche  eft  cômmen- 
furable  , quoiqu’elle  foit  exprimée  fous  une  forme  incoin- 
menfurable , & qui  contient  même  des  imaginaires  quand 
les  trois  racines  font  réelles , on  peut  réduire  fôn  expreffion 
. . inoommenfurabk 
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încommenfijrable  à une  grandeur  commenfurable , par  h mé- 
thode fuivante,  & trouver  la  racine  commenfurable. 

Metbode  pour  changer  Vexpreffion  incommenfurabk  de  la  racme 
réelle  qu'on  a trouvée  par  la  méthode  precedente  ^ en  une  autre 
fxprejfion  commenfurable,  larfque  la  racine  qu'on  a trouvée  efi 
commenfurable . 

’ C)  N a trouvé  dans  le  premier  exemple  qu’une  racine 
réelle  de  at’  — jx  6 =0  , étoit  x = y — 3 — y'  — 

•*“  y — 3 •♦•y — -4V’:  Pou*"  changer  cette  expreffion  incom- 
menfurable,  & qui  contient' des  grandeurs  imaginaires,  en 
une  autre  toute  commenfurable , on  fuppofera  — b — v' # 

On  élevera  chaque  membre  à la  troinémév^uiilance  > & 
pour  ôter  toute  confuiîon,  on  &ra,roperatioo.pourJa  ièule 

première  partie'—  b — — i = y — % — y . — . EIc- 

.vant  chaque  membre  à la  troiiîéme  puidance , on  aura  — hf 

r—  ^bb  ^bl^  lu'  — i — — 3 — y — 

On  fuppo/êra  les  grandeurs  commenfurables  — b>-^ib$ 
égales  à la  grandeur  commenfurable — 3,  & les  grandeurs 
incommenfurables  — ^bb  — / •+■  i — i égales  à la  gran- 
deur incommenfurable  — y — '—s  & l’on  aura  les  deux 
équations  fuivantes  ; r*,  — é’  3^/ = — 3 ; x%  — ‘^bb  — i 

= — y — 

On  élevera  chacune  au  quarré , & l’on  aura  — ôb'^i 
•+-  géé/V  = -♦-  ^,  — gb*i  ôbbii  — P — — ^ . 

On  ôtera  la  fécondé  équation  de  la  première , & l’on  aura 
b*  ^ 3i+/-t-  ^bbii^P=:9^iff  = W- 

On  tirera  la  racine  cubique  de  chaque  membre,  & l’on  aura 
hb’^i  = ^,  d’oîl  l’on  déduit  i = 7 — bb. 

On  mettra  cette  valeur  de  i dans  la  première  équation 
— h*  lbi  = — 3 , & l’on  aura  — qb  — 3^’  = — 3, 

qui  fc  réduit  à 4^’  — yb-,—  ^ ==oj  d’oh  l’on  déduit  b^ — ■ | b 

— ^ = 0. 

Pour  ôter  les  fraélions,  on  fuppofera  /&  = 7 , & l’on  aura 
la  transformée/  — 287  — 48  = o. 


£e 
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ôn  rcfoudra  cette  équation  pr  ie  fécond  Problème'  j 
c’eft  à dirci  on  prendra  le  quawé  36  plus  grand  que  18  , &' 
apres  en  avoir  ôté  28,  on  divifera  le  dernier  terme  48  pr 
le  refte  8 , & le  quotient  6 étant  la  racine  du  quarré  qu bn 
a pris  , cft  aufli  la  racine  de  l’équation  f — i8j>  — 48  = o; 

ainfi>  = 6..  1 t ‘t 

Subftituant  cette  valeur  dans  i&  = ^ , 1 on  aura  ? — t, 

d’oîi  l’on  déduira  _ 

On  fubftituera  cette  valeur  dans  » = " — & lon  aura  ? 

ï = t — 4 — Tr-  ^ ^ 

Par  confequent  — h — u'  — i = — — tt  — 

y 3 — ^ qui  eft  la  premiete  prtie  de  la  racine  de 

la  popféc. 

On  trouvera  pr  une  Semblable  opraûon  que  — » h* 

✓ — 3-t'v' — '-Wi  cft  égale  à — 

c’eft  la  fecondc  pârtie  de  la  racine  de  la  propfée.  ^ 

On  ajoutera  ces  deux  parties,  & Ton  aura  la  racine 
qu’on  avoir  trouvée  fous  la  forme  bcommcnfurable  x=: 

^ — l — — 3-^V^  — W=  — T = — 3. 

Ce  qui  étoH  propo[^ . 

' On  trouvera  de  mêina  dans  le  fécond  exemple*’  — x* 

■4-  6 = O , que  la  racine  réelle  qu’on  a découverte  , * = 

^ — 3— 3 , eft  égale  à — x — f 

— 1*+->^7=— 2- 

Pour  le  trouver  pr  une  opration  lêmblableàla  prece- 
dente , on  fupplêra  que  — b — y'  g eft  égale  à la  première 

prViè  de  la  racine  ^ — 3 — ^ eft  égale 

à la  fécondé  partie  y — 3 7Wi  ^ ^n  faifant  l’opration 
comme  ci-deftus,  on  trouvera  les  deux  parties  de  larac'tnc 
qu’on  vient  de  marquer  , qui  étant  ajoutées  enfemble,  font  la 
racine  * = • — 2. 

On  trouvera  de  même  dans  le  troifiéme  exemple  2* 

12  = 0,  que  la  racine  réelle  qu’on  a découverte,  x= 

^ » eft  égalé  à -4-  i h-  f x 

— 1/ i=-4- 2 . On  le  trouvera , dis-je , en  fnppfant' 

&fai. 

lânt  l’opration  comme  ci-deffus . 
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‘ On  peut  s affurer  que  la  méthode  qu’on  vient  de  donner 
réufTira  toujours , quand  la  radnc  réelle  de  la  propolee  eft 
commenAirable , en  appliquant  la  méthode  à la  formule 
generale  de  la  racine , qui  eft , par  exemple» 

car  en  fuppoiânt  pour  la  première  partie  de  la  racine  — h 
— /=y — TŸ — on  aura  — h' — ^hh 
^ i y'  — i = — X ^ où  l’on 

déduira  , i“,  — ■^hi  = — \ Sx.  — 6h^i  çhhii 
ziziqq;  dbii  l’on  déduira , a“,  — ihhy'  — y'  — i — 

— v'iî? — -TtP'  > Sx  — 9f>*i  6hhU  — ir  = i f ^ — iV  P*  î 
ôtant  la  féconde  de  la  première,  on  aura  b*  ih*i ^hèU 
= -4-  ^ pj  ; donc  hh’^i  = ^ P y Sx  i = \ P — bhi 
fubftituant  cette  valeur  de  i dans  la  première  — A'  -4-  ihi  = 

1_  i ^ , on  aura  — feJ  -t-pA  — 3A' ==  — ^ ^ , qui  fe  réduit  à 
A*  — ^A  — t4=0'. 

Suppofant  à prelênt  h = \ , l’équation  A*  — ^ A — \q 
=0,  fera  transformée  en / — — 8^  = 0.  ^ 

' Mais  C la  propolee  — px-4-^z=o,  ou  — px  — q ^ 
î=  O , ( cette  derniere  n’étant  que  la  première  , * dont  la  plus 
grande  racine  pofitive  eft  la  racine  négative  de  la  pretnicre , 

& Its  deux  autres  négatives  font  les  pofitives  de  la  première:) 

Si,  dis-je,  l’équation  — fx  — q-=zo,  a là  plus  grande 
racine  commenfurable , la  plus  grande  racine  de  y*  — ^y 
, — 8^  = o,  doit  auHi  être  commenfurable;  car  il  eft  évident 
que^»  — 4py  — 8f  = o,  eft  la  transformée  de  **  — px — q 
= o , & que  les  racines  de  la  première  font  les  racines  de  la 
féconde  multipliées  par  2;  ainfi  2x=y,  ou  x — ^t  On 
trouvera  donc  la  racine  commenfurable  de  p*  — 4pp  — 8f 
= O , par  le  fécond  Problème  j Sx  par  conféquent  on  aura 
A=i  = i,&/=ip— AA. 

En  fuppofant  pour  la  fécondé  partie  de  la  racine, 

i ? — rrP , que  — A -H  k'  ~ 

^ — Lq^y/Lqq — rrP^\  Sx  Éiilânt  la  même  operation 
qu’on  a faite  pour  la  première  partie  , on  trouvera  l’équation . 

Aj  — tA  — |^  = o;  & fuppofant  A=  ^ , on  aura  la  môme 

£e  ij 
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transformée^’  — — 8^  = o,  dont  la  racine  fera  corn- 

menfurable  , fi  a?  cü  commenfurable  dans  — px  — 9 = Oi 

puifquc  y=.2x'.  Ainfi  on  trouvera  par  le  fécond  Problème  la 
valeur  commenfurable  de  y. 

On  aura  donc  encore  = i = 7,  &<  = ÿ^  — bb. 

Les  deux  parties  — b — — /,  — b^y' — »,  qu on 

trouve  par  les  operatrons  precedentes,  font  donc  — 26  = 

^ = — •*■>  car  les  deux  valeurs  qu'on  trouve  de  — .. 

y' — »,  — »,  fe  détruilènt  par  des  fignes  oppofés . 

On  peut  appliquer  le  même  raifonnement  aux  autres  for* 
mules  generales  de  la  racine. 

D’où  l'on  voit  que,  dans  le  cas  où  les  trois  racines  de 
l’équation  font  réelles  & incommenfurables , on  ne  fçauroic 
dégager  la  racine  réelle  des  exprdlions  incommenfurables  Sü 
imaginaires. 

Trotfiéme  metbode  generale  pour  réfoudre  par  traniformatk» 
les  équations  du  troijs/me  degr/ , dont  k fécond 
terme  ejî  évanouie 

• 

O N fuppofèra  que  toutes  les  équations  du  troifiérae  degré 
font  reprefentées  par  ces  deux  formules  — px  ^q=.  o , 


On  fubftituera  dans  la  première,  à la  place  de  x,ar’,  lès 
valeurs  de  «•  & & l’on  aura  la  transformée  de  la  première 

/ sfy""  sffyy  •^f=o. 

— ry  . — 

On  fubftituera  de  même  les  valeurs  die  x & dans  Ta 
féconde  x'  px  :^qz=z  a,  & l’on  aura  la  transformée  de 
la  féconde y*—^fy^-^ ^ ^ffyy—jf = 0 . 

—pfyy 

On  fûppofera  dans  chacune,  pour  déterminer  lindéter* 
minée/,  que  le  fécond  terme  eft  égal  à zéro;  & l’on  aura 
pour  l’une  & l’autre  3/=^,  ou/  = |,  d’oà 

U s’enfui vra  que  le  quatrième  terme  ^ffjy  — pf)y^^°* 
puifqucp=3/. 

Subfütuant  la  valeur  de  / d^s  chaque  tramfoimée , la 


la  première  xz=  y 


■=  V ^ 


x^  px  = O , 

On  fuppofèra  pour  transformer  „ ^ j . 

= > & pour  transformer  la  fécondé  x =y  — ^ = ~ ~d-\ 

jf  fera  l’inconnue  de  la  transformée,  & f une  indéterminée. 
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première  fera  y*  ^ = o , & la  feconde  fera 

qy^  ~~  ~ttP^  — ®* . I . 

On  refondra  ces  deux  transformées , qui  ne  font  que  du 
fécond  degré;  & après  avoir  trouvé  les  valeurs  de^  par  leur 
moyen , on  fubftituera  ces  valeurs  dans  les  équations  fuppo- 
fees  X = y — félon  qu’elles  leur  convien- 

nent } & après  la  fubdicution  on  aura  la  valeur  de  x* , ou  la 
formule  generale  d’une  racine, de  la  propofée.  . 

Cette  méthode  eft  démontrée  par  la  dcmonflration  des 
transformations , * mais  elle  a les  inconveniens  de  la  préce-^jtf, 
dente , qui  font  de  donner  dans  le  cas  où  les  racines  font  toutes?' 
réelles  & incommenfurables  , la  valeur  de  la  racine  qu’on^*”^’"'*^*'”’' 
cherche  , avec  des  expreffions  imaginaires  , & avec  des  ex- 
predlons  incommenfurables , lorfqu’clle  efl  commenfurable . 

Avertissement. 

98.  Si  l’on  vouloir  une  formule  generale  qui  exprimât  la  racine 
d’une  équation  qiii  auroit  tous  fes  termes,  comme  x’  nxx 
rt  px  dt  y = O , on  pourrait  la  trouver  de  cette  maniéré. 

On  feroit  évanouir  le  fécond  terme  de  l’équation  generale 
qui  précédé  , en  fuppofant  x =.  y'^  -ÿ» . L’on  chercheroic 
par  la  féconde  méthode  generale  la  formule  qui  exprime  la 
racine  de  la  transformée:  & après  l’avoir  trouvée  , ileft  évi- 
dent qu’en  mettant  audevant  de  cette  formule  de  la  racine  de 
la  qrarsformée  , la  grandeur  ^ j» , on  auroit  la  formule  de 
la  racine  de  la  propofé,:  égale  à x. 

Mais  cette  formule  auroit  les  mêmes  inconveniens  que  cel- 
le de  la  féconde  méthode  , à l’égard  des  équations  dont  les 
racines  font  commenforables , & de  celles  dont  toutes  les  ra- 
cines font  réelles  & incommenfurables  ; & elle  ne  ferviroic 
que  pour  les  équations  qui  auroicnc  deux  racines  imaginaires , 

& une  réelle. 


Ee  iij 


Digitized  by  Google 


zz* 


Analyse  démontré' e. 


SECTION  III. 

De  la  rêfolutian  det  dquatiom  du  quatrième  degré  ^ 

PROBLEME  IV. 

99- Distinguer  parmi  les  équathnf  du  quatrième  degrè^ 
celiez  qui  ont  des  racines  égales  ^ & trouver  ces  racistes  égale t. 

Avertissement. 

. AND  une  équation  du  quatrième  degré  a des  racines 
égales,  elle  peut  les  avoir  toutes  quatre,  ou  feulement  trois, 
ou  enfn  leulemenc  deux;  Ôc  quarûd  elle  n'en  a que  deuxcga* 
les,  les  deux  autres  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires. 

Premier  cas  quand  les  quatre  racines  font  égales. 

1®.  On  fera  évanouir  le  fécond  terme  de  l’équation  fi  elle  , 
en  a un  , & en  fuppofera  que  l’équation  cfl  reprefêntée  par 
l’équation  generale  x*  -4-  pxx  ^ qx  r ^ o 

a°.  On  fuppofera  que  chaque  racine  égale  eft  teprefentee 
par  l’indéteiminée  f ; ainfi  les  équations  linéaires  feront 

X f = Oy  X f = O,  X ^ f = O y X ^ f = O , & 

leur  produit  fera  = o>  Ton  voit  que 

quand  il  y a quatre  racines  égales , & qull  n’y  a pas  de  fe- 
cond  terme  , deux  doivent  ê:ré  pofitives  & deux  négatives  ; 
que  le  troifiéme  terme  a le  figne  — ; qu’il  n’y  a pas  de  qua- 
trième terme;  & que  le  cinquième  terme  a toujours  ainfi. 
l’équation  efl  x*  — pxx  -4-  r = o. 

3°.  On  comparera  les  termes  du  produit  avec  les  termes 
correfpcncans  de  l’équation } & l’on  aura  iff  = Pt  f*  = fi 
d’où  l'on  déduit  ff  =z  L ^ i par  confequent 

= r. 

' Ainfi  l’on  connoîtra  que  les  quatre  racines 'font  égales  i 
quand  = r ; & de  plus  l’équation  ne  fera  que  du  fécond 
degré  : chaque  racine  fera  x = f — , ou  x = / = 

Second  cas  quand  trois  racines  font  égales . 

On  fuppofera  de  même  le  fécond  terme  évanoui , &que 
chaque  racine  égale  efl  reprefentée  par  / ; & fi  les  trois 
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font  pofitivcs,  leur  produit  fera  x»  — j/xa:  -h  ^ffx  — f^==o; 
fl  elles  font  négatives  , leur  produit  fera  jfxx  -4-  ^ffx 
^p  — O.  II  faudra  multiplier  le  premier  piar  a?  j/'  = o , 
& Je  fécond  par  * — = o ; & l'on  aura  le  produit 

— 6^A:jf  •+•  SPx  — ^p=o,  quand  les  trois  racines  égales 

font  pofitivcs  J & — ^pxx  — Sfx  — 3/^  = 0,  quand 

elles  font  négatives  ; & l’équation  generale  pour  l’un  & l'au- 
tre cas , fera  x*  — pxx^  ^ — r = o. 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  ceux  de 
réquation  generale  qui  leur  répondent,  & l’on  aura  les  trois  é- 
quations  fuivantes:  1",  6ff=p  ; 2*,  8/>  = 3*,  ip  = r. 

L’on  déduira  de  la  i'*,  ^ | de  la  fécondé, 

Z'  ==  ^ ; de  la  troiCéme,  p = j. 

Ainli  quand  trois  racines  font  égales , = j,  ou  /V  = ri 

& la  racine  égale  fera  x = f=t^^,  oux=f=^^. 

'^rotftémc  Caf  ^uaxâ deux  rmc'mes- font  égalei . 

fuppofera  toujours  le  fécond  terme  évanoui  , & que 
chaque  racine  égale  eft  reprefntée  par/;  ainlî  les  deux 
équations  linéaires  des  racines  égales , quand  elles  feront  pt>. 
Ctivcs,  feront  x — f =:  o , x — f=o,  & leur  produit 
fora  XX  — 2px  ff  =z  O ; & quand  elles  feront  négatives  , 

leur  produit  lèra  xx  ifx  ff  =0. 

Les  deux  équations  des  deux  racines  inégales  feront  x -4-/ 
' — b = 0 J X f ^ b = 0 , quand  elles  feront  toutes  deux 

négatives,  & alors/ furpaflera  & fi  l’une  eftpofitive  & 
l’autre  négative  , h furpaflera  f ; Sx.  leur  produit  fora  xx 
•4»  %fx  -4-  /'■=  O. 

— bb 

Mais  fi  elles  font  pofitivcs , les  équations  linéaires  feront 
* — / — b •=  Oy  X — /-»-A==o,  &/furpaflëra  é;  ou  fî 
l’une  eft  poCtive  & l’autre  négative  , h furpaflera/;  & leur 
produit  fera  xx  — ifx  ff  —o. 

— bb 

Quand  les  deux  racines  difTerentes  des  deux  racines  éga- 
les feront  imaginaires  , leurs  équations  linéaires  feront  x — / 

— ^ — bb=Oy  X — /■♦• — bbx=OySx  leur  produit 
fora  XX  — ifx  •4“/^=  O ; ou  bien , fi  on  les  conçoit  régat> 
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vcs , elles  feront  x -♦-/ — — bb  = Of  x -*-/ — bB 

= o;  & leur  produit  fera,  xx  •*“  afx  •*-ff=o. 

^ bb 

On  multipliera  l'équation  des  deux  racines  ^ales  par 
l’cquation  des  deux  autres  racines  réelles , propre  à faire  éva- 
nouir le  fécond  terme  du  produit  > c’eft  à dire , xx  — zfx 
ff  =.  O,  par  XX  -t-  zfx  -+-//=  oj  & arjf  -H  ifx  ff=o, 

— bb 

par  XX  — ifx  ff  = 0, 6i  l’on  aura  le  produit  x*  — , 

— bb  — hbxx 

zfbbx  = O » lorfque  les  deux  racines  égales 

— 

feront  pofitives:  On  aura  le  produit  x*  — zffxx  — zfbbx 

— hbxx 

f*  =o,  lorfque  les  deux  racines  égales  feront  négatives. 
-ffbb 

L’cquation  generale  fera  dans  le  premier  cas  x*  — pxx 
•*/“  qx  :^r  = Of  &dans  lefccondcas  x*  — pxx  —^qx^r 

= O, 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  ceux 
de  l’équation  generale  qui  leur  répondent  , ce  qui  donnera 
les  trois  équations  particulières  qui  fuivent  : i"  , zff  bb 
= pi  2*,  zfbb  = q\  3',  — ffhb  = r.  La  première 

donnera  bb=p  — iffi  Subftituant  cette  valeur  de  bb  dans 
la  troifiéme , on  zaraf*  — Pff  2/*  = Tt  r , qui  fe  réduit 
— t ff  — Et  refbl vant  cette  équation  du  fécond 
degré  , on  aura  les  deux  valeurs  de  /jf , ffavoir  ff  = ^ 

ff=-^  — ■ ^ 7;  d’où  l’on  déduira /= 

D’où  l’on  déduit  la  maniéré  de  connoître  fi  une  équa- 
tion du  quatrième  degré  , dont  toutes  les  racines  font  réel- 
les , a deux  racines  égales , & le  moyen  de  les  trouver  : car 
l'équation  linéaire  qui  contient  la  racine  égale  fera  x f 

= X ± v'-^V'^±T=  O- 

Dans  l’ufage  il  Faudra  fubflituer  les  grandeurs  de  l’cqua- 

t’ion  propofee  dans  la  formule  =0; 

& enfuite  divifer  la  propofée  par  cette  équation  linéaire 
ainfi  changée  j & fi  la  divifion  efi  exaéle , la  propofée  aura 

deux 
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deux  racines  égales , que  l’on  aura  à même  temps  trouvées . 
Les  deux  autres  racines  fc  trouveront  enfuitc  fedlemcnt. 

Quand  les  deux  racines  differentes  des  deux  racines  égales 
feront  imaginaires,  on  multipliera  l’équation  des  deux  ra- 
cines égales  par  l’Ajuation  des  deux  imaginaires  propre  à 
foire  évanouir  le  focond  terme  du  produit } c’eft  à dire,  on 
multipliera  xx  — o,  ^r  xx  2fx  ff  = o, 

■4-  bè 

& H-  2fx  H-Jf =0,  parxA?  — ifx  = o;  & l’on  aura 

^hb 

le  produit  x^  — iffxx  — rfbbx  •»- /^  =0,  quand  les  deux 
bbxx  *4“  ffbb 

racines  égales  feront  polîtives:  on  aura  le  produit  x* ^ffxx 

bbxx 

ifhbx  •^f*  =0,  quand  les  deux  racines  égales  feront 
•»^ffbb 

négatives  ; & comme  hh  peut  être  moindre  que  iff^  ou  fur- 
paflèr  zffi  le  troi/Iénie  terme  pourra"  avoir  ^ ou  — , felon 
que  l’un  ou  l’autre  arrivera . 

L’équation  generale,  lorfque  les  deux  racines  égales  fc. 
ront  pofitives,  fera  x*:*^pxx  — r = o;  & x*  ^ pxx 
•t-  fr  r = o , quand  elles  feront  négatives. 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  ks  termes 
œrrefpondans  de  l’équation  generale  , & l’on  aura  les  trois 
équations  particulières  qui  fui  vent  : i”,  — iff  H- 
a*,  2fhb==q;  = 

La  première  donnera  hh  ■=  ^p  : fubftituant  cette 
valeur  de  hh  dans  la  croifféme , l’on  trouvera  f*  ^ pff  2f* 
= r,  qui fe réduit = & refolvant cette 

équation  du  fecond  degré  , on  trouvera  ces  deux  valeurs 
de  ff^  fçavoir  jf = ^ 
il  y aura  — ^ , quand  la  propoléc  aura  •^pxxi  & il  y aura 
•♦•4,  quand  la  propolee  aura  — pxx. 

L’on  déduira  de  ces  équations  / = ^ 4-  *** 

par  confequent  l’équation  linéaire  x f — O , deviendra 

fV  ^ / "5^  4 ^ V'fV  7 = o. 

. Dans  l’ufage  , pour  connoître  fi  une  équation  propofée 
contient  deux  racines  égales , & les  deux  autres  imaginaires , 

Ff 
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oa. remarquera  , i”  > que  quand  le  fécond  terme  cft  éva- 
noui & qu'il  ya-*-/,ilyadcs  racines  imaginaires  dans 
• 19. l'équation  : * mais  il  y en  peut  aufli  avoir  quoiqu’il  y ait 

tj’Cer. ^xx. 

a*.  On  fubftitucra  les  grandeurs  de  la  propqfée , repre- 
fentees  par  r,  à leur  place  dans  l’équation  linéaire  x"m 

= o;  & on  divifera  la  propolee  wr  l’é- 
quacion  linéaire  qui  viendra  de  la  fubftitution:  fi  la  divifion 
fe  fait  fans  refte  , la  propofée  contient  deux  racines  égales 
chacune  à celle  que  contient  l’équation  linéaire , & les  deux 

autres  font  imaginaires.  . .,  « • -r 

Comme  ce  Problème  cft  facile  à concevoir , il  cft  inuti/e 

d’en  alerter  ici  des  exemples.  , 

La  démonftration  eft  la  même  que  celle  dont  on  sclt 
fervi  pour  démontrer  le  fécond  Problème. 

"PROBLEME  V.  . 

1 00.  S OU  D R E les  iijuattons  du  quatrième  degré  , cefi  i 

dire , en  trouver  les  quatre  racines . 

Pour  abréger  le  calcul , on  fuppofera  que  le  fécond  terme 
eft  évanoui. 


I.  Ltrfque  toutes  les  racines  font  comnenfuralks , 
ou  qu'il  y en  a quelqu'une. 

iiA  méthode  generale  du  premier  Problème  du  quatrième 
fcfrc  eft  la  plus  courte;  c’eft  à dire,  il  feut  divi fer  l’équation 
par  l’inconnue  linéaire  plus  ou  moins  chaque  divifeur  du 
toier  terme  de  la  propofée;  & lorfque  la  propofee  aura 
fes  racines  commcofurablcs  , on  les  trouvera  toujours  par 
cette  méthode,  c’eft  à dire,  on  trouvera  toujours  les  équa- 
tions linéaires  de  ar  ou  — un  divifeur  du  dernier  terme,  qui 
diviferont  exaélcmcnt  la  propofée  ; & C l’on  ne  trouve  aucu- 
ne de  ces  équations  linéaires  qui  divife  exaéiement  la  proço- 
fée , elle  n’aura  aucune  racine  commcnfurable  : li  clic  nen 
avoit  qu’une  de  commcnfurable , en  divifant  la  propofee  par 
l’équation  linéaire  qui  contient  cette  racine,  on  réduiroit  la 
propofée  à une  équation  du  troifiéme  degré,  quon  rcloudroit 
par  les  Problèmes  de  la  Scflion  précédente. 


Digitized  by  Google 


Livre  V. 


2i7 

Avertissement. 

T lO  R SQO’ü  NE  équation  du  quatrième  degré  n’a  aucune  de 
fes  racines  commenfurables,  on  la  peut  concevoir  comme  corn- 
pofée  de  deux  équations , dont  chacune  efl  du  fécond  degré  , 
& fuppofant  que  xx  g = o,  reprefente  l’une  de  ces 

deux  équations;  ou  bien  le coëfîcienc  du  fécond  terme  repre* 
fenté  par  /*,  fera  commenfurable  ; ou  bien  le  dernier  terme  re^ 
prefenté  parg,  fera  commenfurable>  ou  bien  enfin  l'un  & l'au* 
tre  feront  incommenfurables . On  va  donner  la  méthode  de 
trouver  dans  le  premier  cas,  le  coëficient  reprefenté  par/*,  & 
le  dernier  terme  reprefenté  par  g;  comme auffi  de  les  trouver 
dans  le  fécond  & troiûéme  cas,  quand  les  réduites  où  Ton  ar* 
rivera  dans  ces  cas , ne  feront  pas  comprifës  dans  le  cas  irré- 
dudllble  du  troifléme  degré  ; & l’on  aura  une  des  équations 
du  fécond  degré , dont  la  propofée  eft  compofée.  La  méthode 
qu’on  va  donner,  fera  trouver  à même  temps  l’autre  équation 
du  fécond  degré,  qui  avec  la  précédente , compofe  la  propo> 
fée.  11  ne  faudra  plus  que  réfoudre  chacune  de  ces  équations 
du  fécond  degré  par  le  premier  Problème  , & l’on  aura  les 
quatre  racines  de  la  propofée . 

II.  Lorfqtte  U cocjicient  du  fécond  terme  d'une  des  deux  é^ua» 
fions  du  fécond  degré  , qui  compofent  la  propofée , eft  com~ 
menf arable,  ou  du  moins  fa  fécondé  puijfance  ; ou  bien  lorf- 
que  le  dernier  terme  de  la  meme  équation  du  fecortddegré  eft 
commenfurable, 

•METHODE. 

1 0 1 fuppofera  que  l’équation  generale  x*  pxx  •k^qx’^r 

= O , reprefente  toutes  les  équations  du  quatrième  degré  : 
On  fuppofera  auffi  que  xx  fx  g :=  o , reprefente  une 
des  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent  l’équation 
du  quatrième  degré . 

On  divifera  x*  pxx  qx r = o , para-ar-4-/àr -Hg 
= O , & on  continuera  la  divifion  jufqu’à  ce  qu’on  ait  un 
refie  dans  lequel  Imconnue  x foit  linéaire  . Le  quotient  féra 
XX  — /x  P = O ; & le  reflc  fera  — /'x  *4-  xfgx  — pfx 
--g 

• 0“  fuppofera  chaque  terme  de 
ff  ii 
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ce  refte  égal  à zéro  , ce  qui  donnera  les  deux  équations 
particulières  qui  furvtnt , qui  fêrvironc  à déterminer  les  in> 
déterminées  f 6c  g. 

i”>— = Oi  i\-‘ffg-*‘gg  = o. 
— Pf  —Pg 

r 

Ou  bien  entranl^faot) 

2^— ?=o;  gff gg  = O.  ■ 

P f ^ pg 

— r 

On  trouveroît  les  mêmes  équations,  en  fijppolânt  les  deux 
équations  indéterminées  du  fécond  degré  xx  ••r  fx  ^ g=-  o ^ 
XX  — fat  b = O i &eo  comparant , après  les  avoir  mul- 
tipliées , les  termes  du  produit  avec  les  termes  correfpon- 
dans  de  l’équation  generale  x*  pxx  •+•  ^jr  r = o , on 
auroit  trois  équations  particurieres  , par  le  moyen  defquelles 
dégageant  l’indéterminée  i6 , on  trouveroît  les  deux  mêmes 
équations  qui  précèdent. 

On  cherchera  le  plus  grand  divileur  commun  de  ces  deux 
équations  , en  prenant  f pour  l'inconnue  , & on  continuera 
l’operation  jufqu’à  ce  qu’on  trouve  un  rcfïc  dans  lequel  f 
ne  fc  trouve  plus  : ce  refte,  qui  ne  contiendra  aucune  autre 
inconnue  que  g,  étant  mis  en  ordre  par  rapport  à g,  & fuppofé 
égal  àzero,  fera  g*  — fô’  — rg+  iprg^ — rrgg — prrg  r* 
= a , , . . — 

Ce  fêta  la  réduite  qui  fervira  à faire  trouver  le  dernier 
terme  g de  l’équation  xx fx  g = o ^ lorfqu’il  eft  com>- 
menfûrable . On  mettra  à part  le  dernier  divifeur  — ggf 

— ^g  = a férvï  à trouver  la  réduite;  ou  plutôt  on 

prendra  la  valeur  de  f dans  ce  divifeur,  qui  ed  f — » 

& on  la  mettra  à part:  elle  fervira  à faire  trouver/,  quand 
on  aura  découvert  la  valeur  de  g, 

On  cherchera  de  même  une  réduite  qui  n’ait  point  d’au» 
are  inconnue  que  /i  & pour  la  trouver  y on  ordonnera  les 
deux  équations  / — zg/—  j = o,  gff  — gg 

P*.  /»/  -t-  pg 
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par  rapport  à Tmconnuc^  ; & l’on  aura  ces  deux  équations, 

—PS  , —Pf 

On  cherchera  le  plus  grand  divifcur  commun  de  ces  deux 
équations , & on  continuera  l’operation  julqu’à  ce  qu’on  fort 
arrivé  à un  rcfte  qui  ne  contienne  plus  l’indéterminée  g:  ce 
refte,  qui  n’aura  plus  d’autre  inconnue  que/,  étant  mis  en 
ordre  par  rapport  à/,  ÔC  fuppofé  égal  à zéro , fera  f*  tpf* 
•+•  ppff  — qq-=.o  . Ce  fera  la  réduite  qui  fervira  à &ire 
-4'#- 

trouver  le  coèficient  / de  l’équation  xx  fx  g = o, 
Jorlqu’il  eft  commenfuraWe , ou  du  moins  lorfque  ^ féconde 
puiflancé/*' eft  commenfurable. 

On  prendra  la  valeur  de  g dans  le  dernier  divifeur  qui 
a donné  la  réduite  pour  refte,  qui  eft  2fg — / =o;  cette 

-Pf. 

— " q — - 

valeur  fera  g = CJtifsil , & on  la  mettra  à part , pour  s’en 

fervirà  trouver  la  valeur  de  llndéterminée^,  quand  on  aura 
découvert  la  valeur  de/ par  le  moyen  de  la  réduire. 

Ces  deux  réduites , dont  l’une  des  indéterminées  f ou  g 
eft  l’inconnue  , avec  les  valeurs  de  l’autre  indéterminée  / 
ou  g , qui  répondent  à chacune  des  réduites  , ferviront  a 
trouver  la  première  des  deux  équations  du  fécond  degré, 
dont  une  équation  propofée  du  quatrième  degré  , qu’on 
veut  refoudre,  eft  compofée;  & le  quotient  xx — fx-^p 


==  O , fervira  à trouver  l'autre. 


— g 

'^ff 


La  manière  de  trouver  Ut  quatre  racines  d'une  équation 
du  quatrième  degré  par  les  formules  prieedentet. 

‘O  N fubfthuera  dans  laquelle  on  voudra  des  deux  rédui- 
tes , les  valeurs  de^p,»4-f,-4-r,  prilcs  dans  l’équation  qu’ûD 
veut  réfoudre,  en  remarquant  que  -4- p marque  le  coèficient 
du  troifiéme  terme  de  la  ^opofée,  avec  fon  figne-*-ocf — i Sc 
ainfi  des  autres . > 

On  divilêra  la  nouvelle  réduite  qui  en  refiiltera  par  g 
•♦•ou  — chaque  divifeur  du  dernier  terme , quand  on  fe 

Ff  iij 


/ 
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fcrt  de  la  réduite  où  cfl  & alors  il  ne  faut  fe  fervir  que 
des  divifèurs  communs  au  dernier  terme  de  la  réduite  > & au 
dernier  terme  de  la  propofce;  & Il  c’cft  la  réduite  dont/cft  lin- 
connue,  onia divifcra  par  ff<^  ou  — chaque  divilcur  du  der- 
nier terme  de  la  réduite , qui  n’aura  que  deux  dimenflons  quand 
la  propofée  eù  littérale  & homogène. 

Si  les  grandeurs  reprerencécs  pur  ff  ôc  g de  l’équation 
XX  •♦■/x  = O , font  commenfutaWes , on  trouvera  tou- 

jours une  équation  faite  de  ff,  ou  de  g plus  ou  moins  un  divi- 
leur  du  dernier  terme  de  la  réduite,  qui  fera  la  divifton  fans 
refie;  & l’on  aura  par  ce  moyen  une  valeur  de/ ou  de  g. 

Si  la  nouvelle  réduite  qu’on  trouve,  après  avoir  fubflituè 
dans  la  réduite  dont/ efl  l’inconnue  , les  valeurs  de  p,  r,  étoic 
abaiflée  d’un  degré,  une  valeur  de  ff  fêroit  zéro. 

3*.  On  fubflituera  la  valeur  de  / ou  deg^,  qu’on  vient 
de  découvrir,  dans  l’équation  de  /ou  de  g linéaire  , mife  à 
part  > & les_yaleurs  de  /&  de  g étant  ainfi  découvertes , on 
les  fubflituera  dans  xx  -*-/x  -+-g  = o,  & Ton-  aura  la  pre. 
miere  des  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compo&nt 
la  propoféc  : On  fubflituera  encore  les.  valeurs  découvertes 
de  /&  de^ , & celles,  de  p ; dans  le  quotient  xx — fx-^p 

— g 

=o,,  & l’on  aura  la  fécondé  équation  du  fécond  degré  qui 
compofe  la  propofée. 

4*.  On  trouvera  le%  racines  de  ces  deux  équations  du  fécond 
• 7^.  degré  » * & l’on  aura  les  quatre  racines  de  la  propoféc. 


Avertissement. 


1 0 J . N mettra  ici  avant  les  exemples  > toutes  les  fcrmules  dont 

on  a befoin  pour  les  refbudre . 

L’équation  generale  efl  x+M»pxx«4»jx-Hr=.o. 

La  première  des  deux  équations  du  fécond  degré  dont 
elle  efl  compofee,  efl  xx<^fx  ■*«g;  = o;.  la  féconde  efl  xx 
r-  /Àr-t-p=o» 

—g 

La  réduite  pour  trouver  /,  ou  /jf,  cft  2pf*’^  ppff 
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Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  ie  ff  & de  f par  cette 
réduite,  la  formule  pour  trouver^,  eft^  = — IL 

i ainfi  xx^fx-^-g  = O,  Afr  ^fx<*r» 

— . = 0}  ÔCxx — fx  •+-p  = o,=:  XX— ‘fx 

— S 

*^^^=0.  M-ff 

La  formule  pour  trouver  g , quand  g cft  commenfurable  , 
cft  g*  — fgi  — 2frgi  — rrgg  — prrg -h  r»  = o. 

— 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  g par  cette  réduite , 
la  formule  pour  trouver/,  cfl/=  -~-7  • 

On  remarquera  que  le  calcul  cft  plus  court  en  ïêfervant  de 
la  formule  de  la  réduite  , dont/ cft  l’inconnue  , qui  n’cft  que 
du  troidéme  degré  , & pr  laquelle  on  trouvera  toujours  la 
valeur  de/,  quand  la  grandeur  Tcprclcntée  pr/,  eft  commen- 
furablei  ou  quand  même/érant  incommenrurable,/'’cftcom- 
menfurable  ; & que  le4a*lcul  eftpuî  long  fi  Ibn  fc  fert  xle  la 
formule  de  la  réduite,  dont  g eft  l’inconnue,  qui  eft  du  fixié- 
me  degré , & qu’on  ne  put  refoudre  que  quand  g cft:  com» 
mcnfurable. 

Exemple  I. 

J^ou  R trouver  les  quatre  racines  de  l’équation  x*  — lax* 
zaaxx  — à*  = o,  on  ôtera  d’abord  Je  fécond 

— ccxx 

terme  de  cette  équation , en  fuppfant  x ■=  y \ a \ & 

fubftituant  la  valeur  de  x dans  la  propofee  , on  aura  y* 
*♦- 1 aayy  — a^y  a*  = o,  qui  n’a  pas  de  fccood  terme. 
^ ccyy  — accy — ^aacc  * 

Afin  que  l’équation  generale  x*  pxx  yx  r = o ; 
Tcpefente  cette  équation,  on  fuppfcra  — ^aa — cc, 

y = — «»’  — acCy  = i 

On  fubftituera  ces  valeurs  de  p , y , r , dans  la  réduite  /* 
2pf*  -»■  ppff  — yy  = o;  & l’on  aura  la  réduite, 

/*  "4-  aaf*  — a*ff  — tf  =0. 

— 2ccf^  c^ff  — ia*ce 
— aaC* 

On  divifera  cette  réduite  pr/^  — aa  — c(  = o,  (éia 
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cft  un  divifeur  du  dernier  terme , ) & la  divinoti  Ce  faifant 
ûns  refte , on  aura  jf  = aa  cc\  ôcf—  y/ââ^ir^. 

On  fubftituera  ces  valeurs  de  ff  Si.  de/,  dans  ^ 4-  A 

— & l’on  trouvera  g=\aa  \cc  ^ ^aa  ~ \cc 

«I  14-  T « X ^ ^ 


— iaa 


aa  -4-  ff . On  fubftituera  les  valeurs  defôcdeg  dans  xa: 
•ir  fx  g = oi  & on  fubftituera  les  mêmes  valeurs  & celle 
de  P,  dans  xx  — fx’^p  = o,  où  l’on  fuppofera  que  x repre. 
—i 



fente/,  & l’on  aura h-  y y/gg  ^ çç  -t-  \aa  «4-  ^ay/aa 

= o\Siyy  — J y/aa  -4-  ce  ^<*4  — \a  y/aa<^c  = Oz 

ce  font  les  deux  Quations  du  fccond  degré  qui  compofent 

y*  «4-  iaayy^  ôcc. 

— ccyy  

Enfin  on  trouvera  par  le  premier  Problème  les  racines 
de  CCS  deux  équations  du  2*  degré  , & l’on  aura  les  quatre 
racines  dey*  \aayyy  ôcc.  qui  font  la  i'*,  y — — 

•4" \cc — \a y/aa CC\  la2*,/= 


^y/  — — \a  ■y aa**!- cc\  la  3*,  y—y^\y/aa  *4-  cc 

-4-  y/ — ^aa^^\ccy^\a^aa’^cc\  la^*,  y=^\y/aa  >4-  cc 

— y/  — ^aa  •4“ife  \dy/ aa’>t‘ cc , 

Subftituant  les  valeurs  dey  dans  x = j , on  aura  Ica 
quatre  racines  de  la  propofêc  : i”  , a?  = 74  — 7 y/aa  cc 


•4- v'  — 744<>4-7fr 7<»\/44-4»ff  ; 2',Af  = 74  — ~y/aa  cc 

— y/  — ^aay^^cc — \a/aay^cc\  — — 7v'a<7-4-  ce 

H-  — 744 «4» 74  ^aa’¥‘cc\  *^\)/aa  H»  ce  ^ 

yf 744-*-i«-4-7<IV^44-4-fC. 


Exemple  IE 

Pour  trouver  les  racines  de  l’équation  x* — '^2xx’*^^x 
•4-  12  =0, on  fuppolcra  -4-p  = — 3*»  î» 

^12.  On  fubitituera  les  valeurs  de  p,  ^ , r,  dans  la  réduite 
dont  / clt  l’inconnue  ; & l’on  aura  pour  la  réduite  de  la 

proposée  • 
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propofée,  f — S4f*-^97éff — 25  =0.  On  divifcra  cette 
réduite  par/T”*”  ou  — un  divifcur  exa£l  du  dernier  terme  25, 
& on  trouvera  que  la  divifion  Ce  feit  lâns  refte  par^  — 25 
= 0;  d’où  l’on  déduit/j^=2j  , & f=y.  Subftituant  cette 
valeur  de  f dans  5 = 1 — -ïV  ». trouve  g — ^ 

JLî tV  = — lv  = — 4"  Subftituant  ces  valeurs  de / 

& dcg  dans  xx  •^fx  = o,  & dans  xx  — fx  ^ = o, 

—g 

on  aura  pour  la  première  des  deux  équations  du  fécond  degré 
qui  cotnpolcnt  la  propofée , xx^%x — 4 = 0;  & pour  la  fé- 
condé jtx — SAT' — 3=0. 

En  refolvaot  chacune  de  ces  équations,  on  trouve  que 
les  quatre  racines  de  la  propofée  lont  r = — 

X = — i — / ^ = H- i K' , Af = . 

Exemple  III. 

Pour,  trouver  les  racines  de  *• — rtxx  24X  -i-  3 = o; 
on  fuppofera  = ■ — iS,  •t-jf  = -4-24,  r = — 3. 
On  fubftkuera  ces  valeurs  de.^,  r,  dans  la  réduite  dont/ 
eft  l’inconnue,  & l’on  aura  pour  la  réduite  de  la  propofée, 
/*  — 3 6/* -♦■33 6//  — y7tf  = o.  On  divifera  cette  réduite 
par  ff — ou  chaque  divifèur  du  dernier  ternie,  & l’oo 
trouvera  que// — i2  = o , fait  la  divifion  fans  refte;  d’où 
l’on  déduira  ff—i2,  & f=  ï2.  Subftituant  cette  valeur 

de/dans^  = -^-+-£-  — on  trouvera  ^ ~ ^ 


a 4 

a / t J 


3 — -;Tt=—  3_ 


t a 
Via 


Or 


✓ la 


V *44» 

V I a 


=k'  12  ;ainfi^= — 3 — 12.  Subftituant  les  valeurs  de/& 
de^  dans  xxM-/x«*-5=o,  dedans  xx — /xH-p=o,  l’on 

—g 

H-// 

aura  xx  •¥  *✓12  — 3=0,  Scxx  — xi^i2  — 3 = 0» 

|/'I2  •*•(^12 

pour  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent  1a  pro- 
pofee . On  en  trouvera  facilement,  les  racines  par  le  pre- 
mier Problème.*  ♦ 

E X E M P L E IV. 

Pour  trouver  les  racines  de  x*  -4-  4xx  — i 4*  •**  *5  = o» 
on  fuppofera  J>  =«4- — 4,-4-r  = -H  15.  On 

Gg 
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fubftituera  les  valeurs  de  p,  f , r,  dans  la  réduite  dont  l’in- 
connue eft/,  & l’on  aura  la  réduite  de  la  propolée  f 

44)^— 16=0:  on  divilêra  cette  réduite  par  ff — ou 

chaque  divileur  du  dernier  terme , & on  trouvera  que  ff 
^ ^ = 0 , 6it  la  divifion  lâns  refte  ; d’où  l’on  déduira  ff=^t 
& f=z  7 . Subftituant  la  valeur  de  f dans  ^ a — 

on  ^trouvera  £ = - SublHtuant  les  valeurs 

de  /&  de  ^ dans  xx  fx  g=^o  ^ xx  — fx  -4-/)  = o , 

—S 

on  aura  «4-  2^  5 =0,  & xa?  — ax  j = o.  Ce  font 

les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent  la  propoféc. 
On  en  trouvera  facilement  les  racines  par  le  premier  Problê- 

• 76.  me,  * qui  font  toutes  imaginaires. 

La  démonftration  de  ce  cinquième  Problème  a déjà  été  do& 

, * ^7-  née  dans  la  quatrième  Seérion  du  quatrième  Livre.  * 

Ml.  Lorjqut  U c^ftUnt  reprefenti  par  f dam  réquation 
Prchlime . ' fx  -J-  g = O , ét  /f  dernier  terme  g , font  tncoTnrntHfurahUs . 

oïci  méthode  pour  refoudre  ce  cas  dans  pluCeurs 

* rencontres  : On  fuppofera  les  deux  équations  du  fécond 
degré,  qui  reprefentent  par  leurs  indéterminées  les  deux 
équations  qui  compofent  la  propofée  ; on  les  fuppofera , 
dis-je , avec  des  incommcnfurables  au  fécond  & au  dernier 
terme’-,  par  exemple , la  première  fera  xx  — x ^ = o, 

«t-  y'f 

& la  féconde  xx  x ^ = o : on  les  multipliera  l’une 

d^y'f 

par  l’autre , & l’on  aura  le  produit  x*  — /xx  '^^tfx’H-gg—o: 

2gXX  / 

L’équation  generale  fera  x*  Hh  pxx '^qx^r=o. 

On  comparera  les  termes  correfpondans  de  ces  deux  équa- 
tions & l’on  aura  les  trois  équations  particulières  ^ fui- 
vent  i" , — /-<-  2^  = déduira  ^ 

2-, -2/=  î,/f=  I i 3%  •“/=  ^ f 

L’indéterminée  / eft  connue  par  la  fécondé  équatron  j 
= i : Subftituant  fa  valeur  dans  la  première , l’on  aura 


.1 

4 ' 


P — -T—  • P 

• L’équation  xx  — x y'f’^g  =0» fera  xx  — a:  ^ t 


Digitized  by  GoogI 


Livre  V.  23J 

►t-i — v^l=oiôcxx’*‘xi^f’^g—Oi 

±.*^f 

Application  de  cette  methode_  k un  exemple. 

Pour  trouver  les  racines  de  ar*  — 1 Satat  24X  — 3 = o, 

on  fuppofera — p~ — 18,  ou p = 18;  y = 24,d5c — r= 

— 3 , ou  r = 3 . On  fubftituera  les  valeurs  de  p,  q,  r,  dans 
les  deux  formules  precedentes , & l’on  aura  xx — 12  — 9 
6 — \^  xa  = O , c’eft  à dire  xx  — xt^  12  — 3 = o,& 

— 12  . 

XX  X 12  — 3=0.  Ce  font  les  deux  équations  qui  cora- 
•^1^12 

pofent  la  propofée';  on  en  trouvera  facilement  les  racines 
par  le  premier  Problème.  * *76. 

. IV.  Lorfque  i&ff  font  incommenfurahles  dans  liquation 
compofante  xx’-t»  fx  -4-  g = o . 

peut  arriver  des  cas  où /& ^fe  trouveront  incoramen- 
furables , & alors  on  ne  trouvera  pas  d’équation  fimple  de 
ff — ou  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  réduite  p. 

2pp , &c.  qui  divilê  la  réduite  iâns  relie  . Voici  une  mé- 
thode pour  ce  cas  dans  plulîeurs  rencontres. 

On  pourra  fuppolèr  que  les  deux  équations  compofàntes 
du  fécond  degré  font  xx  — «•y/-t-g  = o,  ÔCxx’ii^  x^f 

•^g  = o.  Leur  produit  eft  a:*  — fxx  ^4^  2fx  = o. 

-^igxx  -f 

La  formule  generale  fera' a*  ^ pxx  qx  rüi^r—  o. 

Les  coinparaifons  des  termes  correlpondans  donneront 
les  équations  fuivantes  : 1",  — f-^2g=.'^p\  d’oîl  l’on 
déduit^  = :jr7p-4-i/:  a*,  2/=f;d’où  l’on  déduit/=if; 
3%^—/=±.r. 

On  déduira  de  la  première  & de  la  fécondé 
q . Subflituant  ces  valeurs  de  / & de  ^ dans  les  deux 
équations  compofàntes , la  première  fera  xx  — x^ \q~^\p 
& la  fécondé,  Afx -4. 

=ty^f=o. 
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On  appliquera  ces  formules  aux  exemples , comme  on  Va 
fait  dans  le  cas  précèdent. 

R E M A R Q_u  E. 

O N pourra  diftmguer  quelles  font  les  équations  du  qua- 
trième degré  qu’on  pourra  refoudre  par  la  méthode  du  3*  Sc 
jf.' an.  qui  precedent,  en  fubdituant  les  valeurs  àefôcdcg 
dans  la  troifiéme  équation  particulière  gg  — /=  J±L  r;  car  i on 
aura  \ pp  ^ -'t  — h ^ = — équations 

dans  lerqucllcs  la  quantité 

Jêra  pas  égale  au  dernier  terme  reprefooté  par  r , ne  pourront 
£e  refoudre  par  ces  méthodes. 

‘Methode  pour  trouver  ta  deux  équationt  du  fécond  degré , dont 
une  équation  du  quatrième  ejl  composée  ; dans  les  cas  ou  jC 
fervant  de  ta  réduite  dont  f ejl  Hnconnue , it  arrive  que  ta 
grandeur  reprefent/e  par  ff  efl  incommenfurahle . 

Quand  aucune  équation  fimple  de  ff  — ou un  des 
divifeurs  du  dernier  terme  de  la  reiuite  P 2pf*  , ôcc, 
ne  divife  la  réduite  fans  refte  , dans  ce  cas /jT  elt  incommen- 
sablc.  Pour  réfoudre  dans  ce  cas  la  réduite  p 2pp  "^ppff 

qq  = o,  tirée  de  l’équation  generale  x*  -*^pxx  -^-qx^  n 

= O , on  ôtera  le  fécond  ternae  de  la  réduite  , en  fuppofant 
ff=y — J pi  & après  avoir  fubftitué  p — 7 P à.  la  place  . 
de  jy  dans  la  réduite  , on  aura  la  transformée  de  la  réduite 

jj. Lppy^  — iV  P^  ” ® » 9“^  ® * fecond  terme. 

— -Jrjr 

— n 

On  fubftituera  les  valeurs  de  p,f,  r,  prifos  dans  Fécfuatioa 
qu'on  voudra  réfoudre,  & ou  l’on  aura  trouvé  que  ff  eft  in- 
oomnienfurable  ; on  les  fubftituera  , dis  je  , ces  valeurs  dans 
la  transformée  de  la  réduite  qu’on  vient  de  trouver  ; & on 
re/budra  l’équation  transformée  par  les  méthodes  du  troifié- 
me degré  ; & quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  > , 00  la 
fobftituera  dans  ff=y- — 7 P,  & l’on  aura  la  valeur  de 
on  trouvera  enfuite  celle  de  g =^-*-4  — 4r»  cela 
on  trouvesa  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  com- 
pofent  la  propofee , & 00  aura  par  leur  moyen  les-  quatre  ra<» 
cinés  de  la  propofée. 
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Exemple. 

Pour  trouver  les  racines  de  — ^oxx  xoox  — xoo 
= O , on  fuppofera  , afin  que  l’équation  generale  x*  pxx 
■4“  -t*  r = O , reprcfente  la  propofée  , que  -t-  p x=  — 50 , 

p«-  ^ 100  , r = — 100  ; mettant  ces  valeurs  de  p , 

5 , r,  dans  la  formule  de  la  réduite  /*  âcc.  la  réduite 

de  la  propofée  fera  f*  — loof*  *4-  igooff  — loooo  = o » 
ou  plutôt  on  fubflituera  les  valeurs  de  p , ^ i **  > immédiate* 
ment  dans  la  transformée  de  la  réduite  / — jppf  — 

— 47 

— 

= 0}  &ronauray — ^,—y  =0;  & l’équation 

ff=}  — jp,  fera  ff  z=y  ^ . On  ôtera  les  fraéfions  de 
ys  — jr  H-  ±*^o_o_  _ fuppofant  > ==fî 

& l’on  aura  — 3900?  -4-  J40000  =0.  On  trouvera  la  va- 
leur de  « , en  résolvant  cette  équation  du  troifîéme  degré 
par  la  féconde  méthode  geiKiaie  , * Ce  Ton  trouvera  ^ =*^4. 

^ — 170000 — y/  26703000000-*-^ — 170000-*-'/  2^703000000; 
on  fublliruera  cette  valeur  de  z d^ns  y , ôc  l'on  aura  7 = 7 * 

y/ — 170000 — V 26703000000-*-}*/ — 170000 2^703000000; 
on  fubflituera  cette  valeur  de  y dans  ff=y^  ^ , & l’on 

aura  jf  = -*■  } — 170000  — v/2<?70^oooooo  -*-4  x 

y — 1 70000  -*-  >^26703000000  ; d’oîl  l’on  déduira  f = 

. v'î-j-ï  -»-  } '/  — ! 70000,  &c.  On  fubflituera  les  valeurs  de  f 
& de  // dansg  = ■*■  }p  -*- }/jr — &ronaura2= — 25 

•4-  ^ }>/  — 170C00,  &c.  On  fubflituera  les  valeurs 

defôc  de  g,  , qu’on  vient  de  découvrir  , dans  xx  ^ fx  g 
= O , ôc  dans  xx  — /x  -*-p  = o ; & l’on  aura  les  deux 


équations  du  fécond  degré  qui  compofént  la  propofée . 

On  trouvera  enfin  les  racines  de  chacune  de  ces  deux  é- 
quations  du  feconddegréy  & l’on  aura  les  quatre  racines  *7St 
de  la  propofée.. 


Ggiij 


\ 
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R E M A R Q_ü  E s. 

107.  \ 7 U AN  D les  trois  racines  de  la  réduite  , ou , ce  qui  revient 
à l^même  choie  , de  la  transformée  de  la  réduite  , font . 
réelles  & incommenfurables , on  ne  peut  en  trouver  la  va< 
leur  qu’avec  des  cxprelfions  imaginaires  qu’on  ne  fçauroit  ôter, 
& les  équations  du  quatrième  degré  renferment  alors  le  cas 
irreduélible  du  troifiéme  degré. 

Pour  diftioguer  les  cas  du  quatrième  degré  où  cela  peut  ar« 
river , il  faut  remarquer  que  les  quatre  racines  du  4*  degré 
peuvent  être  ou  bien  toutes  réelles , ou  bien  deux  réelles  & 
deux  imaginaires  > ou  bien  enfin  toutes  imaginaires. 

. Pour  déterminer  ce  qui  regarde  ces  trois  cas , il  faut  pren- 
dre des  équations  fimples  dont  les  indéterminées  expriment  les 
rapports  des  quatre  racines  dans  chacun  de  ces  cas . 

Premier  cas  où  ht  quatre  racines  font  réelles . 

I O S • fuppofera  que  les  quatre  équations  fimples  font  x — i 
. — 4=0, — /-♦-4  = o,  ar-t-i  — /=o,  = 

L’équation  du  fécond  degré  faite  des  deux  premières , eft 
XX  — zix  -H  « = o:  celle  qui  eft  compofee  des  deux  autres 
— U , 

eft  aw  2ÎX  « = o;  le  produit  de  ces  deux  équations,  qui 
— Il 

eft  celui  des  quatre  fimples , eft  at*  — liîxx  — ■+“  ** 

— kkxx  lillx  — iik.^ 

— llxx  • — iill 

: - ' ■*“  k^l 

= o:  ce  produit  eft  réquation  indéterminée  qui  exprime  les 
rapports  des  quatre  racines  de ‘toute  équation  du  4' degré, 
lorfqu’clles  font  toutes  réelles  , & que  le  fécond  terme  en  eft 
évanoui  : Et  comme  les  équations  du  4*  degré , dont  le  fécond 
terme  eft  évanoui , & dont  les  quatre  racines  font  réelles , doi- 
vent avoir  des  racines  négatives  & pofitives:  i”,  s il  y en  a 
deux  pofitives  & deux  négatives,  i furpaffera  4 , & i furpaf- 
■fera  aufti  / . 2“.  S’il  y en  a trois  pofitives  & une  négative  , i 
• furpafléra  4,  mais  / fiirpaftcra  i . 3“.  S’il  y en  a trois  négatives 
& une  pofitive  , 4 furpaffera  i , & i furpaffera  Â 

Il  eft  évident  par  cette  équation  indéterminée  , que  quand 
les  quatre  racines  font  réelles , le  troifiéme  terme  a toujours 
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k figne  — > aînfi  les  équations  où  il  a le  figne  ■ 

Cairement  des  racines  imaginaires  > ce  que  l’on  ; 
tré  <lans  le  troiCéine  Livre.  * . 

On  fuppofera  que  cette  équation  indéterminée  eft  la  même«»'c*r. 
que  l’équation  generale  pxx qx r = o ; ainfî  p 


^i9 
ootnecefi 
a déjà  démon- 


= — lii  — kk  — Il  y 
— iikk  — iill  ■+"  kJli/l  . 


‘ f = — 2Îkk  H-  zillf  •+•  r = -♦-  j* 


On  fubftituera  ces  valeurs  de  p , f , r , dans  la  réduite 
> &c.  & l’on  aura  pour  la  réduite  de  l’équation  in- 
déterminée , qui  reprelênte  les  rapports  des  racines , l’équa- 
tion fuivante  /*  — 4«/+  iükkff  — 4:1k*  = o. 

— zkkt  •+•  -H  iiikkjl 

— a/^  IC^ff  — ah/'* 

— AkUff 

•^l*ff 

On  fera  ces  remarques  fur  cette  réduite  : 1°.  Elle  peut  être 
divilée  exaélement  par  chacune  de  ces_trois  équations  lîm- 
ples  ff  — 4/ï  = O,  Jf—^  — 2kl  — //=  O,  ff—  U, 
W — //  = o;  par  confequent  toutes  les  racines  de  la  ré- 
duite  font  réelles , & même  pofitives , quand  toutes  celles 
de  la  propofée  font  réelles . 2".  Le  fécond  terme  de  la  rédui- 
te a toujours  le  ligne  — . 3».  Le  troifiéme  terme  de  la  rédui- 
te a toujours  le  ligne  -t-j  car  •+■  Ziikk  8«7/fônt  des  gran- 
dcurs  pofitives , Ôc-*-k*  — zkkll  -»■  A , eft  le  quarré  de  kk 
— // , qui  eft  par  confequent  polîtif. 


Second  cas  lorfque  deux  racines  font  réelles,  & deux  imaginaires. 

109.  quatre  équations  Hmples  qui  reprefentent  les  rapports 
des  racines,  feront^:  — — ih- i^  = o,;v  -^i 
— ll  — OyX’^i^y'  — 11=0, 

Le  produit  des  deux  premières  eft  xx  — lix  ii  = o. 



Le  produit  des  deux  imaginaires  eft  xx  •¥>  zix  -4-  ii  = o. 

T 

Le  produit  des  quatre  eft  — 2iixx  — likkx  -4-  i*  = 0. 

— kkxx  — 2ilJx  — iikk 

-4-  iixx  -4-  nu 


Ce  produit  eft  l’équation  qui  exprime  les  rapports  des  quatre 

toute  équation  du  4*  degré,  dont  deux  racines IbnC 
réelles , & deux  imaginaires. 
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I Pour  trouver  la  réduite  de  cette  équation , on  iûppofera 
qu’elle  elt  la  meme  que  x*  pxx  ■+•  r = o ; ainfi  p 
= — 2/i  — ^ = — iik,k  — lilly  r=»t-  ^ 

— iikk  au  — kUi . On  fubftituera  ces  valeurs  de  p,  f , f, 

dans  la  réduite/*  &c.  & l’on  aura 

P — 4iif  ^Siikkff — 4"^  =o. 

— 2kkf^  — ^hllff  SitkkU 

mp  k*ff^  4i/>  ; 

-H  ikU^ff 

-4- Ajÿ 

On  remarquera  fur  cette  réduite , (ju’elle  peut  être  exaéle- 
ment  divitte  par  chacune  des  trois  équations  /impies  ff 

_ ^ii=o,  J/—  kk //—  /=4Üï/^  O yff—  kk -w  U 
H-/ — 4)^4// = o;  par  confequent  quand  une  équation  du 
quatrième  degré,  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui , a deux 
racines  réelles  & deux  imaginaires  > fa  réduite  a une  racine 
réelle  , & deux  racines  imagioalr#». 

Troifiéme  cas  lorfqta  les  quatre  racinef  fout  imagînairèt  ; 

I lO.  T jES  quatre  équations  Cmples  qui  expriment'  par  leurs 
indéterminées  les  rapports  des  quatre  racines  des  équations 
du  4*  degré , qui  ont  toutes  leurs  racines  imaginaires , & le 
fécond  terme  évanoui,  font  x — i — — 44  = 0,  x — i' 

— 44  = 0,  x’*ri  — — 11=0,  — Il 

= o:  Le  produit  des  deux  premières  eft  xx  — *4-  « = o; 

•4“  kk 

celui  des  deux  autres  eft  xx  2îx  «4-  «=o:  Le  produit 

•4“  Il 

des  quatre  eft  ar*  — 2Üxx  -4-  2/44^  i*  = o. 

kkxx  — 2illx  "H  iikk 
«4-  tlxx  *4“  iill 

•^kkll 

Et  l’on  remarquera  que  dans  toute  équation  du  4*  degré , 
dont  les  quatre  racines  font  imaginaires  j & le  fécond  terme 
évanoui , le  dernier  terme  a toujours  le  ligne  -4- . 

Pour  trouver  la  réduite  de  cette  équation , on  là  fuppo* 
fera  la  même  que  x*  pxx  qx  r = o ] ainli  -»•  p = 

— 2«  -4-  44  Ÿ = •4*  2Îkk  — -4“  r = -♦- 1* "44 «44 

iill  -4-  444f.  On  fubftituera  les  valeurs  de  p,  q,  r,  dans  la  ré- 
duite 
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duite/‘-**»p/',3cc&  l’on  aura/* — 4//^*  — 8 Hikff — ^u'k*  =0. 

— Ziillff 

t**2lif*  •¥•  ^*ff  4»i/* 

On. remarquera  fur  cette  réduite  , i* , quelle  ^ut  être 
exaéîement  divifée  par  chacune  de  ces  trois  équations  hm- 
ples)f  — 4ii  = o,ff  -H  ^4  .4-  lit/ ■<;•//  = O,  U — 3^/ 
■f>//  = 0)'par  confequent  la  réduite  de  toute  équation  du 
quatrième  degré , dont  les  quatre  racines  font  imaginaires,  & 
le  fécond  terme  évanoui , a fes  trois  racines  réelles. 

a".  Quand  le  fécond  terme  de  la  réduite  a le  figne  — , c’eft 
à dire,  quand  4Ü  furpallc  3//»  ü cft  évident  que  le  troi- 

fiéme  terme  de  la  rédûitc  a auffi  le  figne  — , car  44  -t-  //  fijr- 
paflc  44  — //;  ainfi  multipliant  44  //  P^r  — 8/V,  qui  fur- 

paflc44 — //»  & multipliant  44 — //  P^*"  44  — //,  le  premier 
produit  — 8«44  — Sü/l  furpaflèra  le  fécond  4« — 144//^/*. 


Marques  certaines  pour  diflinguer  les  cas  où  les  équations  du 
4*  degré,  dont  U fécond  terme  efl  évanoui,  ont  toutes  leurs 
racines  réelles  ; les  cas  où  elles  en  ont  deux  imaginaires  ; 
ceux  où  les  quatre  font  ims^inaires  s & enfin  les  cas  où  on 
peut  les  refoudre-. 

1 1 1.  Xl  fuit  de  ces  remarques,  1* , que  quand  le  troifiéme  terme 
d’une  équation  du  4'  degré,  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui, 
a le  figne  h-,  il  y a des  racines  imaginaires,  * & fi  à même 08  &if. 
temps  les  racines  de  fa  réduite  font  toutes  réelle^  f ce  que  l’on 
connoîtra  en  faifant  évanouir  le  fécond  terme  de  la  réduite  ; 
car  fi  le  cul?e  du  tiers  du  coèficient  du  troifiéme  terme  de  la 
transformée  de  la  réduite , furpafife  le  quarré  de  la  moitié  de 
fon  dernier  terme,  ou  lui  efi  égal,  les  trois  racines  de  la' rédui- 
te feront  réelles.  ^ ) Alors  les  quatre  racines  font  imaginai- *8 181^ 
res  ^ ; car  s’il  n’y  avoit  que  deux  imaginaires  dans  la  propo-*  no. 
fée,  deux  racines  de  la  réduite  feraient  imaginaires . * *109, 

De  plus  , quand  le  fécond  terme  de  la  réduite  d’une 
équation  du  4'  degré , dont  le  fécond  terme  efl  évanoui , 
a le  figne  — , & que  le  troifiéme  terme  de  la  même  ré- 
duite  a encore  le  figne  — , les  quatre  racines  de  l’équa-^xi». 
tioo  font  imaginaires.  ^ . 

• Hh  • 
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. Quand  on  a donc  l’une  ou  l’autre  de  ces' deux' rmr^ 
ques  , l'équatioQ  cft  réfolue  ) car  on  fçait  que  le  Problè- 
me ren&rme  contradiâion,  & ne  peut  avoir  aucune  réfo* 
lution  réelle. 

a*.  Quand  le  trolfiéme  terme  d’une  équation  du  4*  de- 
gré', dont  le  fccond  terme  eft  évanoui , a le  figue  «4-,  & que 
le  dernier  terme  a le  figne  — , il  eft  certain  qu’il  y a deux 
racines  imaginaires , ôc  deux  racines  réelles , car  le  dernier 
terme  auroit  s’il  y avoit  quatre  imaginaires.*^ 

Quand  le  troifiéme  terme  d’une  équation  du  4*  degré, 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui  , a le  figne  — , & qu’en 
même  temps  la  réduite  de  cette  équation  a tme  racine  réel- 
le , & deux  racines  imaginaires,  il  eft  certain  que  l’équa- 
• rop.tion  a deux  radnes  imaginaires,  & de*ux  racines  réelles.  * 
Or  on  connoîtra  que  la  réduite  aura  une  racine  réelle  & 
deux  imaginaires,  en  faifant  évanouir  le  fécond  terme  de 
la  réduite  , car  fi  le  cube  du  tiers  du  coëficienc  du  troi- 
fiéme terme  de  la  transformée  de  la  réduite  eft  moindre 
•8 J. que  le  quarré  de  la  moitié  de  fon  dernier  terme,  * il  eft 
certain  que  la  transformée  aura  une  racine  réelle  & deux 
imaginaires;  par  confequenc  la  réduite  aufti  ; d’où  il  fuivra 
que . l’équation  proposée  aura  deux  racines  réelles  ôc  deux 
imaginaires. 

peut  toujours  refoudre  l’équation  du  4*  degré , lorf- 
qu’elle  a deux  radnes  réelles  & deux  imaginaires,  par  la 
*io6.icconde  méthode  ci-defTus , ^ & par  la  féconde  méthode 
•51. generale  du  troifiéme  Problème.  * 

3”.  Quand  une  équation  du  4*  degré  , dont  le  fécond 
terme  eft  évanoui,  a le  figne  — au  troifiéme  terme,  ôc  que 
le  fécond  terme  de  fa  réduite  a aufti  le  figne  — , & le  trd- 
fiéme  terme  de  fa  même  réduite  a le  figne  , ôc  que  de 
plus  les  trois  radnes  de  la  réduite  font  réelles,  il  eft  ccr- 
. • loS.cain  que  les  quatre  radnes  de  l’équatiôn  font  réelles  . * 
. On  connoîtra  que  les  trois  radnes  de  la  réduite  font  réel- 
les, en  faifant  évanouir  le  fécond  terme  de  cette  réduite  ; 
car  fi  le  cube  du  tiers  du  coëfidenc  du  troifiéme  terme  de 
la  transformée  de  cette  réduite,  furpaflTc  le  quarré  de  la 
moitié  dn  denâer  terme  de  la  meme  transformée , ou  lui 
cft  égal , il  eft  certain  que  les  trois  racines  de  cette  trans- 
•8x.8i,form^,  & par  confequent  de  la  réduite  , font  réelles.  * 
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Dans  ce  cas  £ les  racines  de  la  transformée  de  la  réduite 
font  commenfurables  , ou  du  moins  quelqu’une  , on  peuc 
toujours  trouver  les  quatre  racines  de  l’équation  par  les  mé- 
thodes du  Problème  precedent . Mais  Ci  toutes  les  racines  de 
cette  transformée  de  la  réduite  font  incommenfuràbles , la 
réfolution  de  la  réduite  de  l’équation  renferme  alors  le  cas  ir- 
réduétible  du  troifiéme  degré . * *so. 


. PROB  LEM  E VL  : 

* ï ^ RO  U VE  R 1er  quatre  racines  d'une  iqaathn  du  4'  de^ 
gré  y fans  en  faire  évanouir  le  fécond  terme. 

On  fuppofè  que  l’équation  generale  du  quatrième  degré  efl 
fc*  •*“  nx^  -t*  pxpc  ^ qx  ^ r = o. 

- PREMIERE*  METHODE. 

fuppofera  que  les  deux  équations  du  fécond  degré*, 
qui  compofent  l’équation'  du  4*  degré  , font  reprefëntées 
paroles  deux  équations  indéterminées  xx-^fx  b ==o. 

XX  fx  b =0. 

— gx I 

Leur  produit  eft  x*  *4-  zfx*  -4-  ffxx  ifbx  bb  = o. 

— ggxx — igix  — « 

»4?  ibxx 

On  comparera  les  termes  de  ce  produit , excepté  le  premier  , 
avec  les  termes  corrcfpondans  de  l’équation  generale  , & 
l’on  aura  les  quatre  équations  particulières  qui  fuivent , dont 
on  fê  fervira  pour  déterminer  les  indéterminées  , & l’on 
confervera  l’indéterminée  b pour  en  faire  l’inconnue  de  la 
réduite:  1'*,  -4-»  = -t-2/>  z*,  ^ p = — gg^ib\ 

3*,  q = ^ 2fb  — igii  4*,  •ifr  -:=^bh  — ih  On  au- 
ra par  la  première /=  7,  ôcff—~;on  fubflituera  la  va- 
leur de  ff  dans  la  fécondé,  & Ion  aura^g  = -—  -h  2A  — p, 
&g  = ■+•  ib — p.  On  fubflituera  les  valeurs  de/&  deg 


dans  la  troiCéme,  & l’on  aura  q —nh  — ziy/  ^^xb  — p; 
d’oùl’on  déduira  .■= ,&  ii 

»'»  \ f -4^  i 

on  fubflituera  cette  valeur  de  ii  dans  la  quatrième  équation , 
& l’on  aura  •^r  = bb  — mettra  cette 

Hh  ij 
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équation  en  ordre  par  rapport  à l’inconnue  h ^ & l'on  aura 
S/'  — ■ 4pW  zntjb  — qq  = o. 

. — 8rÂ  — nnr  ' 

-^qpr 

On  refoudra  cette  équation , c'cll  à dire , on  trouvera  la 
valeur  de  h par  les  méthodes  du  troifiéme  degré  , ( transfor. 
mant  auparavant  l'équation  en  une  autre  dont  le  premier 
terme  n'ait  pas  d’autre  coëficient  que  runité . ) 

On  fubftituera  enfuite  les  valeurs  def,  g,  b,  i,  dans  les 
deux  équations  xx  fx  h ■=  o,  xx  fx  h = 

— gx — i 

kilTant  h au  lieu  de  fa  valeur  pour  abréger  le  calcul  ; & l’on 
aura  ces  deux  équations  du  fécond  degré , 

XX  -*■  \nx  h 

X",  X ih  — ^ "4- «é  — q * 


XX  \nx 

a*,  — X ^/\tm  ai — p 


z^~nn  -*-ai — p 

h 

— nh  q 


= 0. 


~nn  •♦•ai — p 

On  refoudra  enfuite  chacune  de  ces  équations  du  fécond  de. 
gréparle  premier  Problème , * & l’on  aura  les  quatre  raci- 
nes de  la  propoiec , ou  plutôt  les  quatre  formules  qui  les  ex- 
priment  d’une  maniéré  generale . • 

Comme  il  cft  plus  commode  de  trouver  tout  d'un  coup  la 
réduite  dont  h eil  l’inconnue,  qui  n'ait  au  premier  terme  que 
l’unité  pour  coëficient , au  lieu  de  fuppofer  les  deux  équa- 
tions indéterminées  xx  fx  ^ h=  o,  xx  fx  -*•  i = o, 


gx  I — gx — $ 

on  fuppoféra  celles-ci  xx  ^ ^ax  = o, 

XX  -4-  -^nx  •♦•  4»  = O, 

— — ‘è’ 

oh  iln'y  a que  trois  indéterminées,  g,  h,  i.  On  fuppofera 
que  leur  produit  x*  nx^  ^anx'ir  ^nhx-*r  ^hh~o^ 

-4-  hxx 

eft  la  même  équation  que  pxx  *4-  fx  -4-  r = o-; 

ainû  chaque  terme  du  produit  eft  égal  au  terme  corrcfp>n- 
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dant  de  l'équation  generale}  ce  qui  donne  trois  équations, 
parceque  le  premier  & le  fécond  terme  n'en  donnent  pas  : 

»'*.  = i »»  — — /} 

La  première  donne  gg-=.^nn<^h  — 

Scg=^  ^ n»  h — P : la  féconde  donne  t »b  — ^ , 
& « = ^ nnbb  — ntfb-^  qq . On  fubftituera  les  valeurs  de^^ 
& de  a dans  la  troifiéme  équation , & l’on  aura  r = ^ hk 

. — ordonnera  cette  équation  par  rap- 

port  à l’inconnue  A , & l’on  aura  'A*  —-fhh  *4-  nqb  — qq-=.Oy 

• • — 4r  A — nnr 

-v-4pr 

c’eft  la  réduite  de  l’équation;  elle  n’cft  que  du  troifiéme  de- 
gré, & fon  premier  terme  n’a  que  l’unité  pour  cocficient. 

On  trouvera  la  valeur  de  h par  le  moyen  de  cette  réduite, 
en  fe  fervant  des  méthodes  du  troifiéme  degré;  on  fubfti- 
tuera  enfuite  les  valeurs  de  b,  g,  i,  dans  les  deux  équations 
indéterminées xx  ^ nx^  \ h=o  ^xx  ^ nx’^  t b=o, 

TT  " —~k 

laififant  h au  lieu  de  fa  valeur,  pour  abréger  le  calcul  ; & l’on 
aura  ces  deux  équations: 

XX-*- -J  »X  i A 

I",  X}/  \nn  ’^b  — P ^ \ nh — q * 

2 ilTp 

AfAf  4 «A? ' b - =0; 

V,  — xV\nn^b — p — \nb-^q 

1^/  ^nri’^b — P 
Application  de  cette  méthode  à un  exemple. 

O U R réduire  cette  méthode  en  pratique , quand  on  aura 
une  équation  à réfoudre,  par  exemple,  x"^  — 2ax^  aaaxx 

• — CCxx 

■ — 2a'x  — O y on  fuppofera  que  cette  équation  eft 

reprefêntée  par  l’équation  generale  x"^  nx^  -+-  pxx  ■+•  qx 
•+-r  = o;  ainfî  0 =x  — 24,  -t-p  =3=-t-244 — ff,  ’Mqz=z 
— Z4^,  -♦-r=-*-4+.  On  fubfiituera  ces  valeurs  de  0,  p,  y,r, 
dans  la  réduite  — pbb  -4-  nqb  — = o , & l’on  aura 

— jprb  — nnr 

•^4pr  H h iij 
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pour  la  réduite  de  la  propofée  , h*  — 2aahh  -t-  44^^  = 0 . 

cchh 

On.trouvera  la  valeur  de  A dans  cette  équation^  en  cher- 
chant û elle  ne  peut  point  fe  diviiêr  ^r  A — ou  •f*  un  divi« 
feur  du  dernier  terme  — 4à*cc\  & Ion  trouvera  quelle  fe 
peut  exaélenicnt  divilcr  par  A — 344  = o \ ainli  A=  244, 
On  fubüituera  cette  valeur  de  A dans  chacune  des  deux^ 
équations  du  fécond  degré  xx  -♦-  » &c 

& l'on  aura  pour  la  première  *4  — ax 44  = o ^ 

•+“  cc 

& pour  lalcconde^  xx — axr *4-  44  = o- 

— xy/aa^cc  1 

* On  trouvera  par  le  premier  Problème  * les  radnes  de  ce» 
deux  équations,  & ce  feront  les  quatre  racines  de  la  propofée'; 

1",  A?  =x4 — xv^44-4-rr-*»v^ — jaa^^cc — aa^cr, 
2*fX  = ja — aa^tr  U — \/ — ^aa^~cc — lay/aa-t-cr, 
3%  x=x^^i  aa'^ce  A-y/ — -f  44 ■♦■14/44 
4*»  ^ ==ï<*  •*“TV^-*4-*-fC yf y44-4-5fC-t44/44-»-7^, 

>■  Démonstration. 

^^ET  T R méthode  eft  affez  démontrée  par  les  dcmonftra. 
lions  de  Tufage  des  indéterminées  dans  les  équations  ; fi  l’on 
en  veut  une  autre  > il  n’y  a qu’à  multiplier  les  deux  équation  j 

XX  X »x  ~ h 

X}/ \nn-*i-h — p — g =0,, 

— P 

■ — A — P — 

2y/ \nrf^b  — P 

l’une  par  l'autre , & mettre  dans  le  dernier  terme  du  pro- 
duit  la  grandeur  r,  à la  place  de  la  grandeur  -tr^hb 

' — i ^ produit  fera 

réquation  generale  x*’*-nx'  <4^pxx  ^ fx  ^ r =0  i pr 
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confequent  les  deux  équations  precedentes  «^  /ont  les  deux 
équations  du  iccood  degré , donc  l'équation  jt«  >t-  '&c.  eft 

compofée, 

Remarqjje. 

^3  ^ toujours  refoudre  les  équations  du  quatrième  dé- 
gré  par  cette  méthode , iorfque  la  valeur  de  h dans  leur  rédui- 
te efl  commenfurable,  & loriqu’étanc  incommenfurable,  après 
avoir  &ic  évanouir  le  fécond  terme  de  la  réduite , le  cube 
du  tiers  du  coêficient  du  crdHéme  terme  de  la  transformée  qui 
en  viendra  y fera  moindre  que  le  quané  de  la  moitié  du  dernier 
terme  de  la  même  transformée:  Mais  Iorfque  ce  cube  furpaf^ 
fera  ce  quarré  y & que  ja  valeur  de  b fera  incommeafutaole  y 
la  réfolûtioô  renfermera  le  cas  irréduélibledu  troifîéme  degré. 
Cette  remarque  fervira  pour  la  méthode  fuivante, . 

Seconde  Méthode. 

O N fuppofêra  que  l’équation  generale  du  quatrième  degré 
eft  AT*  Hx^  H-  pxx  r = O , & on  la  difpofera  ainfi , 

fc*’^H>^*^pxx=> — qx- — r. 

I*.  II  faut  faire  en  forte  que  le  premier  membre  devienne 
un  quarré  parfait  y en  coofervant  cependant  l’égalité  entre  les 
deux  membres^  ce  qu’on  pourra  faire  en  introduifânt  une  in- 
déterminée b.  • 

On  fuppofêra  que  la  racine  dù  quarré  parfait , qui  fera  le 
premier  membre- de  l’équation  , eft  xx^\nx^\p^hy 
dont  le  quarré  eft  ar»  «h  pxx  i npx  •^^pp 

•+•  2hxx  ^ nhx  p h 

•t*  i rmxx  hh 

Afin  que  ce  quarré  foit  ^al  au  fécond  membre,  il  faut  ajou- 
ter au  fécond  membre  les  quantités  <4-  2hxx  t ”px  i pp 

fihx  ^ ph 

-+■  hb 

& l’on  aura  l’équatioa  ar*  -*•  «Ar*  pxx  ^ ^ ^ x PP- 

ihxx  ^ nhx  ph 

i nnxx  •»“  hh 

x=zihxx  *4-7»pa:H-ipp;oubieocntirantIaniciocquarrcc 
' ^ t$nxx  nhx  ph 

— qx  ^ hb 
— r 
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dechaquemcmbre;>fA?-*--î»^**“if =V' h- z 

, -m^b  >4- nAjr  n^fi 

— IX  ^hh 

•—  r 

a*.  Il  feut  maintenant  faire  en  forte  que  le  fécond  mem- 
bre devienne  aufli  un  quarré  parfait , de  maniéré  pourtant 
que  ce  quarré  foit  égal  au  fécond  membre,  & par  confe- 
quent  au  premier , & qu’il  contienne  les  grandeurs  du  fécond 
membre  oîx  fe  trouve  * , afin  qu’elles  fe  détruifent , & qu’il 
re  refte  d'inconnue  que  l’indéterminée /&. 

Pour  le  feire,  on  fuppofera  que  la  racine  de  ce  quarré 

T nft^nh—i] 

parfait  égal  au  a*  membre  cft  >e>/ ^rni’/rzb^  2^/ 
dont  le  quarré  eft  ^ i nfx  i nxff 

f^iixx  n^nhx  w^nnfh 

f— 5*  ^nnhh  , 

•-nfq 

On  pourra  fuppofer  ce  quarré  égal  au  fécond  membre,  à 
caufe  de  l'indéterminée  A,  à laquelle  on  peut  concevoir  une 
valeur  propre  à les  rendre  égaux  ; on  aura  donc  cette  équa- 
tion H-  J »»**  T i •"**  7 

1>^%hxx  tt^nhx  •^nnpb  r^nkx  <^ph 

X-^fX  t*r>nnhh  C“î*  ^hh 

•—  J r—  T 

— znjh 

laquelle  le  réduità  nnkht^xnpht^-iixnppzz 

■r-^intih—‘np(f  <— r ' ‘ 

>**??  ■ 

nntp/*%h 

Cette  équation  étant  mife  en  ordre  par  rapport  à l’inccn- 
nue  h , l’on  aura  8A*  h-  Zpbh  «4-  2nqb  «4-  = o , qui  efl: 

• ipph  ■— 

— irb  — nnr 

une  équation  du  tioiCéme  degré , qui  n’a  pour  toute  incon- 
nue  que  l'indéterminée  é , & qui  eft  comme  une  efpece  de 
réduite . On  trouvera  la  valeur  de  h lorfqu’clle  eft  commen- 
furable  par  , ou  par  les  méthodes  du  3'  degré . On  peut 

donc 
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£mc  I prefcnt  la  fuppofcr  comme  connue,  mai*  on  confer 
vcra  b au  heu  de  fa  valeur  pour  abréger  i ainfi  b dok  être 
regardée  comme  connue. 

3*.  L’on  a par  ce  qui  précédé  xx  ^ ^ nx  \ f 
b 

l^ihxx  <M*hx  t^nnfh 
—xnjh 
f4<i  »»//> 

•“«M 

. . ' *»»!+■»* 

..  /"T  ' . -V  T f 

»»•<-  $ oa  a donc  ' l’équation 

OU  bien  a-;r -4- i ^xp  ’ * 

xy/~Çna*^  b , ' ^ 

. — \np^*i"nh-^4  ■ . 

^ I .: 

w»  •+- aé.  ' . 

On  refoudra  cette  équation  du  fécond  degré  i * & Ton  aura  * Z?* 
deux  racines  de  féouation  propofée  du  quatrième  dégré . 

L équation  du  fêcona  degré,  qui  contiendra  les  deux  autres 
racines , tera  tex<4r»  ~^pg  ^ . . . . _ 


afy'  \m4i^2b^b 


— o : 


^knp^nh  — f 

av' j 

car  le  produit  de  ces  deux  équations  du  fécond  degré  eft  la 


-4-  pH  r = O , en 


propofée  elle-même  x*  •*•  »x*  •4>  pxx 
fuppolânt  que  «->6* 

^mafh 

«4PWfA  ..  ••  V . 

^Xunpp 

- —Sf 
If»  «4m  8A 

*e  qui  eft  évident  par  Téquation  a/ibb  m -4-  i nnpp 

'■  ,.  . — 

' 


14 
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— r jpuifqu’il  n’ya  qu’à  tranfpofcr  r dans  1er, 
premier  membre  , & la  quantité  qui  fait  le  premier  .reembre, 

dans  le  fécond  membre.  . • 

On  appliquera  cette  fécondé  méthode  aux  exemples , comme 

on  a fait  la  première,  fans  qu’il  foit  neceffaire  de  s’y  arrêter. 

.section  -IV. 

Bê  la  réfohtion  dci  ê<{uathnt  âu  crnqméme  & fixiéme  ^tgri^ 
tS  des  autres  degrés  plus  életés^ 

Avertissement, 

T , E s ' équations  des  degrés  f}us  élevés  que  le  quatrié^ 
viennent  rarement  en  u%e>  ainfi  il  fuffira  de  donner  ici  les 
ouvertures  necelFaires  pour  les  refoudre  quand  il  S en  prcienterà  / 
ians  entrer  dans  un  deuil  femblable  à celui  où  Ton  elt  entre 
pour  les  autres  degrés  inferieurs , à caufe  de  leur  ufage  conti- 
nuel dans  les  Problèmes  de  Géométrie  î & même  les  m«no- 
des  qu’on  y adonnées  pourrontaider  à en  former  de  fcmblablcs 

^ pour  les  degrés  plus  éterés,  ^ 

PROBLEME  VIL  ' 
^/■I^SOUDRE  les  é quat sorts  Ju  etstquiésxse  & fsxiéme  degri  ^ 
4f  trame  des  degrés  plus  élevés. 

' I.  ■ ' ^ 

Lerfque  les  racistes  fout  eommersfurdhles , ou  du  moins  quelqu  une . 

On  fe  fcrviia  de  la  méthode  generale  de  la-  preraierç 
ScéViondu  quatrième  Livre  i c’eftàdire  , on  divifcra  la  pr^ 
poféepar  une  équation  (impie  fiite  deHneonnue  de  la  pro}  Olee 
pÏ-ou — chaque  divifeur  du  dernier  terme;  & s il  y a quelque 
racine  commenfurable,  on  trouvera  tcujouïs  une  des  ces  équa- 
tions fimples,  qui  fera  la  divifion  fans  relie . On  ocrera  enfui, 
te  fur  le  quotient,  comme  on  a fait  fur  la  propofee;  oc  ü les 

racines  font  toutes  commenfurables,  on  les  trouvera  par  cette 

méthode  les  unes  après  les  autres  i s il  n y en  a que  que  ques- 
unes,  txi  trouvera  enfin  pour  quotient  uné  équation  u moH> 
dre  degré  que  la  propolee,  dont  on  trouvera 
Problèmes  précedensp  fi  elle  ne  palfe  pas  le  sÇ  degre  : û clic  le 
paffci  on  opereta  comme  dans  les  cas  qui  fuivent . 
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Ifirfque  les  racines  étant  toutes  imotstmenfurtd>les  y la  propoféf 
' efi  compofée  d" équations  plus  fimples  commenf  arables . 

Oa  réduira  toujours^,  par  les  Problèmes  de  la  troifiéme 
Scdlion  du  quatrième  Livre , les  équations  compofées  aux 
équations  plus  fimples  qui  la  compofent,  lorfiju’elles  font  cx>m- 
nienfurabksv  & enfuitc  ^ -ces  équations  plus  fimples  ne  paflenc 
pas  le  quatrième  degré^  on  lesrefoudra  par  les  Problèmes  des 
Sections  precedentes. 


# ..  J , I ^ 

l,prfqiie.  kf.coêjicimts  des  équations  plus  fimples  qui  compofent 
la  propojée  ( qu'on  fuppcfe  fans  incommenfuraéles  ) « 

. ^ renferment  des  incommenfurables  . 

* On  tâchera  de  trouver  des  équations  plus  fimples  indéter-i 
minées  J.  donc  les  coëficients  indéterminés  contiennent  des  in- 
éommem urablcs &’dont  lé  produit  fâfiè  une  équation  indé- 
terminée qui  /bit  du  même  degré  que  la  propofée , & fans  in- 
commenfurablesy  comme  l’on  en  a vu  des  exemples  dans  la 
Seftion  précédente.  * On  comparera  les  termes  du  produit*  104- 
mdéterminé  des  équations  t»mpofantes , avec  les  termes  cor-eÿ-.io^. 
refpondansde  la  propofée;  SC  par  les  équations  particulières 

qui  naîtront  de  ces  cdmparaifons , on  déterminera  les  gran- 
deurs indéterminées  des  équations  compofantes , ce  qui  don- 
nera la  réfolution  de  la  propofée,  lorfqu’on  la  peut  trouver  par 
cette  voie. 

■ Après  les  ouvertures  qu'on  vient  de  donner  pour  refoudre  les 
équations  qui  pafient  le  quatrième  degré  , on  ajoutera  une  mé- 
thode qui  convient  à tous  les  degrés  i mais  comme  elle  deman- 
de des  calculs  rebutans , ce  qui  la  rend  afièz  inutile  dans  la  pra- 
tique, ori  l’appliquera  feulement  au  troifiéme  degré. 


Metbode  pour  réfoudre  les  équations  de  tous  les  degrés, 

..4O  N fuppoiêra  une  équation  indéterminée  moindre  d’un 
degré  que  la  propofée  qu’on  veut  reibudre,  donc  l’inconnue 
foie  celle  de  la  propofée , qui  ait  une  indéterminée  pour  le 
coëBcient  de  chacun  de  fes  termes  , & deu^c  indéterruinées 
linéaires  pour  fon  dernier  terme . Par  exemple , fi  la  propo- 
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lee  efl  du  3*  degré  , comme  **  — kxx  px  — ^ = o,  (n 
Aippofcra  l’équation  iodéternùoée  xx  — fx  — ^ = o. 

• . — ifr  . 

Si  la  propofée  cA  du  4'  degré , comme  x* — «*?*■♦-  pxx — qx 
M-  r = o,  on  fuppofcra  l’équation  mdétermioée  x^  — fxx 
. — gx  — b = o. 

■ — i 

Si  la  propofée  cft  du  5*  degré , comme  x’  — nx*  jKt* 
• — qxx  •+•  rx  — f = o,  on  fuppolcra  l’équation  bdétermi- 
ncc  — /x*  — gxx  — bx — i—oi  & ainû des  autres. 

’-k 

Pour  abréger  le  calcul , on  fera  d’abord  évanouir  le  fécond 
terme  de  la  propofée  ; ainfi  l'on  luppofëra  que  Téquatron  du 
troiûéme  degré  , à laquelle  on  va  appliquer  1a  metaode  ^ eft 
par  exemple , x> — px  — ^ = o.  \ \ 

On  cherchera  le  plus  grand  divHêur  commun  de  la  pro^ 
poféc  & de  l’équation  indéterminée  xx  fx  — -j=^oj 


& l’on  continuera  l'operation  Julqu'â  ce  qubn  foie  arrivé  à un 
xefte  oh  l'inconnue  x ne  foit  plus . 

On  prendra  dans  le  dernier  diviléur  où  Afeftrineaûc,  & 
qui  a donné  ce  dernier  refle  , la  valeur  de  ;e,  & on  la  mettra 
à part.  Ce  dernier  divilcur  eft  — px  — ^ = o»  & valeur 

gx  fg 

de  X prife  dans  ce  divilcur , fuppofée  égal  â zéro,  efî  x 

, on  liippofera  le  refte  dans  lequel  x n'eft  plus  » 
égal  à zéro,  & on  ordonnera  l'équation  de  ce  telle  par  rapport 
à l’une  des  deux  indéterminées  du  dernier  terme  de  l'équa» 
tion  fuppolce  laquelle  on  voudra , qui  lêra  l'inconnue  de  ce 
telle  , & Ibo  aura  la  réduite  V&&  ^Pî%,  ~ ® * 

■^3# 

— w 

On  TuppoÉra  le  Iccond  & le  troiûéme  terme  de  cette  ré* 
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âuîte  chacan  égal  à zéro , & que  la  réduite  cft  elle«même 
égale  à zéro , ce  qui  donnera  trois  équations  particulières,  qui 
ferviront  à déterminer  les  trois  indéterminées  h,  /,  fça- 
vdr  h par  l’équation  qui  naîtra  du  fécond  terme  égal  à ze< 
ro , / par  celle  du  troiûéme  , & g par  la  fuppofuion  que  le 
premier  terme  & le  dernier  font  enfemble  égaux  à zéro  : 
CCS  trois  équations  font  la  i'%  — ap  3A  = o>  ainfi  b = ypr 
la  2*,  H- PP  — 4pé  — p/jT-*-  ihb  3^/=  o ; la  3*  -^pph 

2pbh  pffh  h'  P?/  -4-  iqfh  ^ qq  — o. 

Subftituant  la  valeur  de  h dans  la  féconde  équation  , & la 
mettant  en  ordre  par  rapport  à l’indéterminée  f , on  aura 
l’équation  du  fécond  degré  ff — •*“  ^ = o',  on  trouvera 
par  cette  .équation  deux  valeurs  de  /,  la  première 

■f  — t;  la  fécondé,  f = — j » ^multipliant 

chaque  terme  de  — f par  gpp  , l’on  changera  l'exprefllon 
^ t_  gn  ccllc-ci . ^ 


w 


r 4 


ainfî 


/=  f X 1 = i X 1 ^ y^^qq  — -^p>  : 

Subftituant  la  valeur  de  é ôc  celle  de  f dans  la  troifiéme 
équation  particulière,  qui  eft  -H  pph  — ipbh  — pffb  -4-  é* 

— pjf  •+•  3#  # — f7  = o,  on  aura  gJ îÿl  -h 

— 4?^  -**  — 4^  X ^'/^qq  — ~^P>  O ; d’où  l’on  dé- 

duira^=/—  *-ÿ  — ^ ^ 4??  — ±y^k<i‘I—rTp^. 

On  fubftituera  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  des  trois 
indéterminées,  é,  dans  mais  pour  abré- 

ger l’cxpreflion  & le  calcul,  on  laiftèra  g au  lieu  de  fa  valeur 

-f — ttP\ 
Cette  valeur  de  x cft  une  racine  de  la  propofée . 

Application  de  cette  méthode  à un  exemple . 

JI^OUR  trouver  par  cette  méthode  la  racine  dex’  — 24X 

— 72  = O,  on  fuppoftra  p = 24,&j  = 7i;  & fubftituane 
ces  valeurs  de  p , ^ , Ton  aura  é = yp  z=  16. 

V'-Îf  = -4»  2ÿ,SC—\/iqq  — =—28. 

f=  A}  f ^ 1”  valeur  de/. 

/=  j X—  /iîf  — TfP'  = i*  valcurde/. 

î ♦ îii 
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On  trouvera  de  meme  la  valeur  de  g y/  1 * t,r 

>t-  X , CD  fubftituant  les 

valeurs  de/,  ^ , comme  on  le  voit  ici  : = 2^244. 

— -^  = — 409^-  — 4^  X y/^qj  — _ 

— 12348;  ainfi— ^ - 7«^*+-4f  * 

~ — 42688;  & ■♦•4ff  = "*“2073^;  donc  — ^ 

-4-  4^  X -+-  V — 2i,52i  tirant 

la  racine  cubique  , on  aura  ^ = — 28  : c'eft  la  valeur  de  g 
déduite  de  la  1"  valeur  de/  où  il  y a ^ 28. 

On  trouvera , fi  l’on  veut , une  féconde  valeur  de  g , en  fe 
fervant  de  la  fécondé  valeur  de /où  il  y a — '^^qq — lyp*. 
= — 28  ; en  voici  le  calcul  , -i-  ^qq  = 2073^. 

■ -'^îîî--^i»= 


__  ÎZf* 


4? 


/7P*  = 12348 ; ainfi  ■+■  /[qq 

— 7^ -^4f  ==  33084;  & - 


— = — 30340^  donc  —^—ir^^^qq  — 4^ 

* — '^kqq  — -hVP^  = 2744  = ^J  ; tirant  la  racine  cubi. 

que ,,  on  aura  g = 14  ; c’dh  la  fécondé  valeur  de  g déduite 

de  la  2*  valeur  de /,  dans  laquelle  il  y a — y/iqq  — 

= — 28  Après  avoir  trouvé  les  valeurs  de /,  g,  h,  on  les 
fublHtuera  avec  celles  de  p,  q^  dans  l’équation  de  la  racine 
mife  à part  x = ^ obfcrvant  que  fi  l’on  fubftitue 

la  première  valeur  — 28  , il  faut  fubflituer  à même 

temps  la  première  valeur  de/  = .+•  8 ; & que  fi  l’on  fubfiitue 
la  fécondé  valeur  de5  = -t-  14,  il  faut  fubfiicuer  à même 
temps  la  féconde  valeur  de/  = •+•  n.&  l’on  trouvera  toujours 
^ue  la  racine  de  la  piopofée  eft  ;e  = -h  d.  Ce  qui  était  fropojé. 


Démonflration  de  cette  méthode^ 

IjE  dernier  diviféur — px  gx  hx  ffx  - — q •^•fg 
i^fh  = O,  d’où  l’on  déduit  x — t qui  donne  par 

la  fuppefition  un  refte  égal  à zéro , étant  déterminé  par  la 
fuppofition  des  valeurs  des  trois  indéterminées/,  h,  qu’on 
trouve  en  fuppofant  la  réduite  égale  à zéro , & chacun  dé 
fcs  deux  termes  moyens  auffi  égal  à zeroi  ce  dernier  divU 

tt'  L. 
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feur , dis-je  , dans  lequel  Hnconnue  x cil  linéaire  , étant  de* 
Venu  déterminé  , cft  neceiTairement  un  divifeur  exaét  de 
l'équation  propofée  , puiique  par  la  démonflration  de  la 
méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
équations  qui  ont  la  même  inconnue,  il  cil  un  oivifeur  exa^ 
de  la  propofée  & de  l’équation  feinte  ou  indéterminée  xx 

— ® » lorfqu’clle  €ft  devenue  réelle  iSc  déter- 

— A - 

minée } car  il  ne  laifTc  point  de  refle , ou  , ce  qui  eft  la  même 
chofe,  il  laiflè  un  refle  égal  à zera  Mais  une  équation  où  x e(t 
linéaire,  & qui  divife  exaélement  la  propofée,  en  contient  une 
racine  par  la  formation  des  équations . La  méthode  fait  donc 
trouver  une  radne  de  la  propofée . Ce  iju'il  falioit  démontrer, 

' Remarques  fur  cette  m etbode, 

I. 

T f*A  R T de  cette  méthode  confi  fie , i* , à pouvoir  reprefen- 
ter  par  le  moyen  des  iiidétermiftées g,  une  équatiop 
Kx  — fx  — ^ ==  O , moindre  d'up  degré  que  la  propofée  , 
— b 

qui  ait  une  racine  commune,  c’eft  à dire  un  divifeur  com- 
mun ou  X fbit  linéaire , avec  la  propofée  ; , à trouver  ce 

divifeur  commun  par  la  méthode  de  trouver  le  plus  grand 
divifeur  commun  , d’une  manicfe  indéterminée  i 3*,  à pou- 
voir déterminer , en  fuppofànc  que  ce  dernier  divifeur  com- 
mun ne  laifTc  aucun  refle,  par  le  moyen  du  refle  fuppofé 
égal  à zéro , de  chacun  de  fes  termes  moyeus  audi  égal  à 
zéro , les  valeurs  des  indéterminées,  f , g,  h ^ propres  à rendre 
réelle  l’équation  indéterminée  xx  — fx  — g = o , qui  a 

— b 

une  radne  commune  ou  un  divifeur  commun  avec  la  propo- 
fée dans  lequel  x efl  linéaire , & propres  aufü  à rendre  réel 
ce  divifeur  commun  qui  contient  Une  racine  de  la  propofée. 

II. 

- Quand  tm  a trouvé  les  valeurs  des  indéterminées /,  g,  b, 

il  cil  d’ordinaire  plus  court  de  les  fubflituer  immédiate- 
ment dans  l’équation  indétemûnée  de  la  valeur  de  la  racine 
X — , que  de  fc  fervir  de  la  formule  x ==— 
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IIL 

On  a mis  deux  iodéterroinées  g &.  b zu  dernier  terme 
de  1 équation  indéterminée  xx  — fx — 5 = o j parccquc 

fl  l’on  n’en  mettoit  qu’une  feule , on  trouveroit  une  rdduite 
dont  le  fécond  terme  n’auroit  qu’une  feule  grandeur , ce  qui 
obligeroit  à faire  évanouir  ce  &cond  terme , de  demanderoic 
un  plus  long  calcul. 

IV. 

La  valeur  de  / contenant  la  grandeur  <31™ 

eft  imaginaire  quand  furpafle  ~<ff , cette  méthode  n’eÆ 
utile  que  quand  ^ fu^fle  ■—p’y  ou  quand  il  y a f 
ainll  cette  méthode  fait  à la  vérité  toujours  trouver  une  èx» 
mule  de  la  racine  qu’on  cherche,  mais  cette  formule  contient 
dans  plufleurs  cas  des  exprelTions  imaginaires  lorfque  la  raci* 
ne  eft  réelle. 

V. 

Cette  méthode  s’étend  à tous  les  degrés,  pourvu  qu’on  ail- 
le de  fuite;  car  fi  on  l'applique  aux  degrés  les  plus  élevés,  on 
verra  que  pour  trouver  la  première  indéterminée  par  l’équa- 
tion du  fécond  terme  de  la  réduite  fuppofé  égal  à zéro,  l’équa- 
tion à réfoudre  fera  linéaire;  l'équation  du  3*  terme  de  la  ré- 
duite fuppofé  égal  à zéro  , qui  fert  à trouver  la  féconde  indé- 
terminée, fera  du  fécond  degré;  l’équation  du  4*  terme,  qui 
fervira  à trouver  la  troifiéme  indéterminée,  fera  du  3*  d^réj 
& ainfi  de  fuite. 

Remarques  fur  ks  Probjemes  précédents, 

I, 

1 1 j.ljE  S Problèmes  de  ce  Livre  ne  fervent  pas  feulement  à re- 
foudre les  équations  compolces  qui  n’ont  qu’une  inconnue,  ils 
fervent  auffi  à refoudre  celles  qui  ont  deux  ou  plufieurs  ia- 
connues}  car  <lans  ce  cas  il  faut  les  regarder  comme  des  gran- 
deurs connues,  excepté  une  feule,  par  rapport  à laquelle  l’é- 
quation fera  ordonnée,  & enfuite  réfoudre  l’équation  par  les 
Problèmes  de  ce  Livre. 

1 II.  1 

On  peut  toujours  trouver  les.  racines  conamenfiirables  des 
équarions , de  quelque  degré  qu’elles  puiflènt  être  , par  la 
méthode  generale  du  quatrième  Livre . On  peut  toujours 
, trouver 
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tronver  les  racines  des  équations  du  fécond  degré  , quoi, 
qu’elles  foient  incommenfurables  , par  le  premier  Problème 
^ ce  Livre.  On  peut  trouver  celles  des  équations  du  3*  de- 
gré quand  elles  font  coramenfurables  & incommenfurables  , 
excepté  dans  le  feul  cas  irréduflible , oit  toutes  les  racines 
font  réelles  & incommenfurables  ; car  on  a vu  que  la  for. 
mule  de  la  racine  dans  ce  cas  » renferme  des  expreâions  ima- 
ginaires , qu’on  ne  peut  pas  faire  évanouir  par  les  Problèmes 
de  la  fécondé  Seélion. 

. On  peut  toujours  trouver  les  racines  des  équations  du  qua- 
trième degré , excepté  dans  les  cas  où  la  réfolution  renferme 
le  cas  irréduéfible  du  troifiéme  degré,  par  les  Problèmes  de 
la  troiCéme  SeéUoo . On  a auffi  donné  pluCeurs  ouvertures 
pour  trouver  les  racines  des  équations  des  degrés  plus  élevés 
que  le  quatrième,  dans  cette  ^£tion. 


SECTION  V. 

Où  ton  explique  la  maniéré  de  trouver  let  racines  det 
grandeur t complexes  incommenfurables  f par  le  moyen 
des  équations. 

D E*'f  1 N il- 1 O N. 

Qüa  ND  une  grandeur  complexe  contient  pludeun  gran- 
deurs incommenfurables , ou  feules , ou  avec  des  grandeurs 
•commenfurables,  comme  a ✓è  -4-  s/'c^  on  a y' b,  &c. 

chacune  des  grandeurs  incommenfurables  differentes  cfl  un 
terme  de  la  grandeur  complexe;  & quand  il  y a des  gran- 
deurs commenfurables , elles  ne  font  toutes  enfêmble  qu’un 
feul  terme  de  la  grandeur  complexe  i ainfi  a^^y'h  contient 
deux  termes;  de  même  a^  b •^î/c  ne  contient  que  deux 
termes}  y'a^  y b •h-  yc  contient  trois  termes;  & ainfi  à 
l'infini.  Une  grandeur  complexe  incommenfurable  qui  a deux 
termes,  s’appelle  un  b\mme\  quand  elle  a trois  termes,  un 
trinôme  ; quand  elle  en  a quatre  , un  quadrinome  ; & ainfi 
de  fuite  ; a b yc  eü  un  binôme  ; y a ^ yb  ^ yc 
efi  trinôme,  &c. 

Kk  ■ 
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PROBLEME  VIII, 

I I G,  y*  ROUVER  la  racine  z* , 3* , 4*  , ^c.  d'une  grandeur 
complexe  incommenfurahle . 

METHODE. 

faut  fuppofer  une  grandeur  complexe  încommenfu- 
rablc , qui  reprcfente  par  des  grandeurs  indéterminées  la  ra- 
cine de  la  propofée  qu’on  cherche;  cette  grandeur  qupn  fup- 
.pofc  doit  avoir  ces  conditions:  i*.  qu’il  y ait  une  indétermi- 
née dans  chaque  terme  de  la  grandeur  qu’on  fuppofe  repre- 
fcntcr  la  racine  qu’on  cherche  : z°.  qu’en  élevant  cette  gran- 
deur fuppofife  à la  puiffance  donc  l’expolânt  cft  celui  de  la 
racine  qu’on  cherche;  c’ell  à dire,  l’élevant  au  quané  fi  on 
cherche  la  racine  quarrée  ; à la  troifiéme  puiffance  , fi  on 
cherche  la  racine  cubique,  &c.  la  grandeur  complexe  incom- 
menfurable  qu’on  trouvera , ait  precifément  le  même  nombre 
de  termes,  & difpofés  de  la  même  maniéré  •&  avec  les  mê- 
mes lignes  que  la  propofée  > c’eff  à dire , fi  la  propofée  eft 
^un  binôme,  & qu’on  en  cherche  la  racine  quarrée , il  faut 
fuppofer  une  grandeur  complexe  qui  reprefente  la  racine,  tel- 
le que  Ibn  quatre  lôit  un  binôme  Icmblabic  ; fi  la  propofée 
eft  un  trinôme,  que  le  quarré  de  la  fuppolee  foit  un  trinôme 
fèmblable;  fi  l’on  cherche  la  racine  cubique  de  la  propofée  , 
que  la  troifiéme  puiflànce  de  la  grandeur  fuppefée  foit  un 
binôme,  un  trinôme,  &c.  lêmblable  à Ja  propofée  ; fi  elle 
cft  un  binôme,  un  trinôme,  &c.  cette  condition  doit  regler 
les  fignes  radicaux  de  la  grandeur  qu’on  fuppolêra  reprelên- 
ter  la  racine;  ces  fignes  radicaux  doivent  avoir  ordinairement 
les  mêmes  expo^ns  que  dans  la  propofée;  c’eft  à dire,  fi  les 
fignes  radicaux  de  la  propofée  font  ceux  de  la  grandeur 
fuppofée  doivent  être  pour  l’ordinaire  ^ ; fi  les  fignes  radi- 
caux de  la  propo/ée  font  ■1/ , ceux  de  la  grandeur  fuppofée 
doivent  aufli  être  pour  l’ordinaire  ^ , &c.  il  y a pourtant 
quelque  cas  où  ils  doivent  être  differens, 

2°.  Il  faut  élever  au  quarré  la  grandeur  fuppofée , fi  l’on 
cherche  la  racine  quarrée  de  la  propofée  ; à la  troifiéme 
puiffance , fi  Ion  cherche  la  racine  cubique  ; & ainfi  de  fui- 
te; & fuppofant  que  la  grandeur  complexe  ainfi  élevée  rc- 
prefente  la  propofée  , on  les  comparera  l’une  avec  l’autre 
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terme  à terme;  c’cft  à dire,  on  fuppofcra  les  termes  de  l’une 
égaux  aux  termes  œrrerpondans  de  l’autre  ; ce  qui  donnera 
les  équations  particulières  propres  à trouver  les  valeurs  des  in» 
déterminées  qu’on  a Aippofées* 

3“.  On  réduira  toutes  ces  équations  particulières  à une  feu- 
le qui  ne  contienne  pour  inconnue  qu’une  feule  des  indéter- 
minées qu’on  a fuppolees,  ëc  on  trouvera  les  valeurs  de  cet- 
te indéterminée  parles  Problèmes  précedentsi  & par  le  moyen 
de  cette  valeur,  on  trouvera,  en  k fervant  des  équations  par- 
ticulières qu'a  donné  la  fuppolition  des  termes  correfpondans 
égaux,  les  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  qu’on  a fup« 
pofées. 

4“.  On  fubftituera  ces  valeurs  à la  place  des  indétermi- 
nées dans  la  grandeur  complexe  indéterminée  qu’on  a prife 
pour  reprefenter  la  racine  de  la  propofée  qu’on  cherclics  & 
après  les  fubllitutions , elle  fera  la  racine  qu’on  cherchoit. 

R E M A R Q_U  E. 

l’indéterminée  qui  fert  d’inconnue  à l’équation  du  troifié- 
me  article,  qui  ne  contient  qu’une  /èule  indéterminée,  a plu- 
fieurs  valeurs  réelles,  chacune  de  ces  valeurs  pourra  fer\’ir  à 
trouver  la  racine  qu’on  cherche. 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  s’éclaircira  par  l'applicatioa 
quon  en  va  faire  a des  exemples,  .. 

Exemple  L 

Po  U R trouver  la  racine  quarrée  du  binôme  -4-  7 ^48  : 

1° , on  fuppofera  que  le  binôme  f reprefente  la  raci- 
ne qu’on  cherche  y fëc  g font  des  grandeurs  indéterminées, 
2“.  On  élevera  -t-  / -♦-  i/'g  au  quarré , & l’on  aura/jf  -»■  g 
•4-  2fi^g,  qui  eft  un  binôme  /cmblable  au  propofé,  en  prenant 
la  grandeur  commenfurable  ff  •*“  g pour  un  fcul  terme  du 
binôme  ff  g •*“  '^fi^g  - On  fuppofera  que  ff  g 
reprefente  le  binôme  propofé  7 >^48  , & que  les  termes 

correfpondans  font  égaux  , fçavoir  la  grandeur  commenfu- 
rable  ff  g égale  à la  grandeur  commenfurable  7 , & 
l’incommenfurable  -4-  2ft^g  égale  à l’incommenfurable  1^48 . 
On  a donc  les  deux  équations  particulières:  1" , ^ -4-  g = 7 ; 
1*,  -4-  tfi^g  = 4^48 . 3®.  Pour  dégager  les  indéterminées,  on 
élevera  au  quarré  chacune  de  ces  équatbns  , & l’on  aura 

Kk  ü 
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^ïfi  ’*‘SS  = 49>  ^ Afjk  = 48  • On  ôtera  le  premier 
membre  ^ffg  du  premier  membre  iffg  -4-  ^ , ôc  le 
fécond  48  du  fécond  49  ; & l’on  aura  f*  — gg  = 49 

— 48  = I j tirant  la  racine  quarrce  de  chaque  membre  , 
on  trouvera^  —g  = y't  = i,  d’où  l’on  déduira  g—ff 

— I.  On  fubftituera  cette  valeur  dc^  dans  l’équation  ^ g 

= 7,  & l’on  aura  %ff — 1 = 7,  d’où  l’on  déduira /jf  =4, 
Sc  f=  n mettant  cette  valeur  de  /jf  dans  g — ff — i,  on 
trouvera  ^ = j,  4°.  On  fubftitiiera  les  valeurs  de  / & de ^ 
dans  f ^ , qui  reprefentc  la  racine  qu’on  cherche  , & 

après  les  fubftitutions  l’on  aura  /-♦-  = 2 -4-  k'jj  c’cft- 

la  racine  quarrée  de  7 •+•  i>^48  que  l’on  cherchoit . 

ExempleIT. 

Po  ü R trouver  la  racine  quarrée  de — i -4-  ✓ — 8 , i* , oit 
fuppolcra  que  -4-  / «4-  — g reprefentc  la  racine  qu’on 

cherche  \ f Sx.  g font  indéterminées  . a°.  On  élevera  -4-  f 
5 au  quarré,  & Ton  aura  ff  — ^ -4-  zfv'  — g ( pat 
lat  fuppofition)  = — i -4-  ✓ — S',  on  fuppoiera  ff  — S = 

— I > & — ^ = •+*  «^  — 8-  3°-  Elevant  chacune  de 

CCS  équations  au  quarré,  on  trouvera  — 2ffg  -4*  ^ = i, 
^ 4Îf&  = 8 ; on  ajoutera  enfèmble  ces  deux  équations , & 
l’on  aura  f*  -4-  tffg  -4-^  = p ; tirant  la  racine  quarrée  de 
chaque  membre,  on  trouvera  ff  g = 3 , d’où  l’on  dedui- 

— 3 — ff>  O”  fubflituera  cette  valeur  de  g dans/jf — g 

— — I,  & l'on  aura  iff  = i,ff==:  t,  ôcf=  i,  on  fubûL- 
tuera  cette  valeur  deff  dans  3 — l’on  trouvera 
g = 2. 4°  On  fubilitucra  les  valeurs  de  f6i.de  g dans/-4-\/j 
— 5,ôc  l’on  aura/-4- y — g=  i -4-/ — 2.  C’eftla  raci- 
ne quarrée  de  — i -4-  / — 8 que  l’on  cherchoit  » 

Exemple  IIL 

P ou  R trouver  la  racine  quarrée  du  quadrinome  10  >+•  \^24 
•4*  v’'4o  -4-  v^6o  : 1“ , on  fuppofera  que  ÿ/-«-  \^g  -4-  y/ b eft  l’ex- 
prelTion  indéterminée  de  cette  racine,  f,g,  h,  font  indétermi- 
nées. 2“.  On  élevera >//-4- y/g-^  y/b  z\x  quarré  , & l’onau- 
^^f’^g’*f‘b’*r‘2\/fg  -4-  xffb  -4-  2^^gh  = (par  la  fuppofition) 
=10  •+■  y 24  ^ ^40  y/60;  en  comparant  les  termes  corref- 

pondans , on  aura  les  équations  fui  vantes:  1'*,  2^fg=^y/2  4î 
1*,  îV/é^v'40;  3*,  2V'^é  = yf6o;  4*,/-4-^H-iF=  la 
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3®.  Pour  d^ager  les  indéterminées  qu’on  regarde  comme 
des  inconnues  , on  ôtera  les  incomraenfurables , & l’on  aura 
J'* , 4^  = 24i  2' , /^fb  = 40;  3* , = 60.  On  trouvera 

par  lai"/=  f la2*,/'=-îx-;par  confequent 
ôc6b  — iog,ikg=:^.  Par  la  3*,  on  trouvera  g = -!jS- 5 par 
confequent  =-îr  » d’oîl  l’on  déduira  = 2 y , & A = y. 
On  mettra  cette  valeur  de  b dans  g-  = & l’on  trouvera 

g — 3.  On  fubftituera  cette  valeur  de  g dans  f:=^^  Sx.  l’on 
aura/=  2.  Les  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  étant 
trouvées,  on  les  fubftituera  dans  la  4*  équation  f-^g^b 
= io>  & comme  l’on  trouve  2»*-3-t-5=±io,  c’eft  une 
marque  qu’on  a découvert  les  véritables  valeurs  des  indéter- 
minées. 4®.  On  fubdituera  ces  valeurs  dans  «//-♦- 
& l'on  aura  »^2  »^y , pour  la  racine  que  l’on  cher- 

choit  de  10  1^24  h-  «<^40  -4*  . 

Avertissement. 

*JL'oüT  Tartfcle  ç6  contient  des  exemples  oîi  l'on  trouve 
par  cette  méthode  la  racine  cubique  d’un  binôme  qui  n’a  que 
le  ligne  radical  ainfl  il  elt  inutile  d’en  mettre  ici  d’autres 
exemples , 

Pour  trouver  la  racine  4®  d une  grandeur  complexe  in* 
commenfurable  , il  Éiudra  d’abord  chercher  par  la  méthode 
la  racine  %'  de  la  propoiee  , & enfuite  la  racine  2*  de  la  ra- 
cine qu’on  vient  de  découvrir,  Sc  elle  fera  la  racine  4* de  la 
propolce. 

De  même  pour  trouver  la  racine  6*  d’une  grandeur  comple- 
xe incommenfurable  , il  faudra  d’abord  chercher  la  racine  z' 
de  la  propofée  , & enfuite  la  racine  3®  de  cette  racine  , Sc  elle 
fera  la  racine  6’  de  la  propofée. 

Pour  en  trouver  la  racine  9*,  on  cherchera  d'abord  la  raci- 
ne 3®;  & enfuite  la  radne  3*  de  cette  racine,  & elle  fera  la 
racine  9*  de  la  propofée;  & ainfi  des  autres  racines  dont  l’ex- 
pofant  peut  k divifer  par  des  nombres  entiers . 

Exemple  IV. 

Pour  trouver  la  racine  3*  de  y -♦•/3i4'+’/486,  î“,on 
fuppofêra  que  l’exprelTion  indéterminée  de  cette,  r.'icine  eft 
on  prendra  la  troifiéme  puifTance  de  cette 
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expreflion , & lbi>  aura  / -4*  pour  l'ex- 

prciPion  indétei  de  la  propofée  ; on  fuppofera  leurs 

termes  currcfpondans  égaux , & l’on  aura  les  trois  équations 
fuivantes;  i",  / -¥-g  — 5}.  i',  3y/ffg  = ^3H’f  3% 

= >K486.. 3°.  Pour  dégager  les  indéterminées,  on  ôtera  les 
încoramenfurabics  de  la  Icconde  & troiûéme  équation  , & 
l’on  aura  pour  la  fécondé  lyffg  =324;  d’où  l’on  déduira 
ffg=  12,  ôcg  = j‘--,  on  aura  pour  latroiîiéme  i-lfgg=^Z6^, 
d’où  l’on  déduira  fgg  ■=  On  prendra  la  va- 

leur de  gg  dans  l’équation  g = ôc  l’on  aura  gg= 
ôc  on  la  fubftituera  dans/  = ^ , & l’on  trouvera /=  ^ , 
qui  fe  réduit  à /=  -Ç , qui  donnera  / = 8 , & /=  2 . On 
fubflituera  la  valeur  de  ff=  4 dans  g = , & l’on  aura 

^ = 3 . Les  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  étant  dé- 
couvertes , on  les  fubüituera  dans  la  première  équation  f-^g 
= J ; & comme  l’on  trouve  5 = 5,  c’eft  une  marque  qu’on 
a découvert  les  véritables  va  leurs  de /&  de  g ; 4“.  On  les  fub- 
flituera dans  l’exprcfllon  indéterminée  de  la  racine  qu’on  cher- 
che, & l’on  aura>K/-4->/g=/2-t-d^3:;  c’eftlaracinc  que 
l’on  cherchoit. 

Exemple  V. 

Pour  trouver  la  racine  5*  de  76  -4- 1/5808 , 1®,  on  fuppo- 
icra  que  / -4-  t/'g  eft  l’expreflîon  indéterminée  de  cette  raci- 
ne ; 2®.  on  l’élevera  à la  5'  puiflance , & l’on  aura  f -4-  lo/g 

5 fgg  5/’  •+•  iojfg  gg>^*^gt  pour  l’expreflion  indéter- 
minée de  la  propoféc.  On  fuppofera  leurs  termes  corref- 
pondans  égaux,  & l’on  aura  ces  deux  équations:  i'*,/-4-  lo/g 

Sfsg  = ; 2* , s/"-*-  lOffg-^gg  X =4/5 808 ; 3».  Pour 

dégager  les  indéterminées,  on  devera  chacime  de  ces  équa- 
tions au  quané  , & l’on  aura  pour  la  première  f‘“  -4*  2of*g 
-4- 1 lopgg  -4"  ioo/+g’  -4-  2^ffg*=  5776;  & pour  la  fécondé, 
25/g  ■4"  too/gg  «4»  I iof*g^ -4*  2offg*  *4* g’  = 5808  .On  ôtera 
la  première  de  ces  équations  de  la  féconde,  & l’on  aura  le 
refte  5/^  — I c/«^g  -4-  I o/^J  — ^ffg*  g5  = 3 2 .. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  eft  la  5'  puilfancc  de 
• — & le  fécond  eft  la  5'  puiflance  de  2;  ainfi  tirant 
la  racine  5*  de  chaque  membre,  on  aura  — — 
d’oîi  l’on  déduira  g—ff’**  2,  & gg;  =/”  4ff  4 ^ 
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■fubflitucra  ce»  valeurs  dc^&  dc^dans/^^ 

-=76,  & l’on  trouvera  l’équation  1 •+- 40/^  •+•  20/ — 7^ 

= 0,  qui  fe  réduit  en  divifant  par  4,  à 4^  lo/^  ^ s/" 

, — 19  = O , qu’on  transformera , en  fuppofant  y = ^ , en 
h'  40^»^  32oi»  — 4864  = 0,  qui  a pour  divifour  cxaél 

b — 4 = O ; ainfi  i&  = 4,&y=^=i.  On  fubftituera  la 
■valeur  àef  dans  5 = ff'*‘  2 , & l’on  trouvera  ^ = 3.  4®.  On 
fubftituera  les  valeurs  de  / & de  qu’on  vient  de  découvrir, 
dans  f ■+-  & l’on  aura  f •+-  = i h-  1/3;  c’eft  la  racine 

5*  que  l’ort  chcrchoit . 

Cette  méthode  n’a  pas  befoin  de  démonftration,  n’étant 
<]u’une  application  de  la  méthode  qui  employé  les  indétermi- 
.nées  dans  les  équations . 

AVER  TI  s SEMENT. 

T /extraction  des  racines  des  grandeurs  complexes 
incommenfurablcs,  n’eft  pas  de  grand  ufage  dans  les  Mathé- 
matiques; ainfi  il  fuffit  d’en  avoir  Ici  donné  la  méthode 'gene- 
rale; cependant  comme  l’on  trouve  dans  l’application  de  cet- 
te méthode  plufieurs  difficultés,  on  a cru  devoir  marquer  les 
principales,  & indiquer  les  moyens  de  les  furmonter  dans  les 
remarques  fuivantes,  pour  ceux  qui  auroient  dclacuriofité 
pour  cette  matière. 

. Rem  A R ES. 

I. 

^ * 7\T  I A première  difficulté  qu’on  trouve , eft  fur  le  nombre  des  ^ 
termes  incommenfurables  qu’on  doit  donner  à l’expreffion 
indéterminée  , qu’on  fuppofe  reprefonter  la  racine  qu’on 
cherche  : fi  l’on  veut  fe  mettre  en  état  de  la  furmonter  , il 
• faut  prendre  par  ordre  des  grandeurs  complexes  qui  ayent 
deux,  trois,  quatre  termes,  &c.  avec  le  figned’',  comme 

& ainfi  de  fuite;  les  éle- 
ver par  ordre  à la  puiflance  2* , 3* , 4*,  &c.  & remarquer  le 
nombre  des  termes  qu’auront  ces  différentes  puiffànces , & en 
fiiire  une  table . 11  faut  faire  la  même  chofe  pour  les  gran- 
<leurs  complexes  kicoimncnfurables,  dont  les  fignes  radicaux 
ferontd^,^,  &C.. 
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. On  connoîtra  par  ce  moyen , quand  on  voudra  chercher  la 
racine  2',  3*,&c.  d’une  grandeur  complexe  incommenfura- 
blc , le  nombre  des  termes  qu’on  doit  fuppofcr  dans  l’expreflioa 
indéterminée  de  la  racine;  car  ayant  remarqué  par  exemple, 
qu’un  binôme  a pour  quatre  un  binôme,  qu’un  trinôme  a pour 
quarré  un  quatrinome,  qu’un  quatrinome  a pour  quatre  une 
grandeur  complexe  de  iêpt  termes , &c.  (on  fuppofê  qu'il  n’y 
a de  figne  radical  que  ^ > ) quand  on  voudra  chercher  la  raci- 
ne quarrée  d’une  grandeur  incomraenfurable , par  exemple  de 
fcpt  termes,  il  faudra  fuppoièr  que  l’expreffion  de  la  racine  a 
quatre  termes;  & ainfi  des  autres.  11  faut  cependant  remar- 
.quer  qu’une  grandeur  complexe  incommenfurable , dont  les 
grandeurs  qui  font  fous  les  lignes  radicaux  dans  tous  les  termes, 
n'ont  aucun  divifeur  commun  , étant  élevée  à une  puiffancc 
quelconque,  cette  puiflànce  aura  plus  de  termes  que  n’en  aura 
une  fêmblable  puifTance  d’une  autre  grandeur  complexe  in- 
.commenfurable  d’un  même  nombre  de  termes  que  la  premie- 
,re,  mais  dont  les  grandeurs  qui  font  fous  les  lignes  radicaux, 

. ont  des  divilêurs  communs . Par  exemple  le  quarré  de 

-V-  a fept  termes,  mais  le  quarré  dcy/f-^i/g 

"^y/fh  ^y/gb,  n’a  que  quatre  termes;  & le  quarré  de  — / 
-^y/g  •^y/fg,n^  que  trois  termes.  Ces  remarques  aide- 
ront  à déterminer  le  nombre  des  termes  que  l’on  doit  fuppo- 
fer  dans  l’exprelfion  indéterminée  de  la  racine  qu’on  cherche; 
& les  remarques  qu’on  pourra  faire  fur  les  lignes  radicaux  des 
grandeurs  complexes  incommenfurables  qu’on  aura  élevées  aux 
puilTances  2*,  3*,  4*,  &c.  ferviront  à faire  connoltre  les  lignes 
radicaux  qu’on  doit  fuppoferdans  l’exprelTion  indéterminée  de 
la  racine  qu’on  cherche. 

II. 

La  fécondé  difficulté  qu’on  trouve  en  cherchant  les  raci- 
nes des  incommenfurables  complexes  fuivant  la  méthode, 
cH  fur  la  comparaifon  des. termes  de  la  propofée  avec  les 
termes  correljxindans  de  Ibn  expteffion  indéterminée  ; car 
dans  laplûpart  des  cas,  furtout  lorlqu’ils  font  fort  compofés, 
on  a de  la  peine  à bien  diHinguer  les  termes  correfpondans  . 
Voici  ce  qu’on  doit  feire  pour  ôter  cette  difficulté:  Il  faut 
prendre  par  ordre  des  incommenfurables  complexes  en 
nombres,  i",  avec  le  ligne  radicaiy ; 2*,  avec  Je  ligne/; 
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& ainfi  de  fuite , & mettre  de  l'ordre  dans  les  termes , met- 
tant , par  exemple , le  {^us  petit  au  premier  terme,  cdui  qui 
ùxrp'düe  immédiatement  le  plus  petit , au  fécond  terme  ; ôc 
ainli  de  fuite . Il  âut  prendre  à même  temps  une  incommen- 
fùrable  complexe  en  lettres  avec  les  mêmes  ugnes  radicaux,  & 
qui  ait  le  même  nombre  de  termes;  par  exemple  II  l’on 
prend  «h  1^5  on  prendra  à même  temps 

v^f  -4-  . 11  faut  élever  l’un  & l’autre  fucceffi- 

vcment  aux  puiflànces  2',  3%  4*,  &c.  & fuppofant  que  les  let- 
tres du  quadrioome  littéral  répondent , félon  l’ordre  où  elles 
font,  aux  nombres  du  quadrinome  numérique,  & qu’elles  les 
reprefentent , on  remarquera  avec  attention  dans  chaque  puif- 
lânce , quelles  font  les  grandeurs  numériques  correfîx>ndantes 
aux  grandeurs  littérales;  ce  qui  fera  facile  à diflinguer:  on  re- 
marquera auffidans  les  puiflànces  de  la  grandeur  complexe  nu- 
mérique, l’ordre  fuivant  lequel  il  faut  arranger  les  termes, 
afin  qu’ils  fbient  correfpondans  à l’ordre  naturel  des  termes  de 
la  fêmblablc  puiflance  de  la  grandeur  complexe  littérale  . Si 
l’on  prend  la  peine  de  fe  rendre  ces  operations  familières , en 
faifànt  plufieurs  exemples  de  la  maniéré  qu’on  vient  de  l’indi- 
quer , on  diflinguera  aifément  en  pratiquant  la  méthode , quels 
fljnt  les  termes  correfpondans  de  l’expreflion  iodétenxiinée , & 
de  la  grandeur  propofée. 

IIL" 

Il  arrive  fbuvent  qu’on  trouve  beaucoup  plus  d’équations 
particulières , qu’on  n’a  fuppofé  de  grandeurs  indéterminées 
dans  l’expreflion  indéterminé  de  la  racine  qu’on  cherche; 
dans  ces  cas  le  plus  court  efl , quand  on  a trouvé  les  valeurs 
des  indéterminées  par  autant  d'équations  qu’on  a fuppofé 
d’indéterminées  , de  fubflituer  ces  valeurs  dans  l’expreflion  de 
la  racine,  & de  l’élever  enfuite  à la  puiflance  de  la  propofée, 
c’eft  à dire  au  quarré,  fi  on  cherche  une  racine  quarrée  : à la 
troifiéme  puiflance  , fi  on  cherche  une  racine  cubique , &c. 
car  fi  on  trouve  que  cette  puiflance  de  la  racine  qu’on  cher» 
che  , foit  la  même  grandeur  que  la  propofée  , on  a trouvé  la 
racine  qu’on  cherchoit  ; fi  cela  n’arrive  pas , il  faut  chercher 
d'autres  valeurs  des  indéterminées,  & continuer  jufqu’à  ce 
que  cela  arrive. 

H 
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IV. 

Quand  l’indéterminée  qui  fert  d’inconnue  à l’équation 
dont  il  eft  parlé  dans  le  troifiéme  article  de  la  méthode , 
qui  ne  contient  que  cette  feule  indéterminée  , quand  , dis-je  , 
cette  indéterminée  n’a  pas  de  valeur  commenfurable  dans 
cette  équation  , il  faut  cefler  la  recherche  de  la  racine  qu  on 
cherchent}  & il  fuffit  de  mettre  au-devant  de  la  propofee 
le  ligne  radical  avec  l'expofant  de  la  racine  qu’on  cher- 
choit  ; par  exemple , ü l’on  cherchoit  la  racine  cubique  de 
y^a  •^y'h  y il  fufliroit  d’écrire  -if  y'a 

Exemple  VI. 

Où  r OH  fait  r application  des  remarques  précédentes . 

5 OIT  propofé  de  trouver  la  racine  quarrée  de  la  gran- 
deur complexe  incommenfurable  15  ''i8-*‘v'^40 

•*-v'x40-t-y56-+-v^20,  qui  a fept  termes . 

1®.  Il  me  faut  chercher  une  grandeur  complexe  incommetw 
furable,  qui  reprefente  d’une  maniéré  indéterminée  la  racine 
que  je  cherche,  & dont  le  quarré  contienne  fept  termes;  Pour 
trouver  combien  cette  racine  elle-même  doit  contenir  de  ter- 
mes, jéleveau  quarré  le  trinôme /-t-yg  h- /A,  & trouvant 
que  le  quatre  ne  contient  que  quatre  termes,  je  prens  le  qua- 
drinome/  'g  -+-  ,/h  -f-ÿ/ , je l’éleve  au  quarré , ik.  trouvant 
que  fon  quarré  ff<^  g ^ h i -y-  2//^  2fy/h  •+■  if^/i 
2\^gh  iVhiy  contient  fept  termes,  cela  me  tait 

juger  que  je  dois  fuppofer  pour  l’expreflion  indéterminée  qui  re- 
prefente la  racine  que  je  cherche,  un  quadrinome  indéteriminé, 
comme l’élever  au  quarré,  & j’aurai 

ff  "*"g  <■  -4-  2f<^g  •+•  ifVi  2y/gh  -♦»  2y/^i 

2 ÿ/hi , qui  reprefente  d’une  maniéré  indéterminée  la  gran- 
deur Complexe  propoféc  15  -4-^8  *4- , &c. 

2®.  Pour  dillinguer  les  termes  correfpondans  de  ces  deux 
grandeurs  complexes , l’une  littorale  & l’autre  numérique  , 
que  je  fuppofe  égales , je  prens  un  quadrinome  numérique 
V I ou  bien  i -4*  y/ 2 •+•  y/i  J > que  je  range  de  maniéré 
que  la  plus  petite  grandeur  foit  la  première  , & enfuite  celle 
qui  eft  immédiatement  plus  grande  } & ainfi  de  fuite  : je  la 
fuppofe  reprefentée  par  le  quadrinome  littéral 
•4-//,  de  maniéré  que /reprefente  \,Vg  reprefente  /i,  & 
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ainfi  de  fuite  : j’élcve  l’une  & l’autre  au  quatre , & ordon. 
nant  les  termes  dans  leqiiarré  numérique  dans  le  même  or- 
dre que  dans  le  quarré  littéral  , je  trouve  ii  -♦«  i^8 
H-/zo  v^24  -H  (/tfo,  qui  eft  reprefenté  par ^ 

H-  À i ^^f^g  •+•  ^fy'h  -t-  2/i^i**-  xv'gh  ik'A/; 

& en  remarquant  avec  attention  les  termes  correfpondans  , 
je  vois  que  la  fomme  de  tous  lesquarrés  des  termes  ^•4-^ 
•+•  /»-*•<,  reprefente  la  fomme  des  quarrés  des  termes  qui 
doit  être  1 1 ; que  reprefente  y/%  \ 2 f^b  reprefente  -/m 
& ainfi  de  fuite . Cela  me  fait  voir  qu’il  faut  ordonner  les 
termes  de  la  grandeur  propofée  de  maniéré  qu’ils  aillent  de 
fuite  en  augmentant , & elle  fera  i$  -4-  y/8  -♦-^10^  y 28 
v^40  -4-  ^ 140  ; & alors  les  termes  correfpondans 

feront  de  fuite , & j’aurai  les  équations  fliivantes/jf -4-  ç -4- 

-*-i=  I J,  2f/g  = /8,  ify/b  = y/io,  lf</t  = /28,  2 /gÔ 
= v/40,  2/g»= = , 

3°.  Les  termes  correfpondans  étant  ainfi  diflingués , il  ne 
faut  plus  que  dégager  les  indéterminées  regardées  comme 
inconnues , ce  qui  eli  facile  en  ôtant  d’abord  les  incommen- 
furables , & opérant  enfuite  à l’ordinaire  ; & l’on  trouvera 
par  l’équation  ^ffg  = 8 , que  ff  = ^i  par  l’équation  ^ffb 
= 20  , que  Jf  = \ i par  confequent  i = = 

on  trouvera  par  l’équation  ^ffi  = 28 , que^  —r>  P®*'  cot'* 
fequent  iion  trouvera  par  l’^uation 

^gh  = 40  , que  g = -tj-;  comparant  cette  valeur  de  g avec 
g=zjh,  on  aura  -~~  = ^ h’,  d’où  l’on  déduira  bb  ■=■  aj  i 
& /(  = 5 ; on  fubflituera  cette  valeur  de  h dansg  = f A , & 
l’on  trouvera  g ==  2 ; on  fubflituera  cette  valeur  de  g dans 
ff  =zj  , l’on  aura  /jf  = i , & /*  ==  i ; enfin  on  fubfti- 

tuera  la  valeur  de  g dansg  = f f , & l’on  trouvera  / = 7. 
On  fubdituera  ces  valeurs  de/,  g,  b,  i,  dans/ v^g-** 
y/i,ôc  l’on  aura  i “4-  y/ 2 *4-  ^5  V^7  pour  la  racine  de  la 

propofée  1 5 -4-  y^8  -4-,  &c.  car  en  élevant  r -4-  -4-  >^5  -4*  y^7 

au  quarré  , on  trouve  la  propofée  i y -4-  v^8  -4-  , &c. 

Exemple  VIL 

Pour  trouver  la  racine  cubique  de  la  grandeur  complexe 
incommenfurablc  10  -4-  24  -4-  ^486  -4-  ^540  •+•  6480 

•4- dirais  >+*^i3jo  «4-^202y , qui  a huit  termes  ; l'.ilme 
faut  chercher  une  grandeur  complexe  incommenfurable  qui 

L1  ij 
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reprefentc  d’une  manière  inclctcrminee  la  racine  de  la  pro« 
pofée  ; pour  la  trouver  , i’éleve  un  trinôme 
à la  troifiéme  puiffancc  i & voyant  que  fa  troifiéme  puiflànce 

3///?  -4-  l^fgg  3^#  ■*“  W t 
-f  x^fhii  •+•  i</ghhy  contient  huit  termes , je  fuppofe  que 
^ y/ ^ i'b  reprefente  d’une  maniéré  indéterminée  la  raci- 
ne que  je  cherche  , & que  la  troifiéme  puiflànce  f-x-g’^h 
3 '^ffg  reprefente  la  propofee. 

Z*.  Pour  découvrir  quels  font  les  termes  correfpondans  de 
la  prôpofée  & de  la  grandeur  qui  la  reprefente,  & que  je 
lui  fuppofe  égale  , jeleve  plufieurs  trinômes  numériques  , 

comme  *'5,  &c. 

à la  troifiéme  puiflànce  j & faifant  mes  remarques  fur  les  trou 
fiémes  puiflances  de  tous  ces  trinômes,  que  je  regarde  com- 
me reprclcntécs  par/  ■*-g-+‘é-4-3d05^^>  je  vois  que 
leur  plus  grand  terme  cft  reprefenté  par  6y/gè,  & que  i^ggb 
reprefente  dans  quelques-unes  le  plus  grand  terme  apres  le 
précèdent,  & qu<^  dans  quelques  autres  il  cft  reprefenté  par 
^4/ghb  , & en  d’autres  par  i^fhb. 

J".  Je  compare  6//gf>  avec  le  plus  grand  terme  de  la  pro- 
pofée , & j’ai  la  première  équation  ô^fgh  = i/ 6480  ; je  cotiv 
pareyiozy  avec  ^i/ghb,  & j’ai  la  fécondé  équation  li/gbb 
= ^2025;  je  compare  ^1350  avec  ^y/fhb,  & j’ai  la  troifié- 
me  équation  3 ^fbh  = ^1350;  je  dégage  les  inconnues  à l’or- 
dinaire , & je  trouve/=  a , g = 3 , é = 5» 

4°.  Jefubftitue  ces  valeurs  de /,  g,  h y dans  la  racine  que 
i’ai  fuppofée,&jc  trouve  y^b=. ^2  5» 

J’éleve  cette  racine  à la  troifiéme  puiflànce  , dSc  je  trouve  que 
fà  troifiéme  puiflànce  eft  la  propofee  10  -v-  ^324  &c.  d’oîi 

je  conclus  que  ^2-*-^3-*-^Seftla  racine  de  la  propofée . 

Avertissement. 

la  troifiéme  puiflànce  de  la  racine  que  j^ai  trouvée  n’avoît 
pas  été  la  grandeur  propofee,  j'aurois  changé  la  féconde  & la 
troifiéme  équation  en  comparant  ^y/ghhSx.  3^/”/)^  fucceflive- 
ment  avec  les  plus  grands  termes  , jnfqu’à  ce  que  j’eulTc  trou- 
vé les  valeurs  des  indéterminées  de  la  racine  fupjwfée , dont 
la  troifiéme  puiflànce  eût  été  la  grandeur  propofée , ce  qull 
faut  entendre  dans  l’exemple  fixiéme»  & dans  tous  les  autres 
qui  peuvent  fe  prefenter , 
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ANALYSE  COMPOSEE, 

O U 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fc  réduifent  à des  équations 
compofées . 

LIVRE  VI. 

De  r^pproximation  des  racines  des  équations  numériques. 
AVER  TISSEMENT. 

On  a expliqué  dans  le  quatrième  Livre  la  maniéré  de  trou, 
ver  les  racines  des  équations,  lorfqu’elles  font  commcnfurablesj 
dans  ce  cas  , il  cft  inutile  de  les  chercher  par  approximation  ; 
On  a aulli  donné  au  même  endroit  la  méthode  de  réduire  une 
équation  compofée  aux  équations  plus  fimples  dont  elle  efl: 
compufée , quand  les  produits  des  équations  linéaires,  qui  con* 
tiennent  les  racines  prifes  deux  à deux  , ou  trois  à trois , &c. 
font  des  grandeurs  commenfurablcs  ; Enfin  on  a donné  dans  le 
cinquième  Livre  le  moyen  de  trouver  en  plufieurs  cas  lesex- 
prcflions  incominenfurables , mais  exaébs , des  racines  incom- 
menfurables  des  équations  du  fécond  degré,  du  troi/ïéme,  du 
quatrième , &c. 

On  va  donner  dans  ce  fîxiéme  Livre  la  méthode  de  trouver 
les  valeurs  approchées  des  racines  incommenfurables  de  toutes 
les  équations  compofées  numériques,  & le  moyen  d'approcher 
ces  valeurs  auffi  prés  q^u’on  voudra  des  racines  exaéles , qu'oû 
ne  peut  pas  avoir  dans  la  derniere  jufleffe. 

• On  expliquera  dans  le  feptiémç  Livre  les  méthodes  d appro- 
ximation  des  racines  des  équations  littérales  ou  algébriques. 

L1  iij 
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'■'SECTION  I. 

Où  i'cn  c.vj'^tjnr  les  ptinc'spet  d'où  dépend  la  méthode  de 
trouver  pour  (baipt-e  racine  d'une  é</  ation  m.menque  > 
compofée  , deux  grandeurs.  , dsnt  l'une  fait  moindre  , dr 
l'autre  plus  grande  que  ut  te  racine. 

D e'  F I N I T 1 O N I. 

L ES  grandeurs  entre  lefquelles  (c  trouvent  les  racines  d’une 
équation  , feront  nommées  les  limites  de  ces  racines.  Si 
l’on  fuppofe  , par  exemple  ^ toutes  les  racines  d’une  équation 
réelles  & inégales  , & que  l’on  nomme  pat  ordre  la  première 
celle  qui  e(l  la  plus  petite  ; la  féconde  , celle  qui  eft  immédia- 
tement plus  grande  que  la  première , & ainfi  de  fuite;  d’au- 
tres grandeurs  dont  la  première  eft  moindre  que  la  plus  petite 
racine , la  fécondé  la  furpaflè  , mais  elle  eft  moindre  que  la 
fécondé  racine»  & ainll  de  fuite:,  ces  autres  grandeurs  (bot  les 
imites  des  racines. 

D e'  F I N 1 T I O N IL 

V^î  AND  les  racines  d’une  équation  font  leslimitesdes  raci- 
nes a’une  équation  propofée,  on  la  nommera  l'équation  des  //-  . 
miter. 

Corollaire. 

I jORSQUE  les  racines  d’une  équation  font  les  limites  des 
racines  d’une  autre  équation  , il  eft  évident  que  les  racines  de 
cette  fécondé  font  aufft  les  limites  des  racines  de  la  première 
équation. 

A 

THEOREME  I. 

Première  Partie.. 

..s.  J}  l'on  fssbflitue  une  grandeur  connue  quelconque  po/stive,  dis 
place  de  l'inconnue  dans  une  équation  compojée,  la  fomme  connue 
de  toutes  les  grandeurs  de  téq nation  , après  la  fufsflitution  , ejl 
precifément  le  refte  tout  connu  qu’on  trouveroit  en  divifant  i é- 
quation  par  l'inconnue  linéaire  moins  cette  grandeur  connue . 

P A R exemple  , (i  on  fubftitue  la  grandeur  connue  pofitive 
a dans  — nxx  j = o,  la  fomoie  toute  connue 
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— fiaa  ^pa  q qui  vient  de  la  fub^itutlon  > cft  prcci- 
fcmcnt  le  relie  qu’un  trouve  en  divilant  — nxx  -4-  px 
•4-^  = 0,  par  X — d = O ; car  en  faifant  la  divilion  j 


comme  on  le  voit  ici,  < *>  •—  » nxx  r p*  y r x—> 

U -fl  » «Jt*  — I nxx  px  'j  XX— 

•+“  { Ü<IX 


on  trouvera  que  le 
Telle  de  la  divifion 


•*“  pn  j 

— nas 

^ I 


XX*-— 


eft  a*  — »aa  fa  ^ q. 


U n’y  a qu’à  faire  plulieurs  operations  femblables,  & ie  les 
Tendre  familières,  pour  en  voir  la  railbn,  qui  paroîc  par  l’ope- 
ration même . 


Seconde  Partie  du  premier  Théorème. 

^^^7  /'on  fublUti  e une  prandeur  négative  — tl  2 la  place  de  Ttn- 
connue  dam  tme équation,  la  fomme  toute  connue  qui  naîtra  de 
la  fubflitutton,  fera  preclfément  le  refle  tout  connu  quon  trouve- 
ra et*  divifant  la  meme  équation  par  x -4«  a = o. 

Xl  n’y  a qu’à  faire  l’opération  pour  en  découvrir  la  raifon . 
Corollaire. 

_£L  fuit  de  ce  Theorême  que  c’eft  la  même  chofe  de  fubfli- 
tuer  une  grandeur  -4«  ou  — au  lieu  de  l’inconnue  dans  une 
équation  , ou  de  divifer  cette  équation  par  l’inconnue  moins 
ou  plus  la  grandeur  <r,  & que  l’un  revient  à l’autre,  puilqu’oo 
trouve  la  même  cholêi  ce  qui  Xê  doit  entendre  dans  la  fuite. 


THEOREME  II. 

Première  Partie. 

Y J A fomme  toute  connue  qui  vient  de  la  fuhfîitut'nn  d une 
grandeur  connue  pofitive  quelconque  -4-  a , « /<i  place  de  l'incon- 
nue  d'une  équation , par  exemple  x’  — nxx  ^ px  -4-  q = o , 
efi  precifément  le  dernier  terme  de  la  tram  formée  quon  trouve- 
rait en  fuppofant  X = Z •4»  a , & mettant  z •4>  a üm  lieu  de  x 
dans  l’équation. 

R cette  transformée  feroit  -4-  lan  ■*“ ** 

— nxx  = O — — inaz — "ad 

’x^px  = ^pa 

-4-f  = -4-y, 

dans  laquelle  on  voie  que  le  dernier  terme  d>  — naa  pa 
q,  e(l  precifément  la  fomme  qui  vient  de  la  fubftitutico 
de  «4>  d au  lieu  de  a’,  dans  la  propofée. 
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11  n V a qu'à  fc  rendre  cette  operation  familière  par  pluficurs 
exemples,  pour  en  voir  la  raifon , qui  paroît  par  l’operation 
meme. 


Seconde  Partie  du  fécond  Thcorcmé . 
fomme  toute  connue  qui  viendro'it  de  la  fuhftltuttott  de  la 
grandeur  négative — a,  au  lieu  de  x dans  une  équation  y [eroit 
precije'ment  le  dernier  terme  de  la  transformée,  qu'on  trouveroit 
en  fuppofant  k=z  — a y & en  fuhfituant  dans  iapropofée  z — a 
fl«  lieu  de  X. 


Xl  n’y  a qu’à  faire  l’operation  pour  en  voir  la  raifoa 

A 

THEOREME  III. 

ito.  Les  racines  de  la  transformée  d'une  équation  quelccnque 
(jui  vient  de  la  fubjlitution  z a = x,  à la  place  de  fin- 
connue  x , font  les  racines  mêmes  de  la  propofée  / mais  les  raci- 

•3  8.  «fi  pofitives  de  la  propofée  font  diminuées  de  la  grandeur  a * 
dans  la  transformée,  & les  racines  négatives  de  la  propofée  font 

*38.  augmentées  de  la  même  grandeur  a * dans  la  transformée. 

j^ïNsi  fuppofé  que  toutes  les  racines  de  la  propofée  foient 
pofitives,  les  racines  de  la  transformée  font  toutes  les  différen- 
ces de  la  grandeur  a d’avec  chacune  des  racines  de  la  propofée. 

• 38.  Ce  Theorcme  a été  démontré  dans  le  troifiéme  Livre . 

Corollaire  I. 

I Z I,  X_|E  dernier  terme  de  la  transformée,  dont  on  vient  de  par- 
ler, étant  le  produit  de  toutes  les  racines  de  la  transformée  i 
& ces  racines  étant  les  différences  de  la  grandeur  a d’avec 
chacune  des  racines  de  la  propofée , qu’on  fuppofe  toutes  po- 
fitives , il  eff  évident  que  le  dernier  terme  de  cette  transfor- 
mée eà  le  produit  de  toutes  les  différences  de  la  grandeur  a 
d’avec  les  racines  de  la  propofée. 

Corollaire  II. 

1 2. Z.  ]VXa  I s en  fubffituant  h-  a dans  la  propofée  à la  place  de  at, 
la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  eft  le  dernier  terme  de 
la  transformée  dont  on  vient  de  parler  j c’eft  pourquoi  en 
fubftituant  une  grandeur  quelconque  -t-  a dans  une  équa- 
cion  propofée , dont  toutes  les  racines  font  pofitives  , à la 


Digitizedt)y  Google 


Livre  VI.  273 

place  de  y , la  fomme  toute  connue  qui  vient  de  cette  fubfti. 
tution  , efl  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre 
la  grandeur  fubdituêe  a & les  racines  de  la  propofée . 

' Ce  Corollaire , c’eft  à dire  que  la  fômmc  ,toute  connue  qui 
vient  de  la  fubditution  dune  grandeur  connue  a,  au  lieu  de 
Tinconnue  de  l’équation  , eft  precifément  le  produit  de  toutes 
les  diflfcrences  qui  font  entre  <*  & les  racines  de  la  propofée , 
qu’on  fuppofe  toutes  pofitives,  fe  peut  démontrer  de  cette  au- 
tre maniéré . 

Suppofé  que  les  racines  d’une  équation  foient  è,  c,  ainfî 
les  équations  linéaires  dont  elle  eft  compofée , font  x — b 
= 0,  X — c = o,  X — d = o . Si  on  met  une  grandeur 
connue  a au  lieu  de  x , elles  feront  changées  en  4 — b = o, 
a — f = o,  a — <1=0.  Le  produit  de  ces  trois  quantités 
a — h i a — c y a — à y eft  évidemment  la  même  qu’on 
trouveroit  Ci  l’on  fubftituoit  4 au  lieu  de  x dans  l’équation 
compoféc  ’ — bxx , &c.  qui  eft  le  produit  des  trois  équa- 

— exx 

— dxx 

lions fimples  x — b—o,  a?  — e = o,  x — d — o.  Mais 
il  eft  évident  que  le  produit  des  trois  quantités  4 — b,  a — c, 
a — d , eft  le  produit  des  trois  différences  qui  font  entre  h 
grandeur  4 & les  trois  racines  , c,  d de  la  propofée  : donc 
11  l’on  fubfticue  une  graxideiir  <r  au  lieu  de  l’inconnue  d’une 
équation  dont  toutes  les  racines  font  pofitives  , la  fomme 
toute  connue  qui  en  vient,  eft  le  produit  des  différences  qui 
font  entre  a & les  racines  de  l’équation . 

R E M A R Q^U  E S. 

I.  . 

la  grandeur  4 qu’on  fubftitue  à la  place  de  Tinconnue 
dans  une  équation  dont  toutes  les  radnes  font  pofitives , eft 
zéro  > ou  une  grandeur  moindre  que  la  plus  petite  des  rad- 
nes , il  eft  évident  que  toutes  les  différences  o — b,  o — c, 
O. — d,  ou  a — & , 4 — c,  4 — d,  font  toutes  négatives  , 
& ont  les  mêmes  lignes  • — qu’ont  toutes  les  racines  dans  les 
■ équations  linéaires  x — b — o,  x — c = o,  x — d = o-: 
par  confequcBt  le  produit  de  toutes  les  différences  , c’eft  à 
dire  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubftitution 
de  4 au  lieu  de  x dans  l’équation , aura  le  même  ligne  que 

Mm 
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Si  la  grandeur  a furpaffe  la  petniere  racine  qui  cft  la  plus 
ptitc,  & qu’elle  foit  furpafféc  pr  la  fécondé  racine,  il  eft 
évident  que  la  première  difièrence  a — t eft  pofitive  , & 
que  toutes  les  autres  a — Cy/t  — </,  font  négatives:  pr  con- 
fcquent  le  produit  de  toutes  les  diffcrenccs  a — b y a — c ^ 
a — d y qui  cft  la  (bmme  qui  vient  de  la  fubnicution  de  4 
au  lieu  de  x dans  l'équation,  aura  un  figne  diHêrent  de  celui 
du  dernier  terme  de  réquatioQ.  ■<  • 

III.  ; 

Si  la  grandeur  4 furpHè  les  deux  premières  racines,  & 
qu’elk  foit  moindre  que  la  troifiéme  , il  eA  évident  que  les 
deux  pemiercs  différences  a — fc,  a — r , feront  ptitives, 
&.  que  la  troifiéme  a—d  fera  négative,  & les  autres  fui  van* 
tes,  fi  l’équation  eft  du  quatrième  ou  cinquiéoae  degré,  &c< 
pr  confèquent  le  produit  de  toutes  les  différences , qui  eff 
la  fômme  qui  vient  de  la  fubffitution  de  4 au  lieu  de  x dans 
l’équation,  aura  lui  figne  diffèrent  du  précèdent  ; c’eff  à dû 
re,  k même  figne  que  le  dernier  terme  de  l’équation. 

Corollaire  III.  FONDAMENTAL. 

113.  En  continuant  k même  raifonnement  , on  verra  qu’en 
prenant  fucceflivement  a pour  les  grandeurs  entre  lefquella 
les  racines  d’une  équation  quelconque , dont  toutes  les  raci* 
nés  font  pficives , font  des  grandeurs  moyennes  ; & fubfti- 
tuant  fucceffivement  ces  graveurs  a au  lieu  de  l’inconnue 
dans  l’équation  propfée en  commençant  par  celle  qui  cft 
moindre  que  la  plus  ptite  racine , les  femmes  toutes  con- 
nues qui  vierxlront  des  fubftitutions  fucceffives , auront  al- 
ternativement k figne  du  dernier  terme  de  l’équation  & foo 
figne  oppfe,  c’eft  à dire<f>  & — datrs  les  équations  des 
degrés  pirs  -,  comme  du  fécond  , du  quatrième  , du  fixié- 
me,  &c  & — & -♦-  dans  ks  équations  des  degrés  impairs. 
Si  l’on  fubftitue  à la  place  de  l’inconnue  d’une  équation  , 
dont  toutes  les  racines  font  pfitives , une  grandeur  pfitivc 
O y qui  furpfle  la  plus  grande  des  racines  de  l’équation , 
la  fomme  tCHite  connue  qui  viendra  de  la  fubftitution,  aura 
toujours  k figne  •«-;  car  cette  ft>mme  eft  k poduit  de  tou- 
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tes  les  différences:  qui  font  entre  la  grandeur  fubftituée  & tou- 
tes les  racines  de  l’équation;  & comme  cette  grandeur  eft  fojv 
pofée  plus  grande  que  toutes  les  racines , toutes  ces  diflcrences 
auront  chacune  le  hgne  leur  produit  aura  donc  le  figne-^. 

Corollaire  IV. 

r 2. 4.  Jl  fuit  de  là  & du  fécond  Theorême , que  fi  l’on  transforme 
une  équatioa  propoféc,  en  fuppofant  fon  inconnue 
& fubltituant  ^ au  lieu  de  x dans  la  propofee,  quand  le 
figne  du  dernier  terme  de  la  transformée  fera  le  même  que  ce- 
lui ^u  dernier  terme  de  la  propofee,  la  grandeur  «i,  dont  les  ra- 
cines pofitives  font  diminuées , lèra  moindre  que  la  plus  petite 
racine  de  la  propofée  , ou  qu’elle  furpaffera  un  nombre  pair 
des  racines  pofitives  de  la  propofée , comme  deux  ou  quatre , 
iScc.  Mais  fi  le  dernier  terme  de  la  transformée  a un  figne  dif- 
ferent de  celui  du  dernier  ternie  de  la  propoféc,  la  grandeur  a 
furpaffc  ncceffairement  la  moindre  racine  pofitive  de  la  propo- 
lee  ; mais  elle  en  peut  auffi  furpalTct  ua  nombre  impair , corn- 
me  trois,  cinq,  &c.. 


Corollaire  V- 


I2J 


, l’on  fubfiitue  fucccffivemenr  une  grandeur  n^ative  — 4 
dans  une  équation  dont  toutes  les  racines  font  négatives  & 
differentes  , à la  place  de  rioconnue  ,,  & qu'on  commence 
par  fubftituer  une  grandeur  — a moindre  que  la  plus  peti- 
te des  racines  négatives  ,,  & enfuite  une  grandeur  — a plus 
grande  que  la  première  racine  négative  , mais  moindre  que 
la  féconde,  & ainfi  de  fuite,  les  fommes  toutes  connues  qui 
viendront  des  fubfiitutions  focceffives  , auront  alternative- 
ment  les  fignes  i ^ 

La  démonfiration  ell  fi  facile  après  celle  qu’on  a donnée- 
pour  le  cas  oh  les  racines  font  toutes  pofitives , qu’il  efl  inu> 
ôle  de  la  mettre. 


^ TheoremeIV 

I Z 6 A N D toutes  les  racines  d une  équation  font  négatives  &" 

réelles,  Ji  ton  fubftitue  unegrandeur  pofitive  quelconque  •*•4  a» 
lieu  de  l'inconnue , la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fvbfih 
tution  , auratoujours  lefigne-^ ; Et  quand lesracmesjonttoutei 
pofitives ^ fil'onfuhfiitue  uneg^andeurnégative  quelconque 

M m ij 


Analyse  d e m o m t r e. 

au  Ut  U de  r inconnue  f la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra,4tt^ 
ra  toujours  le  meme  jigne  quavoit  le  dernier  terme  de  l'équatnn. 

Ce  Thcorcmc  eft  évident  après  tout  ce  qui  précède . 

A 

^ THEOREME  V. 

* ^7"  U AND  toutes  les  racines  d'une  équation  font  égales,  quel 
les  font  en  nombre  pair,  & quelles  font  toutes  pofstives  ou  toutes 
négatives , ou  bien  un  nombre  pair  de  pofstives , & un  nombre 
pair  de  négatives,  fs  l’on  fubjhtue  une  grandeur  a foit  pofsthe  ^ 
fait  négative,  moindre  ou  plus  grande  que  chaque  racine  égale, 
la  fomme  qui  viendra  de  la  fubftitution  fera  toi'jours  poftive , 

Démonstration. 

Soient  les  équations  linéaires  dont  l'équation  eft  compo» 
fée  X — b = O,  X — b = o,  x ■ — b = o,  x — b = o, 
ou  bien  x — b=o,x  — b = o,  x b = o,  x^b  = cn 
fl  l’on  fubftitue  dans  chacune  de  ces  équations  linéaires  une 
grandeur  -*■  a moindre  ou  plus  grande  que  la  racine  b , l'on 
aura  a — b,  a — b,  a — b,  a — 6;  ou  bien  a — b,  a — b, 
a b,  a b. 

i”.  Il  eft  évident  que  fi  a e(ï  moindre  que  b , les  quatre 
grandeurs  a — b,  a — b,  a — b,  a — b , font  négahves  ; 
ain/ï  leur  produit  tout  connu  fera  pofltif . Si  a furpafte  b , ' 
les  quatre  grandeurs  a — b , a — b , a — b,  a — b,  font 
toutes  polkives , ainft  leur  produit  fera  polîtif. 

2°.  Si  eft  moindre  que  b , les  deux  grandeurs  4 — l , 
a — h , /but  négatives  ; ainft  leur  produit  qui  eft  pofttif , 
étant  multiplié  par  les  deux  autres  qui  /ont  pofttives  a-^b  , 
a*sr‘b  , donnera  un  produit  pofttif.  Si  a furpafte  b , les  qua^ 
tre  grandeurs  — b,  a — b,  a^^b,  a-*-b,  /ont  pofttives, 
tlinft  leur  produit  eft  pofttif. 

Mais  il  eft  évident  que  le  produit  des  quatre  grandeurs 
a — b,  a — b,  a — b,  a — b,  & celui  des  quatre  4 — b, 
a — b,  a>^h,  a-^h,  /ont  precifément  les  fommes  toutes 
connues  qui  viendroient  en  fubftimant  la  grandeur  a au  lieu 
de  X dans  l’équation  compo/ee  des  équations  linéaires  x — -b 
X — t = X — b~o,  X — b—o,  ou  deséqua- 
tions lineaiies  x — b — o,  x — b = o,  x’^b=-o,  x’^'b 
s=  o;  donc , &e. 

; La  démonftration  fe  fera  de  la  même  maniéré  , ft  l’oo 
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fubftitue  la  grandeur  négative — a moindre  ou  plus  grande 
que  la  racine  égale 

Corollaire. 


J L cft  évident  que  ce  Theorême  eft  également  véritable 
par  rapport  à une  équation  compoféc  d’un  nombre  pair  de  ra- 
cines égales  qui  ont  un  même  ligne  •+•  ou — , & d’un  autre 
nombre  pair  d’autres  racines  égales  différentes  des  premières, 
qui  ont  auffi  toutes  le  même  ligne  , ou  le  même  ligne  — . 

' Remarc^ues  pour  le  Tbtoreme  fuivant. 

12,8.  Jl  faut  remarquer  fur  les  racines  imaginaires,  dont  on 
parlera  dans  ce  Theorême , qu'elles  font  toujours  en  nombre 
pair  dans  une  équation  compoféc  .*  • ip. 

2®.  Qu’elles  peuvent  être  de  deux  fortes  , ou  purement 
imaginaires  comme  dans  ces  équations  linéaires  x •+-  / — ai 
■=o,  X — — ai  = Oi  ou  contenir  une  partie  réelle , & 
l’autre  imaginaire  , comme  dans  celles-ci  x — — ic 

= O , X — i — — te  = O. 

3".  Qii’étant  toujours  deux  à deux  dans  une  équation 
compoféc  , li  l’une  eff  purement  imaginaire,  l’autre  l’elt  auffi  : 
fl  l’une  contient  une  partie  réelle  & l’autre  imaginaire , il 
faut  que  l’autre  contienne  la  même  partie  réelle  fous  le 
même  ligne  , & la  partie  imaginaire  fous  un  ligne  oppofé  ; la 
railbn  en  clt  qu’autrement  la  racine  imaginaire  paroîtroit  avec 
fon  ligne  dans  l'équation  compoféc  , où  l’on  fuppofe  qu’il  n’y 
en  parole  aucune. 

4*.  Dans  les  équations  où  la  racine  eft  purement  imaginai- 
re, comme  dans  a;  y — ab  — o,  x — - ^ — ab  =.o,  on 
pourra  dire  que  la  racine  imaginaire  de  la  première  eft  néga- 
tive , & celle  de  la  fécondé  politive  r mais  dans  les  équations 
îr* — -&•+■>/  — tc=Of  X — b-^y/  — bc=io,  on  dira  que 
les  deux  racines  font  pofirives;  & dans  les  deux  équations 
X fr ‘ bc^o,  x-^b  — — bc-=o,  qu’elles  font 
négatives,  ces  dénominations  étant  arbitraires. 

5°.  Une  équation  dont  les  deux  racines  font  imaginaires, 

& qui  a tous  fes  termes , comme  xx  — 2bx -^bb  = o,  ou 

•f^bc 

XX  •+•  2b X = O , contient  une  équation  de  deux  racine» 
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égales , toutes  deux  pofitives , ou  toutes  deux  négatives;  6ç 
de  plus  y elle  a dans  foti  dernier  terme  tout  connu  une  gran- 
deur pofitive  y outre  le  quarté  de  la  racine  égale  ; ainfi  fon 
dernier  terme , qui  eft  toujours  pofitif,  furpalTe 
le  dernier  terme  de  lequatioa  des  deux  racines  égales  xx 
dt  ^l>x  -t-  bè  d’une  grandeur  pofitive 

THEOREME  VI. 

S'  l'on  fubfïitue  fine  grandeur  a /o/t  pofitive , fait  négative  'p 
qui  Joit  moindre  que  la  partie  réelle  des  racines  imaginakes  , ' 

quand  elles  en  ont  une  y ou  qui  fait  plus  grande  y ou  quijui  fait 
égale  y dan:  une  équation  qui  a fes  deux  racines  imaginaires , d 
la  place  de  l'inconnue  x , la  fomme  toute  connue  qui  en  vien* 
dra,  aura  toujours  le  figne 

Démonstration. 

IjE  Theorême  eft  évident  par  lui-même,  quand  lesdeux^ 
racines  de  l’équation  font  purement  imaginaires , comme 
dans  XX  bc  = o\  2°.  quand  les  deux  racines  imaginaires 
ont  une  partie  réelle , qui  eft  toujours  la  même  , & avec  le 
même  figne , en  ôtant  du  dernier  terme  la  grandeur  pofitive 
qui  s y trouve  ,,  & laiftant  le  quarré  pofitif  de  la  partie 
réelle,  l'équation  aura  deux  racines  égales  & réelles  , toutes- 
deux  avec  le  même  figne  : donc  par  ce  qui  a été  démontré 
pour  les  équations  des  racines  égales  en  nombre  pair  & avec 
le  même  figne  , en  fiibftituant  ou  — a dans  cette  équa? 
tion  , la  femme  toute  connue  qui  en  viendra  aura  le  figne 
& fi  l’on  fubftitue  la  partie  réelle , qui  eft  la  racine  de  l’équa- 
tion qui  a fes  deux  racines  égales , la  fomme  toute  connue 
qui  en  viendra  fera  zéro:  donc  en  y ajoutant  la  grandeur 
pofitive  du  dernier  terme  , qui  eft  caufe  que  l’équation  a 
deux  racines  imaginaires , cette  fomme  aura  toujours  le  fi-- 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire  L 

S I une  équation  eft  compofée  de  quatre  , de  fix  , de  huit 
racines  imaginaires  , en  y fiibftituant  à la  place  de  l’inconnue 
une  grandeur  quelconque  a pofitive  ou  négative la.  fomme 
qui  en  viendra  aura  toujours  le  figne  . 

Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  du  fixiéme Théorème^ 
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Corollaire  IL 

^L  n’y  a aucune  grandeur  réelle  qui  étant  fubfticuée  à la  pla- 
cede  l’inconnue  d’une  équation  dont  toutes  les  racines  foncima* 
ginaires , donne  zéro  pour  la  fomme  Toute  connue. 

THEOREME  VIL 

O.  S-  une  équation  compofée  a plufieurs  racines  pofitives  & inéga- 
les , & quelle  en  ait  encore  de  négatives , quelle  en  ait  rrleme 
encore  légales  en  nombre  pair,  & qui  foient  toutes  pofitives  ou 
toutes  négatives , ou  qui  foient  pofitives  en  nombre  pair , & néga- 
tives en  nombre  pair;  qsé  enfin  elle  en  a't  encore  (fi  l’on  veut) 
d'imaginaires  y qui  font  toujours  en  nomhre  pair;  qu'on  fubfiitue 
fuccejfivement  dans  l'équation  compofée la  place  de  l’inconnue, 
une  grandeur  pofithe  a , i*.  moindre  que  la  plus  petite  det  pofiti- 
ves inégales;  x*. plus  grande  que  cette  première,  (S  moindre  que 
, la  fécondé  racine  pofithe , & ainfi  de  fuite  ,par  rapport  aux  feules 
pofitives  inégales  , les  fommes  toutes-connues  qui  viendront  eles 
fubfiitutions  fuccejfives  auront  alternativement  iesfignes’tr& — , 
fi  les  racines  pofitives  inégales  font  en  nombre  pair  ; & alternati- 
vement— Cÿ-+-,yî  les  racines  pofitives  font  en  nombre  impair- 

Démonstration. 

\^u’oN  conçoive  feparément  l’ëquatlon  compofante  des  ra- 
cines pofitives  inégales  , qu’on  nommera  A , pour  rendre 
la  démonflration  plus  claire  > & feparément  l’équation  com- 
■pofantc  des  racines  négatives , qu*on  nommera  B ; ôc  lêpa- 
rément  celle  des  racines  égales , qu’on  nommera  C ; & en- 
fin celle  des  racines  imaginaires,  qu’on  nommera  D.  Il  eft 
évident  par  le  troifiéme  Corollaire  fondamental  du  3*  Théo- 
rème, * que  les  fubfiitutions  fucceflives  des  grandeurs  <1  ,•  nj, 
telles  qu’on  les  a fuppofées  , dans  l’équation  yl  à la  place  de 
Tinconnue  x , donneront  fucccflivcment  des  fommes  qui  au- 
ront alternativement  »4-  & — , 011  — & -4-  : Il  eft  aufii  évi. 
dent  paroles  4*,  5*,*  6*  * Thewêmes,  que  les  mêmes* nff. 

grandeurs  fucceffives  a étant  fubftituées  fucceflivement  dans  * ' i7* 
les  équations  B,C,  D , les  fommes  qui  en  naîtront  auront 
toujours  le  ligne  -h  . Ainfi  le  produit  qui  naîtra  de  la  multi- 
plication d’une  fomme  connue  qui  vient  de  la  fubfiitution 

de  a dans  l’équation  A,  par  le  produit  des  trois  fommes 
\ 
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connues  qui  viendront  de  la  fubftitution  de  la  même  grandeur 
a dans  les  trois  équations  fi,C,  D,  aura  toujours  le  même  ligne 
que  celui  de  la  fomme  connue  qui  vient  de  la  fubflitution  de  a 
dans  l'équation  As  car  les  autres  fommes  de  ayant 

toujours  , leur  produit  par  la  fomme  connue  de  A aura  le 
ligne  de  cette  fomme. 

M.nis  il  eft  évident  que  le  produit  qui  vient  de  la  multi- 
plication des  fommes  connues  que  donnent  les  équations 
B C,  D,  par  la  fomme  connue  que  donne  l’équation  A,  eft  la 
Ibmme  toute  connue  quon  trouve  en  fubftituant  la-m^e  gran- 
deur a au  lieu  de  a-  dans  l’équation  compofe'e  des  quaTre  équa- 
tions A^  B,C,D.  Par  confequent  les  fommes  toutes  connues  qui 
naîtront  des  fubftitutions  fucceffives  des  grandeurs  a , telles 
qu’on  lésa  fuppofées,  dans  l’équation  compofée  des  quatre 
A,B,C,D,  au  lieu  de  l’inconnue  x,  auront  alternativement 
' -♦-  & , ou  — Ce  qu'il  fallait  démontrer . 

Corollaire!, 

S 1 en  fubftituant  deux  grandeurs  pofitives  connues  •¥  a Sc 
-ffr,  l’une  après  l’autre  dans  une  équation  quelconque,  à la 
place  de  l’inconnue  x , les  deux  fommes  connues  qui  en  naif- 
lênt  ont  les  fignes  oppofés  -♦-  & — , ou  — il  eft  certain 

qu’il  y a au  moins  une  racine  pofitive  de  cette  équation  entre 
ks  deux  grandeurs  a&ih\  c’eft  à dire , plus  grande  que  la  moin- 
dre des  deux,  & plus  petite  que  la  plus  grande  de  deux  gran- 
deurs aSc  l>. 

. Il  foudroie  conclure  la  même  chofe  fi  on  divifoit  la  même 
équation  par  x — d= o , & enfuite  par  * ^ = o , & que 

les  deux  divifions  donnalfent  deux  reftes  qui  euftènt  des  fignes 
• ii8.  oppofés.  * 

Corollaire  II. 

5 ï l’on  fubftituoit  — a y — b y l’une  apres  l’autre , à la 
place  de  X , ou  fi  l’on  divifoit  l’équation  par  x a = o , & 
par  X b =o y & filcs  deux  fommes  qui  naîtroient  des  fub- 
ftitutions , ou  les  deux  reftes  des  divifions , avoient  des  fignes  ^ 
•I  xî  - oppofés,  il  eft  certain  * qu’il  y auroit  au  moins  une  racine  né- 
& I »<>.^ative  entre  les  deux  grandeurs  a ôc  b y plus  grande  que  la 
moindre  des  deux  , & plus  petite  que  la  plus  grande  des  deux 
grandeurs  a ôc.  b.  > 

CoROLLAIRB 
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Corollaire  III. 

5 1 Ton  transforme  une  équation  en  deux  autres , i®.  en  fup- 
po/ânt  l’inconnue  de  l’équation  x = d , & fubftituant 
a zu  lieu  de  x dans  l’équation  ; 2°.  en  fuppofant  l’incon- 
nue x=>  , & fubftituant  ji  i zu  lieu  de  x dans  Téqua- 

tion  , & que  les  deux  derniers  termes  des  transformées  ayent 
deux  lignes  oppofés , il  eH  cercab  qu'il  y a au  moins  une  des 
racines  pofttives  de  l’équation  propofée  entre  a 6c  b,  plus  gran- 
de que  la  moindre  des  deux,  6c  plus  petite  que  la  plus  grande 
des  deux  grandeurs  a 6c  b. 

Mais  U l’on  fuppolê,  1®,  *?==^  — a,  &enfuitex=/ 
y 6c  G.  après  avoir  fait  les  fubftitutions  de  ^ — a au  lieu 
de  X , & dey  ■ — ^ au  lieu  de  x dans  l’équation , il  vient  deux 
transformées  dont  les  lignes  foient  diffcrens , il  eft  certain  qu’il 
y a au  moins  une  racine  négative  de  l'équatioQ  entre  les  gran- 
deurs a 6c  h. 

Ces  trois  Corollaires  fout  des  fuites  évidentes  des  Tbeorêmes 
précédents . * • 1 1 S,  1 1 ^ , 

iiy.iiff. 

Corollaire  IV.  tj-ijo. 

\^üAND  on  peut  trouver  deux  limites  pour  chacune  des 
racines  d’une  équation,  c’eft  à dire  deux  grandeurs  pour 
chaque  racine,  dont  l’une  eft  mdndre&  l’autre  plus  grande 
que  cette  racine , il  eft  certain  que  toutes  les  racines  de  l’équa- 
tion font  réelles  & inégales  j car  il  n’y  a pas  de  limites  pour  les 
imaginaires , puilqu’on  a démontré  * que  quelque  grandeur  * • ^9- 
qu’on  fubUitue  dans  une  équation  dont  les  racines  font  imagi- 
naires , la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  a toujours  -4-  ; & 
il  eft  évident  qu’il  n’y  a pas  d’autres  limites  entre  les  racines 
égales  que  zéro- 

Corollaire  V. 

S 1 ion  peut  trouver  deux  limites  pour  diaque  racine  d’une 
équation , ou  fi  l’on  trouve  les  limites  des  unes , & zéro  pour 
les  limites  des  autres  ; ou  fi  l'on  trouve  zéro  pour  les  limites 
de  chacune,  toutes  les  radoes  de  l’équation  font  réelles  s 
car  on  ne  f^auroit  trouver  pour  les  imaginaires  des  limites 
slont  l’une  foit  moindre  & l'autre  plus  grande  que  chaque 
racine  imaginaire;  on  ne  ffauroit  aufti  trouver  zéro  pour 
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les  limites  des  racines  imaginaires  ; Ainû  quand  on  trouve  les 
limites  de  toutes  les  racines , ou  du  moins  zéro  pour  leurs  li- 
mites, elles  font  toutes  réelles . 

Ptemtere  ftij>pofitwH . 

T , E s équations  linéaires  de  toute  équation  compofoe , dont 
toutes  les  racines  font  réelles  inégales  üc  pofitives  , foient  re- 
prefentées  par  x — a = o,  x — b = o,  x — t = o, 

X </  = O , &&  que  ces  racines  aillent  en  augmentant 

dans  l’ordre  qu’on  les  voit  ; c’eft  à dire  , que  a foit  la  plus 
petite  , & i plus  grande  que  c plus  grande  que  b ; & ainfi 
de  fuite  ; que  la  différence  de  <i  & de  ^ foit  /,  celle  de  a ôc 
de  c foit  g , celle  de  a ôc  de  foit  é , & ainfi  de  fuite  ; l’on  a 
a-^-fz=hy  a-^g  — Cya-^fb  — d.  Que  les  différences  de 
la  fécondé  racine  b d’avec  les  autres  , foient  exprimées  par  les 
mêmes  lettres  de  fuite  /,  g>  é , &c.  ainfi  la  différence  de  é &. 
de  ^ foit  f,  celle  de  t & de  f foit  g , celle  de  b &c  de  d foit  h g 
&c.  f On  fe  fort  des  mêmes  lettres  pour  marquer  les  différen- 
ces , quoiqu’inégales , afin  de  rendre  la  choie  plus  fimplc  ; ) 
ainfi  a=b  — f,  c = b-^gy  d^b-^b.  Que  les  différen- 
ces de  la  troifiémc  racine  d’avec  les  autres  foient  auffi  marquées 
par  les  mêmes  lettres  f,  g,  b y &c,  ainfi  a = c — f yb  = c 

d—c*^  b.  Enfin  que  les  différences  de  quelle  racine 

on  voudra  de  l’équation  d’avec  les  autres , foient  marquées  de 
fuite  par  les  lettres  f,gt  b,  &c. 

I®.  Il  cft  évident  que  les  équations  linéaires  dont  l’équatioa 
eft  compofée , peuvent  être  reprefentées  par  des  équations 
linéaires  , qui  auront  toutes  celles  des  racines  de  la  propoiée 
qu’on  voudra,  jointe  avec  les  différences  qui  font  entre  cette 
racine  & les  autres. 

Premières.  Secondes.  Troirémes.  Qustriémes.  Cinquièmes. 

,_<  = o =rx— » =0  —x—h^f  =0  =*  — c-f*/  = o -~x  — d>^f—o 

*_4=o  =:x  — s — 1 = 0 =x  — * =o  c*t-/=o  =*  — 

X — f=ro  =:*  — »— r = o — è— ;=o  =*  — c —O 

iS— o — x — 4 zi  CJ- 

2®.  11  eft  évident  que  le  produit  des  premières  équations , . 

celui  des  fecondes  , celui  des  troifiémes , celui  des  quatriè- 
mes , celui  des  cinquièmes , font  tous  égaux , & que  les 
équations  compofées  qui  viennent  de  ces  produits  , font  pre- 
cilément  la  même  équation  fous  différentes  expreflîons , com- 
me on  le  voit  ici . II  faut  les  former  foi-même  pour  fc  rendre 
cette  formation  familière. 
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Frcmiere  équition. 

jt’  •—  «X  > «4**  — *tcx  «H»  tbed  — • 

^ ’ i+<  «f XX  — Mbdx 

>—  «X  ' «4«  xixx  ~ Mciix 
— d»  »4ai(xx  —litdx 


iJxx 

t^*cdxx 

Seconde  èquirion. 


f 

X4<^4àXi^  = 

x“* — 4<x 

'»4«6xxxx  — 4«’x  *+*»*Xi 

•— /x’  fb^jftxx  —j/xax  >+*/«*  “ 

»4»  x' 

— jxxx  •4*3««x  — *'  X — / 

— f*'  •♦•««xx  ~ jgamx -tfsx*  = 

•4“  x’ 

— 3«xx  ■+*3««x  — X“  r 

— èx'  ^ih»xx  •— 3è»«x»t«è»’  — 

»+*x’ 

• — 3»xï  t«xx  — X*  X — A 

•+•;&**  ^ ■♦•/?«»  = 

*4*xx  — z»x  •4«xxX-t«jp 

»+«/lxx  —‘zfhxx  >^fhx»  Œ 

*4«xx  — ixx  •4>««x<4*/A 

tifghxx  —igbMx  •^ghxx  — 

■4>xx  — axx  •+«  x«  X •+•/* 

— jJAx  •+'A*x  = 

»4«x  — • X— /iA 

Tro'Cème  éqaatiot 

t • 

af*— '4èar'«4“6iixx  — 4è’x  è»  = 

^ 6èixx  — 4^  X «4«4*  X I 

•♦•/x*  •—  j/ïxx  ifiix  —fil  =: 

■Hx' 

— }txx  jitx  —b>  X^f 

~i*'  i+ijx^xx  — J^Mx  = 

•«•x' 

— %txx  ’¥‘}iix  — i‘  X — g 

— Ax'  t^ihbxx  — iMxm^hi'  = 

>4*x' 

— j/xx  *4«3Wx  —i'  X — A 

— fgxx  t^tftix  — fsii  = 

i4axx  — ■ xtx  «+«èè  X — fg 

. —fhxx  w^*xfiix  —fhli  = 

•4*xx  “l'x  lbX~fh 

t^iixx  — xghlx  i>^gUii  = 

■Hxx  — lix  •+«WX*+*/A 

f¥^ix  —{ghi  — 

•♦«X  —A 

Quatrième  équation. 


art— 4fxi4*6Cfxx  — 4Cix  = 

X* — 4xx' 

•4“  6cfxx 

— 4<-’x  -Hf’  X I 

■♦•A'  — j/f**  —fc'  = 

•♦•x' 

“ JIXX 

•H3«x  — f<  X«4-/ 

•W*’  — *+*3f«ar — /e*  =r 

►4*x’ 

— 

•H  }tfx  —t'X  «4*f 

— Ax’  »4a  3Arxx  — jAcrx  af<  Ar’  _ 

*4«xi 

— 3^»* 

•H  ici'X  — f’  X — A. 

-H^xx  — i^rx  = 

■Hxx 

— ifX 

—{hxx  th^ificx  —fhct  — 

■4*  XX 

— arx  r^$cX—fh 

— ghxx  ^ighcx—ghcc~ 

■Hxx 

— aex  ■^;^ctX“•xA 

-‘fghx  *h»flhc  — 

•Hx  -cX-A‘> 

Cinquième  équation. 

. 

** — ^dxtt^iddxx  — 4d)x  t^d*  zz. 

X*— 4dx' 

■Héddxx 

r — ^d'x  •+•</♦  X I 

>h»fx'  —ifdxx  ^^ddx  —fd'  = 

>4-3»‘ 

— 3i/xx 

*^uldx  —di  X>h*f 

■Hex»  ■—  ^dxx  p4>  3f ddx  — f d*  =r 

4*x' 

— Jiixx 

•H  ?diîx  — d‘  X »Hr 

H>Ax’  ^ 3Adxx  *4*  ^hddx  — hd'  — 

»4«*‘ 

— JI^X 

•H;d<ix  — XJ  X>HA 

*h*fgxx  —ifgdx  th^fgdd— 

•Hxx 

— tdx  •h“ddX»h*fg 

*h»fhxx  —ifhdx  th»fhdd~ 

• 

•Hxx 

— iXx  m^mdd  X’h^fh 

*4"xAxx  — xghdx  •4*xAdd= 

•Hxx 

^iii»  ■HdWx«4*;A 

•f/x**  -/xw= 

•Hx  — ’d  X’h’fgk 
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284  ANALYSE  DEMONTRE'E  - I 

THEOREME  VIII. 

1 3 • • 7* OUT  E é'juation  compofée  y dont  les  racines  font  réelles  iné- 
gales y & pofitives  y peut  etre  cors fue  comme  contennant  toutes  les 
équations  faites  de  feules  racines  égales  À celle  de  fes  racines 
qu’on  voudra  y qui  Juivent , 

1*.  Une  équation  du  degré  de  la  projsofée  y par  exemple  du 
degré  y dont  toutes  les  racines  font  égales  d celle  qu'on  voudra  des 
racines  de  la  propofée , laquelle  équation  des  racines  égales  ejl 
multipliée  par  P unité . 

a®.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d'un  degré 
que  la  précédente  y multipliée  far  chacune  des  différences  qui  efl 
entre  cette  raciste  égale  & les  autres. 

3®.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d" un  degré 
que  la  précédente , multifliée  par  chacun  des  produits  des  tntmet 
differentes  multipliées  entr  elles  deux  à deux. 

4®.  Urse  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d'un  de~ 
gré  que  la  precedente  , multifliée  par  chacun  des  produits  det 
mêmes  différences  multipliées  entr  elles  trois  d trois. 

Et  ainfi  de  fuite , jtifqud  ce  quen  fait  arrivé  d une  éqaatiort 
Itneaire  qui  a la  rtame  racine  égale  y & laquelle  équat  'son  linéaire 
rjl  multipliée  far  le  produit  des  ndmes  différences  multipliéer 
toutes  les  unes  par  les  autres , 

Ce  Theorême  cft  évident  par  la  fuppofition  precedente-. 

Remarque  fur  cette  formation  des  équations. 

StJPPOSANT  que  Ton  marque  chacune  des  racines  a,byCy  dy 
de  la  propose , par  k.,  on  aura  Féquation  fuivantc  , 

fc*  — ôhkxx  — qk'x  h X I 

3kxx  ^kkx ^ 

x’  — ikxx  -4-  ikix  — X ^g 

x^  — ikstx  ikkx  — !C  X et  ifr 

•i^xx  — ikx  •+•44  X ^fg 

XX  — ikx  -4^44  X et /J 

r^xx  . — 24a:  •♦■44 

•+-  Af  — 4 X et  fgh 

a ■+“  qdy  idya  idy  ^ •+«  <»  •+•  o . 

Le  premier  terme  de  l’^uation  linéaire  et  fghx  ^ fgh  x 4> 
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qui  cft  la  dernicre,  a le  ligne  — , fi  les  racines  font  en  non> 
bre  pair,  & qu'on  conçoive  que  k reprefente  la  plus  petite  ra- 
cine 4 de  la  propofée  ; & il  a le  figne  >4-  , fi  les  racines  iônc 
en  nombre  impair. 

Le  même  premier  terme  fgbx  a un  figne  oppofé  au  prece- 
dent, fi  l’on  conçoit  que  k reprefente  la  fécondé  racine/.  Il 
a un  figne  oppofé  au  précèdent , fi  k reprefente  la  troifiéme 
racine  c . Il  a un  figne  oppofé  au  precedent , fi  k reprefente 
la  quatrième  racine  J ; âc  ainfi  le  terme  fgbx  a alternative- 
ment les  Cgncs  -t-  & — , ou  — & felon  qu’on  conçoit 
l'équation  propofee  fermée  fucceflivement  par  la  première  ra- 
cine de  la  propofée  , enfuite  par  la  feconefe  , enfuite  par  la 
troifiéme,  &c. 

La  raiion  en  cft  évidente  , fi  l’on  fait  attention  quil  cft  le 
produit  de  toutes  les  difiêrences  de  la  racine  qu’on  employé 
dans  la  formation,  d’avec  tous  les  autres , multiplié  par  x. 

Seconde  fttppofithn. 

Si  on  multiplie  la  2',  la  3%  la  4',  la  5*  équation  qui  précè- 
dent, reprefcntées  par  l’équation  de  la  remarque  précédente, 
fi  on  multiplie,  dis-je,  feparément  chacune  de  ces  équations 
par  les  termes  d’une  progrefilon  arithmétique  quelconque,  en 
multipliant  le  premier  terme  de  l’équatioa  par  le  premier  ter- 
me de  la  progrefiion,  le  fecond  par  le  fecond , & ainfi  de  fui- 
te ; il  efi  évid^ent  que  les  termes  de  chacune  des  équations 
compofées  de  racines  égales,  qui  font  contenues  dans  chacune 
de  ces  quatre  équations,  feront  multipliés  de  fuite  par  les  ter- 
mes d’une  progrefiion  arithmétique. 

T H E O R E.M  E IX. 

131.  ^1  on  multipPie  feparément  de  fuite  les  fermer  de  la  2*,  de  la 
3*,  de  la  f , de  la  5'  écpuaîion  precedente  par  les  termes  d’une 
progre(fhn  atithmetique,  les  équations  particulières  compofées  de 
racines  égales  contenues  dans  cbactsne  de  ces  équations  ^ auront 
\ encore  après  la  snultiplkatson  une  de  lessrs  racines  égales , exce- 
pté la  feule  équation  linéaire. 

C^’e  ST  à dire,  après  avcûr  multiplié,  par  exemple,  la  fé- 
condé équation  par  les  termes  de  la  progrefiion  arithmétique  > 
le  produit  de  l’équation  de  quatre  racines  égales,  celui  de 

N n iij 
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l’équation  de  trois  racines  égales  , celui  de  l’équation  de  deux 
racines  égales  , tous  ces  produits  auront  encore  tous  la  racine 
égale  commune  j il  n’y  aura  d’excepté  que  le  feul  produit  de 
l’équation  linéaire,  qui  n’aura  plus  une  racine  commune  avec 
les  autres . 

Ce  Theorcme  a été  démontré  dans  la  derniere  ScdHon  du 
*74‘quatriéme  Livre.  * 

t 

Corollaire  L 

>33  S*  3prês  avoir  multiplié  celle  qu’on  voudra  de  la  2*,  3* , 4*, 
5*  équation  piéccdente  , par  une  progreflion  arithmétique 
on  fubflitue  à la  place  de  Tinconnue  dans  le  produit , la  ra- 
cine égale , fçavoir  a dans  le  produit  de  la  2* , ^ dans  celui 
de  la  3* , r dans  celui  de  la  4*/  d dans  celui  de  la  5" , tou- 
tes les  quantités  du  produit  le  détruiront  par  des  fignes  op. 
pofês , excepté  les  feules  quantités  du  produit  de  l'équation 
linéaire. 

Car  en  fübftituant  en  des  équations  une  racine  de  ces 
équations,  à la  place  de  l’inconnue,  tous  les  produits  fe  dé- 
•3t*trui£ênt  par  des  fignes  oppofés.  * 

Corollaire  II. 

> 3 4-  S*  multiplie  feparément  la  2',  la  3*,  la  4*',  la  5*  équa- 
tion précédente , par  les  termes  d’une  progreflion  arithméti- 
que qui  va  en  diminuant,  & qu’on  fubflitue  dans  le  produit 
la  racine  égale  de  cette  équation,  fçavoir  a dans  le  premier 
produit  h dans  le  fécond  , c dans  le  troifiéme  , d dans  le 
quatrième,  à la  place  de  l’inconnue,  il  efl  évident  que  par- 
mi les  deux  quantités  du  produit  de  l’équation  linéaire , qui 
reftent  feules,  la  première  efl  la' plus  grànde. 

Car  elles  font  toutes  deux  la  même  quantité  fous  difïè- 
rens  fignes  , f^voir  dans  le  produit  de  la  fécondé  , 
fghb  dans  le  produit  de  la. troifiéme,  dans  celui  de  la 
quatrième,  fgbd  dans  celui  de  la  cinquième r mais  la  pre- 
mière de  ces  deux  quantités  égales  efl  multipliée  , par  la 
fuppofuion,  par- un  plus  grand  terme  de  la  progreflion  arith- 
métique , & la  fécondé  par  un  moindre  ; par  confequent  la 
première  efl  la  plus  grande. 
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f Corollaire  III. 

O ù il  fuit  que  le  figne  de  la  première  des  deux  quanti- 
tés de  l'équation  linéaire  efl  celui  de  la  fomme  toute  connue 
qui  demeure  après  la  fubllitution . 

Corollaire  IV. 

I 3^.  S*  O*’  multiplie  feparément  la  feconJc  équation  precedente, 
la  3%  la  4*  & la  5*,  par  la  progreflion  arithmétique  4,  3,  2, 
I , O,  de  maniéré  que  le  dernier  terme  foit  multiplié  par  zé- 
ro; ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  fi  on  multiplie  feparément 
chaque  terme  de  ces  équations  par  l’expofant  de  Tinconnue 
de  ce  terme  , & le  dernier  terme  par  zéro  ; & fi  après  avoir 
divifé  chaque  produit  par  l’inconnue  a:  , on  fubfiitue  dans  le 
produit  de  la  fécondé  la  première  racine  a au  lieu  de  l’incon- 
nue, la  fomme  toute  connue  qui  reliera,  fera  — fgb;  c'eft  à 
dire,  le  produit  de  toutes  les  difierences  qui  Ibnt  entre  la  pre- 
mière radne  <«  & toutes  les  autres  racins.s  . Si  on  fubllitue  ^ 
dans  le  produit  de  la  troifiéme  , la  fomme  toute  connue  lêra 
■^fgbi  c’eft  à dire,  le  produit  de  toutes  les  diftcrcnces  qui  font 
entre  la  fécondé  racine  h & toutes  les  autres  racines . Si  on 
fubllitue  c dans  le  produit  de  la  quatrième , la  fomme  fora 
— ^ dire,  le  produit  de  toutes  les  diftêrcnccs  qui 

font  entre  la  troifiéme  racine  <■  & toutes  les  autres  racines.  En- 
fin fi  on  fubllitue  d dans  le  produit  de  la  cinquième,  la  fom- 
me fera  fgb;  c’eft  à dire,  le  produit  de  toutes  les  différen- 
ces qui  lonc  entre  la  quatrième  racine  d & toutes  les  autres 
racines. 

Pour  faire  la  démonftration  de  ce  Corollaire,  il  n’y  a qu’à 
en  faire  l’operation. 


Seconde  éqoitioit . 


= *♦— 4«* 

’ «4a  6**xx 

— 4«'x 

i4xx^  Xt 

= -t**' 

^^mxx 

•4>  3 «XX 

-x*  X-f 

— 

•4-  il***  — if***  « ' 

= »4-*' 

^^MXX 

■4-  3 «XX 

— x>  X—f 

^ %h»x*—  %hma*  «H  h*  ’ 

= !+•*’ 

•4-  3««x 

— XI  X — A 

•^ffxx  <—  xfi*x  «♦“/i" 

= 

<4>xx 

— IXX 

•4>xx  X^ff 

t^fhxK  —xfhx*  *^fh*a 

«4^  XX 

' — iMX 

4-xx  Xfhfi 

t/^fhxx  —ifhaxt^fh*» 

= 

■4*  XX 

•— Î4X 

■4-xX  %^fh 

^ffhx  ’-tfffh* 

— 

»4<x 

— X X^fgb 

4 3 

2 10. 

4 3 

Z 

1 
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Produit  des  termes  de  Icquation  precedente  par  les  termes  de  la  progrcffîoq 

arithmétique . 


4xt— 1X44X1:  — 4«'*  ■+“ 0 — 

4X^—  IXji; 

'-4-ix44i:x — 4«'x  4*0  Xt 

— j/ic'  -Hû/xxx  — = 

■HjX* 

— 6«xx 

l+l  344X— 0 X“^/ 

— 3;xi  -~igxxxmiao~ 

-*-3x' 

— 6«xx 

*+<}4«x. — c X— r 

‘—jix’  «+-6i«xx  5é«»x»4-o  = 

t+<5x* 

~ 6»xx 

^-3«4X  — O X — A 

•4*  i/gxx  — ijixx  -H  0 = 

►4-ixx 

— I4X  -4-0  X^*fg 

-♦-t/lxx  — x/A4x4-o  = 

»4-  îxx 

— I4X  >4-o 

tfixx  — - »/*4X  O z= 

XXX 

— i*x  «4-0  X-*-i* 

—fshx  »+•  O = 

.4-x  —O 

Divifant  tous  les  termes  par  fubftituant  au 

lieu  de  x , Ton  trouve  


'■ — IX4> 

■4-  I»4'  — 44> 

= 

44*—  1X4 

' t^»  1x4' 

— 44> 

Xi 

—if»» 

•41  if»»  —if»» 

•4*  i«» 

■4-J44 

X-/ 

— 3S»» 

<4-  6s»»  —3S»» 

•4-  X44 

- — 64« 

■4-  344 

X— f 

• — 3^4» 

•4-  6t»»  — 3^44 

•4-344 

— 644 

•4-344 

X—k 

«4-  tfs»  —ifs» 

= 

«4-  X4 

•4-  if  h»  —xfh» 

— 

•44x4 

•— 

H>k»fk 

*4-  lS^»—xsh» 

•4-14 

X»k»ik 

X 

1 

Il  cft  évident  que  tous  les  termes  fe  détruilênt  par  des 
Cgncs  oppofés , & qu’il  ne  refte  que  le  produit  des  trois  dif. 
fercnces  — fgh. 

Il  eft  aufli  évident  qu’en  fàifant  une  operation  lemblable 
pour  la  troifiéme  équation,  on  trouvera  le  fcul  rcûe  fgh. 

Pour  la  quatrième  on  trouvera  — fgh. 

Pour  la  cinquième  on  trouvera  -^fgh. 

Enfin  il  cft  évident  que  ce  Corollaire  convient  aux  équa- 
tions ^e  tous  les  degrés , & l’on  n’en  a pris  une  du  quatriè- 
me que  pour  faire  concevoir  plus  clairement  ce  Corollaire  par 
un  exemple . 

Mais  il  eft  évident  que  s’il  y a des  racines  égalés  dans  la 
propolee  , la  différence  qui  eft  entre , les  racines  égalés  étant 
zéro,  & le  produit  de  zéro  par  les  autres  différences  étant 
auffi  zéro , il  eft , dis-je , évident  qu’en  fubftituant  chacu- 
ne des  racines  -égales  dans  le  produit , la  fomme  toute  con- 
nue fera  zéro  ; ainfi  la  racine  égale  étant  fubftituéc  dans  le 
produit , eft  elle-même  une  racine  de  l’équation  que  forme 
le  produit  j puilqu’etant  fubftituée  dans  le  produit  à la  pla- 
• ce  de  l’inconnue,  elle  le  rend  égal  à zéro.  * 

* * Corollaire 
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Corollaire  V.  fondamental. 

137*  Si  on  multiplie  tous  les  termes  d‘une  équation  quelconque,  de 
quelque  degré  qu’elle  puifle  être , dont  toutes  les  racines  font 
réelles,  pofitives  & inégales,  chacun  par  le  nombre  qui  efl  l'ex« 
pofant  du  degré  qu’a  l’inconnue  dans  ce  ternie,  & le  dernier 
terme  par  zéro;  & fi  après  avoir  divifé  tous  les  termes  par  l’in, 
connue  x , l’on  fubfiitue  dans  le  produit  à la  place  de  l’incon. 
nue,  1".  la  première,  c’eft  à dire,  la  plus  petite  racine  de  l’équa- 
tion propofée , la  Tomme  toute  connue  qui  en  viendra  étant 
precifément  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre 
la  plus  petite  racine  & chacune  des  autres  racines  , il  s'enfuit 
que  fi  l’équation  eft  d’un  degré  impair  , par  exemple  du  cin- 
quième degré  , il  y aura  un  nombre  pair  de  différences , par 
exemple  quatre  diff'erences;  & comme  elles  ont  chacune  le  li- 
gne — , leur  produit  aura  le  figne  - Si  l’équation  eft  d’un 
degré  pair,  comme  du  quatrième,  il  y aura  un  nombre  impair 
de  différences,  ainfi  leur  produit  aura  — . 

a°.  Si  on  fubffitue  la  fécondé  racine , la  femme  toute  con« 
nue  étant  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre 
la  fécondé  racine  & les  autres , la  différence  qui  eff  entre  la 
fécondé  racine  & la  première  ayant  le  figne  , & chacune 
des  autres  le  figne  — , leur  produit  aura  le  figne  oppofé  à celui 
du  produit  prâedent . 

3*.  Si  on  fubffitue  la  troifiéme  racine  dans  le  même  produit, 
les  différences  de  cette  3*  racine  d’avec  la  première  & la  fé- 
condé ayant  chacune  le, figne  , & chacune  des  autres  diffé- 
rences ayant  le  figne  — , leur  produit  aura  un  figne  oppofé  au 
precedent . 

D’où  l’on  voit  que  la  fubffitution  des  racines  de  l’équatioa 
fucceffivement  les  unes  apr&  les  autres  dans  le  produit  de  l’é- 
quation  multipliée  par  la  progreffîon  arithmétique  , donnera 
^ur  les  fommes  toutes  connues  qui  en  viendront,  les  fignes  al- 
ternatif & — dans  les  équations  des  degrés  impairs,  & — 
& dans  celles  des  degrés  pairs . 

Ce  Corollaire  eff  une  fuite  évidente  de  celui  qui  précédé. 

Corollaire  VI. 

us.M  A I S lorfque  des  grandeurs  étant  fubftituées  fcparément 
de  fuite  à la  place  de  l’inconnue  dans  une  équation , les  fom. 

Oo 
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mes  toutes  connues  qui  viennent  de  ces  fubftitutions  ; ont 
alternativement  les  fignes  & — , ou  — & *4»;  ces  gran- 
deurs  font  les  limites  des  racines  de  cette  équation  par  le  troi- 
fiéme  Corollaire  du  troifiémc  Theorcme  ; Donc  les  racines 
d’une  équation  , dont  toutes  les  racines  font  réelles  , polîti* 
ves  & inégales  > font  les  limites  de  l’équation  nouvelle  qui 
vient  de  la  multiplication  de  chaque  terme  de  la  première 
par  le  nombre  qui  cil  l’expolânt  de  l’inconnue  de  ce  terme , 
& de  fon  dernier  terme  par  zéro. 


Corollaire  VU.  qui  est  fondamental, 

.3,  Ma.  S les  racines  d’une  première  équation  ne  fçauroienc 
être  les  limites  des  racines  d’une  fécondé  » que  les  racines 
de  la  fécondé  ne  foient  aulli  les  limites  des  racines  de  la 
première  > par  confequent  lî  on  multiplie  les  termes  d’une 
équation  quelconque , dont  toutes  les  racines  font  réelles  , 
pefitives  & inégales,  chacun  par  le  nombre  qui  eft  l’cxpo- 
îânt  de  l’inconnue  de  ce  terme  , & le  dernier  terme  par 
zéro , les  racines  de  l’équation  qui  vient  de  cette  multipli- 
cation , font  les  limites  des  racines  de  l’équation  prepofoe  ; 
par  exemple  fuppofant  que  x*  . — nx*  pxx  — qx  r — 
reprefente  une  équation I 452  10. 

dont  toutes  les  racines 
font  réelles  , pofitives 

& inégales,  fi  on  muI  |ou4xJ  ■' — -^nxx-^ipx  — q 
tiplie  chaque  terme  par  l’expofant  du  degré  de  l’inconnue 
'de  ce  terme , & le  dernier  terme  par  zéro , l’on  aura  4^:* 
— zpxx  — qx  = o>  ou  bien  divifant  par*-,  qx^ 

_ — inxx  2px  — q = O ; les  racines  de  cette  derniere 

équation  font  les  lim'ttes  des  racines  de  la  propofée. 

Ce  Corollaire  eft  évident  par  ce  qui  précède. 


/pe*  — ■4-  2pxx  — qx  0 = 


Corollaire  VIIL 

140.  a AND  les  racines  de  la  propofée  font  toutes  réelles, 
politives  & inégales  , les  racines  de  l’équation  des  limites 
qui  vient  de  la  multiplication  de  la  propofée  par  les  termes 
de  la  progreflior»  arithmétique  , font  aufti  toutes  réelles, 
pofitives  & inégales  ; puifque  toutes  les  fubllitutions  des 
racines  de  la  propofée  à la  place  de  l’inconnue  , donneoc 
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des  fommes  fucceflives  qui  ont  alternativement  les  Cgnes 
& — , ou  — & 

Corollaire  IX. 

14i.Par  confcquents’ily  a des  racines  égales  dans  l’équation  ^ 

des  limites  > il  y a neceflairement  des  racines  égales  dans  la 
propolcc  : Et  comme  l’on  a démontré  dans  la  dernierc 
Section  du  4'  Livre  , * que  quand  on  multiplie  les  ter- •7-4. 
mes  d’une  équation  propofée  qui  a des  racines  égales,  par 
les  termes  d’une  progreffion  arithmétique , l'équation  qui 
en  vient  a autant  de  racines  égales  moins  une  que  la  pro- 
pofée > il  eft  certain  que  quand  l’équation  des  limites  a des 
racines  égales,  l’équation  propofée  à les  mêmes  racines  éga* 
les  , & une  de  plus . 

Corollaire  X. 

I42..S’*!'  y ^ racines  imaginaires  dans  l’équation  des  li- 
mites , il  eft  certain  qu’il  y a le  même  nombre  de  raci- 
nes imaginaires  ( qui  font  toujours  deux  à deux  ) dans  la 
propofée. 

' Car  fi  la  propofée  avoit  toutes  fés  racines  réelles , il  eft 
évident  que  l'équation  des  limites  les  auroit  aufli  toutes 
réelles  , puifque  fi  les  racines  de  la  propofée  étoient  tou- 
tes réelles  , poficives  de  inégales  , les  racines  de  l’équation 
des  limites  Croient  auffi  toutes  réelles,  pofiti.’es  & inéga- 
les par  le  huitième  Corollaire;  fi  la  propofée  avoit  toutes 
fes  racines  égales  , toutes  les  racines  de  l’équation  des  li- 
mites feroient  aufti  égales  & réelles,  par  le  neuvième  Co- 
rollaire > fi  les  racines  de  la  propofée  étoient  en  partie  éga- 
les , & en  partie  inégales  , on  prouveroit  toujours  par  le* 

Corollaires  précédents , qu’étant  fubftituées  par  ordre  dans 
l’équation  des  limites , elles  donneroient  de  fuite  des  fom- 
xnes  toutes  connues  qui  auroient  & — , ou  — \ 

ou  zéro  comme  on  le  verra  clairement  dans  les  rernar* 
ques  fuivantes  ; ce  qui  ne  peut  convenir  qu’à  une  équa- 
tion dont  toutes  les  racines  font  réelles  ; par  confêquenC 
s’il  y a des  racines  imaginaires  dans  l’équation  des  limites; 
il  faut  qu’il  y ait  le  meme  nombre  de  racines  imaginai- 
res dans  la  propofée.  Ce  qKtîfalloit  démontrer, 

« 
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R E M A R q_u  E s. 

43.  O.  AND  on  multiplie  une  équation  quelconque 

comme  . . x’  — nx*  px^  — qxx  rx  — / = o, 

F*"  • • • • _5_  4 3 2 ï O, 

l’on  trouve  5^’  — -4-  •^px'  — igxx  -f-  rx  — o = o~. 

qui  fè  réduit  à jx* — 4»AfJ  r =0; 

l’on  toujours  fuppofcr  que  le  produit  qui  vient  de  la 
mufciplication  , eft  une  équation. 

Car  l'inconnue  x du  produit  pouvant  être  confidcrée 
comme  une  indéterminée  differente  de  x,  qui  eft  l’inconnue 
de  la  propoféc  , & étant  poffiblc  que  l'indéterminée  x ait 
des  valeurs  propres  à faire  en  forte  que  le  produit  foit  égal 
à zéro , en  fuppofant  que  x reprefcnte  dans  le  produit  ces 
valeurs  là , il  eft  évident  que  le  produit  peut  être  fuppofé 
égal  à zéro. 

IL 

Dloù  l’on  voit  que  les  valeurs  de  x dans  le  produit,  c’eft 
à dire,  que  les  racines  du  produit  fuppofé  égal  à zéro,  ne 
font  pas  les  racines  de  l’équatioo  propoféc  , mais  elles  ci» 
font  différentes  , à moins  qu’il  n’y  eût  des  racines  égales 
dans  la  propofee , qui  demeureroicnc  encore  toutes  dans  h 
produit,  excepté  une  feule. 

IIL 

Il  cft  évident  que  les  termes  de  la  propolee  ayant  alter- 
aativcment  h-  & — , les  termes  du  produit,  qui  eft  l’équa- 
tion des  limites  , ont  aufli  alternativement  h-  & — > par 
confequent  toutes  les  racines  de  l’équation  des  limites  font 
auffl  poCtives. 

IV. 

L’équation  des  limites  fe  peut  toujours  divifer  par  l’in- 
connue , parceque  le  dernier  terme  de  la  propofoe  eff  mul- 
tiplié par  zéro, 

Ainfi  l’équation  des  Kmites  a zéro  pour  une  de  fcs  raci- 
nes; mais  elle  a pour  fes  racines  réelles  une  racine  de  moins 
que  la  propoféc , étant  moindre  d’un  degré  , & fon  dernier 
terme  tout  connu  a'  toujours  un  ligne  dd&rent  de  celui  du 
dernier  terme  de  la  propofée. 
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V. 

. Quand  toutes  les  racines  d’une  équation , par  exemple  du 
cinquième  degré , Ibnt  réelles , pofitives  & inégales,  û Ion  fub* 
tticue  fa  première  racine , c’efl  à dire  la  plus  petite , dans  Ton 
équation  des  limites,  à la  place  de  l’inconnue,  la  ibmme  tou- 
te connue  qui  en  viendra  étant  le  produit  des  différences  qui 
font  entre  la  première  racine  de  la  propofée  & les  autres , cha- 
cune de  ces  différences  ayant  le  ffgne  — , & étant  quatre  dans 
notre  exemple,  leur  produit  aura  le  figne  qui  cft  celui  du 
dernier  terme  de  l’équation  des  limites. 

Si  on  fubffitue  la  fécondé  racine  de  la  propofée  dans 
l’équation  des  limites  , comme  il  n’y  aura  plus  que  trois 
différences  qui  ayent  chacune  le  figne — , le  produit  des 
différences  qui  font  entre  la  fécondé  racine  de  la  propofée  & les 
autres  > aura  le  figne  -h,  c’eff  à dire  le  figne  oppofé  au  précè- 
dent ; ainfi  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubffitu- 
tien  aura  le  figne  — , 

On  verra  par  un  fémblable  raifbnnement  que  la  fubffitution 
de  la  troifiéme  racine  de  la  propofée  dans  l’équation  des  limi- 
tes, donnera  le  figne  > la  fubffitution  de  la  quatrième  don- 
nera le  figne — . 

Et  enfin  la  fubffitution  de  la  cinquième  donnera  le  figne 

Cela  fait  voir  que  k première  racine  de  la  propofée  eft  plus 
petite  que  la  première  racine  de  l’équation  des  limites. 

Que  la  fécondé  racine  de  la  propofée  furpafle  ja  première 
racine  de  l’équation  des  limites , mais  elle  eff  moindre  que 
la  fécondé. 

Que  la  troifiéme  racine  de  la  propofée  eft  entre  la  féconde 
& la  troifiéme  racine  de  l'équation  des  limites. 

Que  la  quatrième  racine  de  la  propofée  eft  entre  la  troifié- 
me  àc  la  quatrième  de  l’équation  des  limites,  qui  eft  fâ  plus 
grande  & derniere  racine. 

Enfin  que  la  cinquième  racine  de  la  propofée  furpafle  la 
quatrième  de  l’équation  des  limites. 

VL 

D’où  l’on  voit  que  la  première  racine  réelle  de  l’équation  des 
limites , eft  plus  grande  que  la  première  racine  de  la  propofée, 
& moindre  que  la  fcconde  racine  de  la  propofée . 

Oo  iij 
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Que  la  fécondé  racine  de  Icquation  des  limites  eft  entre  la 
féconde  & la  troiCéme  racine  de  la  propoféc. 

Que  la  troifiéme  racine  de  l'équation  des  limites  eft  entre 
la  troifiéme  & la  quatrième  racine  de  la  propofée. 

Enfin  que  la  quatrième  & demiere  racine  de  l’équation  des 
limites,  efi  entre  la  quatrième  & la  cinquième  ou  demiere  ra<- 
cine  de  la  propofée. 

VII. 

Par  confequent  les  racines  de  l'équation  des  limites  étant 
prifes  de  fuite,  font  des  grandeurs  moyennes  entre  les  racines 
de  la  propofée,  & font  par  confequent  les  limites  des  racines 
de  la  propofée  qui  font  entre  la  première  & la  demiere. 

VIII. 

Mais  zéro  étant  toujours  moindre  que  la  plus  petite  des  ra- 
cines de  la  propofée,  & le  plus  grand  coeficient négatif  delà 
propofée,  rendu  pofitif&  augmenté  d’une  grandeur  arbitrai- 
re comme  de  l’unité,  étant  toujours  une  quantité  plus  grande 
47.  que  la  plus  grande  des  racines  pofitives , * il  eft  évident  qu’en 
ajoutant  zéro , & ce  plus  grand  ccëficient  ainfi  augmenté,  aux 
racines  de  l’èquation  des  limites,  l’on  aura  deux  limites  pour 
chacune  des  racines  de  la  propofée . 

IX. 

^ Pour  les  racines  égales. 

Quand  il  y a des  racines  égales  dans  la  propofée , il  peut 
arriver  trois  cas  ; car  ou  bien,  1°,  les  racines  égales  peuvent 
être  moindres  que  chacune  des  racines  inégales  ; a",  ou  être 
plus  grandes i 3°.  ou  bien  elles  peuvent  être  plus  grandes  que 
quelques  racines  inégales , £Sc  moindres  que  les  autres  s par 
exemple  fi  l’on  fuppofè  deux  racines  égales  dans  une  équation 
du  fixiéme  degré,  elles  peuvent  être,  l%  moindres  que  les 
quatre  inégales;  2*.  ou  plus  grandes;  3®.  ou  bien  il  peut  y avoir 
quelques  racines  inégales  moindres  que  les  égales,  & les 
autres  inégales  feront  plus  grandes. 

Premier  cas. 

L’Et^ATioN  des  limites  ayant  une  des  deux  racines 
égales  de  la  propofée  du  fixiéme  degré  > la  fubftitution  de 
chacune  des  racines  égales  dans  l’équation  des  limites  à lÿ 
place  de  l’inconnue , donnera  zéro  . 
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' ' La  fubftltution  de  la  première  , c’efl:  à dire  de  la  plus  peti- 
te des  quatre  racines  inégales  de  la  propofée  dans  l'équation 
des  limites,  donnera  pour  la  fomnie  toute  connue  le  produit 
des  diflètences  qui  font  entre  cette  première  racine  & toute» 
les  autres  ; & comme  il  y a trois  racines  plus  grandes , il  y 
aura  trois  différences  qui  auront  chacune  le  ligne  — ; ainlî  le 
produit  aura  le  ligne  — . 

La  fubftitution  de  la  féconde  racine  inégale  de  la  propofée 
dans  l’équation  des  limites , donnera  pour  la  fomme  toute 
connue  le  produit  des  diflèrences  qui  font  entre  la  féconde  ra- 
cine inégale  de  la  propofée  & toutes  les  autres  > & comme 
il  y en  a deux  plus  grandes  que  la  Icconde , il  n y aura  que 
deux  différences  qui  ayent  chacune  le  ligne — , ainfi  le  pro- 
duit aura  le  ligne  . 

Par  un  femblable  railbnnement  on  verra  que  la  fubff  itution 
de  la  troiliéme  racine  inégale  de  la  propofée  dans  l’équation 
des  limites,  donnera  une  Ibmme  qui  aura  le  ligne  — ; & que 
la  fubffitution  de  la  quatrième  ou  dernicre  racine  inégale  de 
la  propofée  , donnera  une  fomme  qui  aura  le  ligne  -t-, 

D’oil  il  fuit , 1“ , que  la  quatrième  racine  inégale  de  la 
propofée  furpalTe  la  plus  grande  racine  de  l’équation  des  limi- 
tes J que  la  troiliéme  racine  inégale  de  la  propofée  cft  moindre 
■que  la  plus  grande  ou  cinquième  racine  de  l’équation  des  limi- 
tes , mais  elle  en  furpalTe  la  quatrième  ; que  la  fécondé  raci- 
ne inégale  de  la  propofée  eft  moindre  que  la  quatrième  racine 
de  l’équation  des  limites  , mai»  elle  en  furpaffé  la  troiliéme  ; 
'enfin  que  la  première  ou  plus  petite  racine  inégale  de  la  pro- 
pofée eft  moindre  que  la  troiliéme  racine  de  l’équation  des  li- 
mites, mais  quelle  furpaffé  la  fécondé,  c’eft  à dire,  celle 
-<iui  eft  immédiatement  plus  grande  que  la  racine  égale  com- 
mune aux  deux  équations. 

■ a°.  Par  conléquent , la  J* , 4* , & 5'  racine  de  l’équation 

de»  limites  ont  chacune  deux  limites,  elles  font  par  confequent 
'réelles}  la  première  Teft  auffi,  étant  la  racine  égale  de  la  pro- 
pofée : La  fécondé  racine  de  l’équation  des  limites  eft  donc 
auffi  une  grandeur  réelle,  puifque  les  racines  imaginaires  font 
toujours  deux  à deux . 

3".  Il  eft  donc  évident  que  la  fécondé  racine  de  l’équation 
des  limites  eft  moindre  que  la  première  racine  inégale  de  la 
propofée,  ' 
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Que  la  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites  furpaflè  la 
première  racine  inégale  de  la  propofée  , & cft  moindre  que 
la  fécondé. 

Qiie  la  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  furpaflè 
la  fécondé  racine  inégale  de  la  propofée  , & eft  moindre  que 
la  troifiéme. 

Enfin  que  la  cinquième  racine  de  l’équation  des  limites  fur- 
pafife  la  troifiéme  racine  inégale  > & eft  moindre  que  la  qua- 
triéme  ou  plus  grande  racine  inégale  de  la  propofée . 

4°.  Par  confequent  les  racines  de  l’équation  des  limites  étant 
fubfiituées  de  fuite  dans  la  propofée,  la  première  donnera  ze» 
ro  , & les  autres  donneront  des  fommes  qui  auront  alternati* 
vement  les  fignes  -4-  & — , ou  — & & l’on  aura  deux 

limites  de  chacune  des  racines  inégales  de  la  propofée,  en  pre- 
nant pour  dernierc  limite  le  plus  grand  cocficient  négatif  de 
la  propofée  augmenté  de  l’unité. 

Second  cas. 

S*  les  deux  racines  égales  font  les  plus  grandes , & qu’on 
l'ubfiitue  la  première  ou  la  plus  petite  racine  de  la  propofée 
dans  l’équation  des  limites  , à la  place  de  l’inconnue  , on 
trouvera  en  railônnant  comme  dans  le  premier  cas  , qu’elle 
donnera  une  fomme  toute  connue  qui  aura  le  figne  — , cet- 
te fomme  étant  le  produit  des  cinq  différences  qui  font  entre 
la  première  racine  de  la  propofée  & les  cinq  autres , & qui 
ont  chacune  le  figne . — . 

La  fubnitution  de  la  féconde  racine  inégale  de  la  propofée 
dans  l’équation  des  limites , donnera  une  fomme  qui  aura  le 
figne  . 

La  fubflitution  de  la  troifiéme  donnera  une  fomme  qui  au- 
ra le  figne  — . 

La  fübflitution  de  la  quatrième  , qui  efl  la  plus  grande  ra- 
cine inégale , donnera  une  fomme  qui  aura  le  figne  . 

La  fubflitution  de  la  cinquième  & fixiéme  , qui  font  les 
racines  égales  , donnera  zéro . 

D’où  il  luit , 1* , que  la  première  ou  plus  petite  radne  de 
la  propofée  efl  moindre  que  la  plus  petite  racine  de  l’équation 
des  limites. 

La  fécondé  racine  de  la  propofée  efl  moyenne  entre  la  pre- 
mière & la  fécondé  racine  de  l’équation  des  limites. 

Et 
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Et  ainfi  de  fuite  jufqu  à la  quatrième  & plus  grande  racine 
inégale  de  la  propofée,  qui  eft  moyenne  entre  la  troiCéme& 
la  quatrième  racine  de  l'équation  des  limites;  & les  deux 
racines  égales  de  la  propofée,  qui  font  la  cinquième  & la 
fixiéme , font  chacune  égale  à la  cinquième  racine  de  l'équa- 
tion  des  limites. 

a®.  Par  confequenc  la  première,  la  foconde  & la  troifiéme 
racine  de  l’équation  des  limites,  ont  chacune  deux  limites , 
ainfi  elles  font  réelles. 

La  cinquième  eft  auffi  ime  grandeur  réelle , puifque  c’eft 
la  racine  égale  de  la  propofée . 

La  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  efldoncaufli 
réelle;  puifque  les  racines  imaginaires  ne  peuvent  être  que 
deux  à deux . 

3”.  La  première  racine  de  l’équation  des  limites  efl  moyen* 
ne  entre  la  première  radne  de  la  propofée  & la  fécondé 
racine . 

La  fécondé  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  féconde  & la  trexfiéme  racine  de  la  propofée.  « 

La  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  troifiéme  & la  quatrième  racine  de  la  propofée. 

£nhn  la  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  fur- 
pafTe  la  quatrième  ôc  plus  grande  racine  inégale  de  la  pro- 
pofée. 

Ainfi  jprenant  zéro  pour  la  moindre  des  limites  de  la  propo- 
fée, & lubftiiuant  de  fuite  dans  la  propofée  à la  place  de  l’in- 
oonnue,  zéro  , la  première , la  fécondé,  la  troifiéme,  la  qua- 
trième racine  de  l’équation  des  limites  , les  fommes  toutes  con- 
nues qui  en  viendront  auront  alternativement  — & >4-  , ou 
H-  & — ; & l’on  aura  deux  limites  pour  chacune  des  racines 
inégales  de  la  propofée. 

T R O l's  I e'  M E CAS. 

XjORs<^’il  y a des  racines  inégales  dans  la  propofée, 
moindres  que  les  racines  égales  pr  exemple  deux , & qu’il 
y a encore  d’autres  racines  inégales  plus  grandes  qne  les  ra- 
cines égales , pr  exemple  deux  , il  eft  toujours  évident 
qu’en  fubfHcuant  la  première,  c’eftàdire  la  plus  petite  des 
racines  inégales  de  la  propofée,  à la  place  de  l’inconnue 
dans  l’équation  des  limites,  la  fomme  toute  connue  qui 
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en  viendra  , aura  le  Cgne  — } puifqu'ellc  cft  le  produit  de* 
cinq  différences  qui  font  entre  la  première  racine  & les  cinq 
autres  de  la  propofée , Icfquelles  différences  ont  chacune  le 
ligne—.  ^ ^ 

Si  on  fubffitue  la  fécondé  racine  inégale  de  la  propolee  , la 
fomme  qui  en  viendra  aura  le  ligne  , étant  le  produit  des 
cinq  différences  qui  ftnt  entre  la  Iccondc  racine  & toutes  les 
autres,  defquellcs  différences  la  première  a le  ligne  & cha- 
que autre  le  ligne  — . 

Si  on  fubffitue  la  troiliéme  & la  quatrième  racine  de  la 
propofée , elles  donneront  zéro  ; parccque  ce  font  les  deux  ra- 
cines égales. 

Si  on  fubffitue  la  cinquième  racine  de  la  propofée,  qui  eft 
la  troifiémc des  inégales,  la  fomme  aura  le  ligne — , parce- 
qu’elle  eff  le  produit  des  cinq  différences  qui  font  entre  la  cin- 
quième racine  de  la  propofée  & toutes  les  autres,  dont  ûno 
léiile  a le  ligne  — , & toutes  les  autres  le  ligne  -t-. 

Enfin  lion  fubffitue  la  lixiéme  racine  de  la  propofée,  qui  cft 
la  quatrième  des  inégales , la  fomme  aura  le  ffgne  -h.  ■> 

. D’où  il  fuit , 1°,  que  la  première  ou  la  plus  petite  des  racÎ4 
nés  de  la  propofée  eff  moindre  que  la  première  racine  de  l’équai 
tion  des  limites. 

La  leconde  racine  de  la  propofée  furpalTe  la  première 
racine  de  l’équation  des  limites , & elle  cft  moindre  que  la 
lécondc . 

La  troiliéme  & la  quatrième  racine  de  la  propofée  font  éga- 
les à la  ^oiliéme  de  l’équation  des  limites  ; puifquelles  don- 
nent zéro. 

La  cinquième  radne  de  la  propofée  furpafle  la  quatrième 
racine  de  l’équation  des  limites , mais  elle  eff  moindre  que  la 
cinquième . 

Enfin  la  lixiéme  racine  de  la  propofée  furpafle  la  cinquième 
& plus  grande  racine  de  Téquation  des  limites. 

1*.  Par  conlcqucnt  la  première  racine  de  l’équation  des  limi- 
tes a deux  limites  ; la  troiliéme  eft  la  racine  égale  commune 
aux  deux  équations . 

La  cinquième  racine  de  l'équation  des  limites  a deux  limi- 
tes , qui  f^t  la  cinquième  & lixiéme  racine  de  la  propofée.  ' 

Ces  tro’is  racines  de  l'équation  des  limites  font  donc  réel- 
les. 
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La  féconde  & la  quatrième  le  font  aulfi , car  H eft  impolïï- 
' ble  qu’elles  foient  imaginaires  , étant  impoffible  qu’il  y ait  une 
grandeur  réelle  entre  deux  racines  imaginaires , qui  donne  zé- 
ro > & la  troifiéme  & quatrième  racine  de  la  propoféc  don- 
nent zéro , & font  entre  la  fécondé  & la  quatrième  racine  de 
l’équation  des  limites . 

Ainfi  toutes  les  racines  de  l’équation  des  limites  font  réelles.  ' 
' 3“.  La  première  ou  plus  petite  racine  de  l’équation  des  limi- 
tes  eft  donc  moyenne  entre  la  première  & la  fécondé  racine  de 
la  propofée. 

La  fécondé  racine  de  l’équation  des  limites  furpafle  la  fécon- 
dé racine  de  la  propofée . 

Ainfi  en  prenant  zéro  pour  la  moindre  limite  de  la  première 
racine  de  la  propofoe,  l’on  a les  limites  de  la  première  & de  la 
féconde  racine  inégale  de  la  propofo^. 

La  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites  eft  la  troifiéme 
& la  quatrième  de  la  propof^. 

La  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moindre 
que  la  cinquième  racine  de  la  propofée. 

La  cinquième  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  cinquième  & la  fixiéme  radne  de  la  propofée. 

< Ainfi  en  prenant  le  plus  grand  coëficient  négatif  de  la  pro- 
I»léc  augmenté  de  l’unité,  l’on  aura  toutes  les  limites  des  ra- 
tines de  la  propofée . 


Pour  lu  racines  imaginaires , 

Xl  eft  donc  évident  que  quand  toutes  les  racines  d’une 
équation  propofée  font  réelles  <3c  polîtives,  toutes  les  racines  de 
l’équation  des  limites  le  font  aufo  ; Par  confequent  s’il  y a des 
racines  imaginaires  dans  1 équation  des  limites  , qui  ne  peuvent 
être  que  deux  à deux  , il  y a autant  de  racines  imaginaires 
dans  la  propofée . 

• ^ Mais  il  fout  remarquer  que  quand  toutes  les  racines  de 
1 équation  des  limites  font  réelles,  ce  n’cft  pas  une  marque  aC 
furee  qu  U n y ait  point  déracinés  imaginaires  dans  la  propofée, 
comme  on  le  voit  dans  cet  exemple. 

Soit  l’équation  du  fécond  degré  xx lax  -haa=zoi 

P • 

pp  ij 


Digitized  by  Google 


300  Analyse  démontré' e 
dont  deux  racines  font  imaginaires  ; qu’on  la  multiplie  par 
l’équation  linéaire  x — a — g = o;Ie  produit  cft  une 
équation  du  troifiéme  degré  jt’  ■ — ^axx  -t-  ^aax  — a>  = o^ 
dont  deux  racines  font  ima-  . — gxx  -h  lagx  — aag 

ginaires  . Qu’on  multiplie  ffx  — aff 

chaque  terme  du  produit  — ffg 

par  l’expofânt  du  degré  de  x 2 i o 

l’inconnue  de  ce  terme , & le — 

dernier  terme  par  xero  i on  3a:»  — 64A:Af  ^aax  = o, 
aura  l’équation  des  limites,  — 2gxx  2agx 

qui  étant  di  vifée  par  ^x,  don-  ffx 

ne  l’équation  du  2*  degré , — - t 

qui  eftl'équation  des  limites,  xx  — 2ax  •+•44=0, 
dans  laquelle  > fil’on  fuppofe  — f j ag 

que  le  dernier  terme  -t-44  ’^jff 

1 4g  7 /jf  eft  moindre 

que  le  quarré  de  la  moitié  du  coëficient  — 24  — -f  g du  i* 
terme  > qui  eft  44  | 4g  -j  gg  , ou  qu’il  lui  eft  égal;  il 

cft  certain  que  les  deux  racines  de  cette  équatiou  du  fecond 
degré , qui  eft  l’équation  des  limites , feront  toutes  deux 
réelles  & podtives  r Mais  il  eft  évident  que  le  dernier  terme 

aa  •*“  J ag  j ff  y fera  moindre  que  aa  ag-^  f gg^ 
C i/' j eft  moindre  que  ✓ i gg = 7 g . 

Ainii , dans  ce  cas , l'équation  des  limites  aura  toutes  fês 
racines  réelles,  & cependant  l’équation  propofée  aura  deux  de 
£»  racines  imaginaires. 

En  voici  un  exemple  en  nombits . Soit  xx  — 6at  9 = o, 
dont  les  racines  font  imaginaires.  Qu’on  -h  i 

la  multiplie  par  l’équation  linéaire  ...  x — 9 = 0, 

on  aura  l'équation  du  3*  degré  at»  — 1 3 xx  64X  — 90  = o, 
donc  deux  racines  font  imag’u  32x0, 
oaires.  Qu'on  la  multiplie  par 

la  progrcfllon  arithmétique, on  

aura  le  produit 3x» — 3oxx  .-4-  64X  =0,. 

qui  étant  divifé  par  3X,  le  ré-  

Cuit  à XX  — lox  21  y =0, 

dont  les  deux  racines  font  réelles,  l’une  étant  *■  = 

& l’autre  étant  x = 5 — t/'i  f r 
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Corollaire  XI. 

144.  _^^PR  e's  les  remarques  precedentes,  il  eft  évident  qu’en  ^ 
prenant  zéro  pour  la  plus  petite  des  limites  des  racines  d’une 
équation  quelconque , dont  tous  les  termes  ont  'alternative- 
ment -♦-  & — , & le  plus  grand  coëficient  négatif  de  cette 
équation  , augmenté  d’une  unité  ou  d'un  plus  grand  nom- 
bre , pour  la  plus  grande  des  limites  , ôc  les  racines  de  l’é- 
quation des  limites  pour  les  limites  moyennes}  l’on  aura  rou- 
tes les  limites  des  racines  de  la  propofée,  deux  limites  pour 
chacune!  . 

. > Zéro  & la  première  racine  de  l’équation  des  limites , feront 
les  limites  de  la  première  racine  de  la  propolec. 

La  première  oc  la  féconde  racine  de  l’équation  des  limites 
feront  les  limites  de  la  fécondé  racine  de  la  propofée  . 

. La  fécondé  & la  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites 
feront  les  limites  de  la  troifiéme  racine  de  la  propofée. 

£t  ainfï  de  fuite  jufqu’à  la  derniere  racine  de  l'équation  des 
limites  ; cette  derniere  racine  & le  plus  grand  coëficient  néga* 

’tif  de  la  propofée,  augmenté  de  l'unité  ou  d’un  autre  nombre, 
feront  les  Umites  de  la  derniere  racine  de  la  propofée . 

Ainfï  zéro  étant  fubflitué  à la  place  de  l'inconnue  dans  la 
propofée  , la  fbmme  toute  connue  qui  en  viendra  fera  le  der- 
nier terme  de  la  propofée  , avec  fon  figne  qui  efl  H-  dans 
les  équations  des  degrés  pairs  , & — dans  les  équations  des 
degrés  impirs. 

La  première  racine  de  l’équation  des  limites  étant  enfuite 
fubflituée  dans  la  propofée  à la  place  de  l’inconnue,  la  femme 
aura  un  figne  oppofé  au  précèdent. 

’ La  fécondé  racine  de  l’équation  des  limites  étant  enfuite 
fubAituée  dans  la  propofée , la  fomme  toute  connue  aura  un 
ligne  oppofé  au  précèdent}  & ainû  de  fuite. 

Corollaire  XII. 

1*  4 J • 1^0 R s qu' ü N E des  racines  de  l’équation  des  limites , étant 
fubfiicuée  dans  la  propofée , donne  zéro,  il  7 a deux  racines 
égales  dans  la  propofée. 

Si  plufîeurs  racines  differentes  de  l’équation  des  limiter^ 
étant  fubftituées,  donnent  zéro,  il  y a deux  fois  autant  da 
racines  égales,  deux  à deux,  dans  la  propofée.  ^ *74; 

Pp  iij 
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Corollaire  XIII. 

»4<î.  î lORSQO’UNE  des  racines  de  réquation  des  lirntes  étant  • 
lubdicuée  dans  la  propofée  à la  place  de  l’inconnue  , la  font- 
me  qui  en  vient  n'a  pas  le  ligne  qu’elle  dcvroit  avoir  , & n’eft 
pas  zéro , il  y a deux  racines  imaginaires  dans  la  propolee . 

Si  plulieurs  racines  de  l’équation  des  limites  étant  fublU* 
tuées  dans  la  propolce , les  fommes  qui  en  viennent  n’ont 
pas  le  ligne  qu’elles  devroient  avoir  , li  les  racines  de  la 
propoféc  ctoient  toutes  réelles  , ou  ne  font  pas  zéro  , 'il  jr 
aura  deux  fois  autant  de  racines  imaginaires  dans  la  propOi 
fée  , que  l’on  trouvera  de  ibis  des  lignes  contraires  à ceux 
qu’on  devroit  trouver. 

Ainli  li  l’on  trouve  deux  Ibis  que  les  racines  de  l’équa- 
tion des  limites  étant  fubUituées  dans  la  propolee , donnent 
des  lignes  contraires  à ceux  qu’elles  devroient  donner,  U y a 
quatre  racines  imaginaires  dans  la  propofée. 

Corollaire  XIV. 

147*  T i’eoü  a t I o n des  limites  pouvant  elle-même  être  confî. 
derée  cumme  une  équation  principale  , li  on  en  multiplie 
chaque  terme  par  l’expolânt  du  degré  de  l’inconnue  de  ce 
terme  , & le  dernier  terme  par  zéro , le  produit  fera  fou 
équation  des  limites,  à qui  il  faudra  appUquer  tout  ce  qu’oa 
9 dit  de  l’équation  des  limites:  Et  fi  on  continue  de  mul. 
tiplier  chaque  terme  de  cette  nouvelle  équation  des  limites 
par  l’expofant  du  degré  de  Tmeonnue  de  ce  terme , & le 
dernier  terme  par  zeto  , on  aura  l’équation  des  limites  de 
l'équation  precedente;  en  continuant  cette  operation  jufqu’à 
ce  qu’on  foit  arrivé  à une  équation  linéaire,  l’on  aura  toutes 
les  limites  des  racines  de  toutes  ces  équations  des  limites.  i 

Car  la  racine  de  l’équation  linéaire  avec  zéro  & le  plus 
grand  coëfîcicnt  négatif  de  l’équation  des  limites  du  fécond 
degré,  augmenté  de  l’unité  , feront  les  limites  des  racines 
de  cette  équation  du  fecond  degré . ’ . ' ^ ^ 

; Les  racines  de  celle-ci  avec  zéro  & le  plus  grand  cocficient 
négatif  de  l’équation  du  troifiéme  degré , augmenté  de  l’unis» 
tê , feront  les  limites  de  l’équation  des  limites  du  troifiéme 
degré  ; ÔC  ainfi  de  fuite  jufqu’à  l’équation  propofée. 
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S E C T I O N II. 

\ 

Oà  r on  explique  la  méthode  de  trouver  les  Imites  des  racines 
d'une  équation  numérique  quelconque.  , 

PROBLEME  I. 

148.  7* ROUVER  les  limites  par  ordre  de  toutes  les  racines  d'une 
équation  numérique  quelconque . 

On  fuppofe  que  l’équation  eft  fans  fraflion,  que  fon  premier 
terme  n’a  pas  d’autre  coëficient  que  l’unité,  & que  tous  les  ter- 
mes ont  alternativement  les  fignes  -♦-  & — . On  a vu  dans  le 
troifie'me  Livre  les  moyens  de  lui  donner  ces  préparations . 

1*.  Il  faut  multiplier  chaque  terme  de  l’équation  propofée 
par  le  nombre  qui  eft  l’expofant  du  degré  de  l’inconnue  de  ce 
terme,  & multiplier  le  dernier  terme  par  zéro  . Il  faut  divi- 
fer  le  f»oduit  par  l’inconnue  linéaire,  & il  fera  l’équation  des 
limites  de  la  propofée,  moindre  d’un  degré  que  la  propofée  , 
& dont  toutes  les  racines  prifes  de  fuite  feront  les  limites  des 
racines  de  la  propofée . Il  faut  multiplier  chaque  terme  de 
cette  première  équation  des  limites  par  l’expofant  du  degré 
de  l’inconnue  de  ce  terme , & le  dernier  terme  par  zéro  > & 
le  produit  étant  divife  par  deux  fois  l’inconnue  ( car  on  trou- 
vera oue  tous  les  termes  fc  peuvent  divifer  par  2x  ) fera  la 
fécondé  équation  des  limites,  dont  les  racines  feront  les  limi- 
tes de  la  precedente.  Il  fiut  multiplier  chaque  terme  de  cet- 
te fécondé  équation  des  limites  par  l’expofant  du  degré  de 
l’inconnue,  & le  dernier  terme  par  zéro;  & pareequ’on  trou- 
vera que  chaque  terme  fe  peut  divifer  par  jx,  il  faut  divifer 
le  produit  par  3^  ; & l'on  aura  la  troifîéme  équation  des  li- 
mites, dont  les  racines  feront  les  limites  de  la  précédente.  On 
continuera  d’opercr  de  cette  maniéré  jufqu’à  ce  qu’on  fbit  arxU 
vé  à une  équation  linéaire  ; ce  fera  la  derniere  équation  des 
limites . • 

2°.  11  faudra  prendre  zéro  pour  la  moindre  limite  de  l’é- 
\ quation  du  fécond  degré  ; la  racine  de  l’équation  linéaire 
\ pour  la  fécondé  limite  ; & le  plus  grand  cocficicnt  négatif 
I augmenté  de  l’unité  ou  d’un  nombre  arbitraire,  pour  la  troi- 
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fiéme  & plus  grande  limite  de  la  même  équation  du  fécond 
degré  ; & Ibn  aura  ainfl  toutes  les  limites  des  racines  de 
l’équation  du  fécond  degré . 

Il  faudra  prendre  pour  les  limites  des  racines  de  l'équation 
du  troifiéme  degre' , icro , les  deux  racines  de  l’équation  du 
fécond  degré,  & le  plus  grand  cccfîcient  négatif  de  l'équa- 
tion du  troifiéme  degré  , augmenté  de  l’unité  ; & l’on  aura 
ainfi  toutes  les  limites  des  racines  de  l’équation  du  troifiéme 
degré  , deux  limites  pour  chacune. 

Il  faudra  prendre  de  même  zéro , les  racines  de  l’équation 
du  troifiéme  degré  , & le  plus  grand  coëficient  négatif  de 
l’cquation  du  quatrième  degré , augmenté  de  l’unité  ou  d’un 
autre  nombre,  pour  les  limites  de  l’équation  des  limites  du 
quatrième  degré  ; & l’on  aura  ainfi  deux  limites  pour  cha- 
que racine  de  cette  équation . 

Il  faudra  faire  la  même  chofe  pour  les  équations  Ibivan- 
tes  julqu’à  la  propofée  , dont  zéro  , les  racines  de  la  pre- 
mière Quation  des  limites  , & le  plus  grand  coëficient  né- 
gatif de  la  propofée  , augmenté  de  l’unité  ou  d’un  autre 
nombre , feront  les  limites , & il  y en  aura  deux  pour  cha- 
cune des  racines  de  la  propofée. 

On  enfeignera  dans  la  Seétion  fuivante  la  maniéré  de 
trouver  chaque  racine  d’une  équation  , lorfqu’on  en  a lea 
deux  limites. 

Peur  les  ractnes  égaht. 

Qp  AND  une  des  racines  d’une  de*  équations  des  limites 
étant  fubfiituée  dans  l’équation  qui  la  précédé , donne  zéro 
au  lieu  de  donner  une  fomme  qui  ait  le  ou  le  — , qu’el- 
le doit  avoir,  il  y a dans  ce  cas  des  racines  ^ales  dans  la 
propofée.  Voici  la  maniéré  d’en  déterminer  le  nombre. 

Si  une  feule  des  racines  de  la  première  équation  des  limi- 
tes étant  fubfiituée  dans  la  propofée , donne  zéro,  il  y a 
deux  racines  égales  dans  la  propofée. 

Si  deux  racines  étoient  égales  dans  la  première  équation 
N des  limites  , il  y auroit  trois  racines  égales  dans  la  propo- 
fée ; & ainfi  de  fuite. 

Si  deux  racines  de  Téquation  des  limites  , quœqu’inéga- 
les  cntr’clles , étoient  aulTi  les  racines  de  la  propofée  , elle 
auroit  quatre  racbes  égales , deux  à deux. 

Si 
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Si  une  des  racines  de  la  féconde  équation  des  limites  étant 
fubrtituée  dans  la  première  équation  des  limites,  donne  zéro , 
il  y a trois  racines  égales  dans  la  propo/ee. 

S’il  y avoit  deux  racines  égales  dans  la  féconde  équation  des 
limites , il  y auroit  quatre  racines  égales  dans  la  propolee;  & 
ainfl  de  fuite. 

Si  une  des  racines  de  la  troi/îéme  équation  des  limites  étant 
fubflituée  dans  la  féconde  , donne  îtero , il  y a quatre  racines 
égales  dans  la  propofée  > & ainfi  des  autres  qui  fuivent  la  troi- 
fiéme  équation  des  limites , jufqu'à  l’équation  linéaire  , dont 
la  racine  étant  fubflituée  dans  l’équation  des  limites  du  fécond 
degré  qui  la  précédé  , fi  elle  donne  zéro , toutes  les  racines 
de  la  propofée  feront  égales . 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  des  racines  égales  eft  une  fuite 
évidente  de  ce  qu’on  en  a démontré  dans  la  derniere  ScéUon 
du  quatrième  Livre. 

Quand  on  trouve  par  la  méthode  de  ce  Problème , que  la 
propofée  contient  des  racines  égales  , le  plus  court  eft  de  divi- 
fer  la  propofée  par  l’équation  compofee  de  toutes  les  racines 
égales , & l’on  aura  un  quotient^  qui  contiendra  les  feules  ra- 
cines inégales  de  la  propofée,  dont  on  trouvera  les  limites  pat 
le  premier  article. 


Pour  les  racines  imaginaires. 

V^UAND  une  racine  d’une  des  équations  des  limites  étané 
fubfiituée  à la  place  de  l’inconnue  dans  l’équation  qui  la  pré- 
cédé immédiatement , & dont  fes  racines  font  les  limites , la 
fbmme  qui  en  vient  n’a  pas  le  figue  -«-ou  — , qu’elle  devroit 
avoir  fi  les  racines  étoient  toutes  réelles  & inégales  , & que 
cette  fomme  n’efi  pas  zéro  j dans  ce  cas  il  y a deux  racine» 
imaginaires  dans  l’équation  qui  la  précédé  , & dans  toutes 
les  autres  équations  des  limites  qui  la  précèdent , jufqu’à  la 
prtmofée  , qui  a aulfi  deux  racines  imaginaires. 

Si  deux  racines  d’une  des  équations  des  limites  ne  donnoient 
dans  celle  qui  la  précédé  immédiatement , ni  le  figne  qu’elles 
doivent  donner , ni  zéro  , il  y auroit  quatre  racines  imaginai* 
res  dans  la  propofée  ; & ainfi  de  fuite. 

Les  autres  racines  réelles  de  l’équation  qui  précède  n’au* 
Voient  pas  moins  leurs  limites , il  y en  auroit  deux  pour 
chacune , en  prenant  zéro  pour  la  moindre  , le  plus  grand 
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ccëficient  négatif  augmenté  de  I unité , pour  la  plus  grande  , 
& les  autres  racines  de  l’équation  des  limites , dont  on  parle  \ 
pour  les  limites  moyennes. 

Toute  cette  méthode  eft  une  fuite  évidente  de  tout  ce 
qui  précède. 

Application  du  Prob/ême  à des  exemples. 

Exemple  I. 

Pour  trouver  les  limites  des  racines  de  l’équation  du 
troifiéme  degré  . . — ii/^xx"^  — 30240=0^ 

1®.  On  multipliera  les 

termes  pr  . . , 3 î i oî 

on  divifera  le  produit  3;^’. — 228;^^:  -+■  j744jc 
pr  ar,  & l’on  aura 

l’équation  des  limites  ^xx — 128a-  -*-3744  =0. 

On  multipliera  fes 

termes  pr  , . , 2 1 o, 

& l’on  aura  le  pro-  — 

duit ixx — 2 28a;  =0, 

qui  étant  divilé  par 
6x  , donnera  . . a:  — 38  =0, 

qui  eft  la  demiere  équation  des  limites  , ou  l’équation  li- 
néaire des  limites. 

2®.  Pour  avoir  à prefent  les  limites, Ton  ôtera  le  coëficient 
du  premier  terme  de  l’équation  des  limites  du  fécond  degré  , 
2xx  — ,2  28a-  -+-  3744  = O , ce  qui  fe  fera  ici  en  divifânt 
chaque  terme  par  3 , & Ton  aura  xx  — 76a:  1248  = o» 

pur  l’équation  des  limites  du  fécond  degré . 

Zéro  & la  racine  38  de  l’équation  linéaire,  feront  les  li- 
mites de  la  i’*  racine  de  l’équation  xx  — 76A?  •+*  1 248  = o , 
38  & 77  , qui  eft  le  plus  grand  coëficient  négatif  de 

cette  équation , Augmenté  de  Tunité  , feront  les  limites  de  fk 
fécondé  racine. 

Ainfi  en  fubftituant  zéro  au  lieu  de  x dans  l’équation  xx 
t 1248  =0,  Ton  aura  •+•  1248. 

En  fubflituant  la  féconde  limite  38  , on  aura  — 196. 

En  fubftituant  la  troifiéme  limite  H-  77,  on  aura  liïy- 
Et  l’on  trouvera  pr  les  méthodes  de  la  Section  fuivante,que 
les  deux  racines  de  xx  — j6x  •♦-1248  = o,  font  24  & 52» 

. t 
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Ainfi  zéro  & 24  font  les  limites  de  la  première  racine  de 
la  propofée  — ii^xx  -f  ^744^—  30240  = o i c'eft  à 
dire,  la  première  racine  de  la  propolce  cft' entre  zéro  & 241 
& en  fubflituanC  zéro  au  lieu  de  1 inconnue  x dans  la  pro* 
pofée , la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra , aura  le  li- 
gne — ; en  fubflituant  24,  la  Ibmmc  aura 

24  5^  foot  les  limitt’s  de  la  féconde  racine  de  la  pro- 
pofée , & en  fubftituant  52 , la  fomme  aura . 

^ Enfin  5 2 & le  plus  grand  coëficient  négatif  de  la  propo- 
fee , augmente  de  1 unité , qui  eft  30241  , font  les  limites 
de  la  troifîéme  racine  de  la  propofée;  & en  fubflituant  30241, 
la  fomme  qui  en  viendra  aura 

L’on  a donc  les  limites  de  toutes  les  racines  de  la  propo- 
fee,  deux  limites  pour  chacune>  cc  <jutl  ^allott  ttouvsr, 

^ Second  exemple  où  il  y a det  racines  égales . 

Pou  R trouver  les  limites  des  racines  de  cette  équation  du 
troifîéme  degré  ..  xJ  — 3o;car  ^ 288a:  — 864  =ro, 
I °,on  multipliera  fes  ter- 
.mes  par  ....  . 3 ^ 

& l’on  aura  la  première — ,, 

équation  des  limites  . . 3^'  — 6oxx  -t-  288*  = o, 
qui  étant  divifée  par  x, 

donnera Z^x— 6ox  -+-288  =0; 

' multipliant  cette  équa- 


tion par 2 I o, 

l’on  aura  la  dernicre ■ 

équation  des  limites . . (,xx 6ox  — o 

qui  étant  divifée  parti.v, 
fe  réduite  à l'équation 
linéaire  .....  — 10  = o . 

2°.  Pour  avoir  les  limites  de  l’équation  du  fécond  degré  3.v.-^ 
60X  288  = o , on  diviféra  fes  termes  par  3 , & l’on 

aura  x.»  — iox  96  = o pour  la  première  équation 
des  limites.  Les  limites  de  la  première  racine  de  xx  — lox 
'^9^  ~.®  .>  ^ racine  10  de  la  dernière  équa- 

tion des  limites  . Les  limites  de  la  féconde  racine  de  xx 
— -20x  -t-gô  = 0,  font  10  & fbn  plus  grand  cdcficient 
négatif  augmenté  de  l’unité  , qui  efl  2 r . On  trouvera  paf 
les  mctliodes  de  la  Se(5lion  fui  vante,  que  les  racines  de  U 
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première  cquation  des  limites  xx  — ^ox  ptf  = o , font  8 
& iz. 

Ainfio,  8 » 12  , S65  , font  les  limites  des  racines  de  la 
propoféc  : mais  pareequ’on  trouve  que  12  étant  fubftitué 
dans  la  propoféc  à la  place  de  x , la  fomme  qui  en  vient 
eft  zéro  , & qu’ainfi  la  en  eft  une  racine  ; la  propofée  a 
deux  racines  égales  12,  12  , & il  ne  lui  refie  plus  qu’une 
racine  inégale,  dont  les  limites  font  o & 8. 

Mais  le  plus  court  efl  de  divifer  la  propofée  par  l’équa- 
tion compole'e  des  deux  racines  égales  12  & 12,  qui  efl  a?Ar 
— 24AT  144  = O,  & le  quotient  * . — 6 = 0,  contiendra 
la  racine  inégale . 

Treificme  exemple  eu  il  y a des  racines  imaginaires. 

Pour  trouver  les  limites  des  racines  de  cette  équation 
du  quatrième  degré  x* — j6x^**^iZjzxx — • 15120^: -+-3513^  = 0, 
i*,on  multiplierai 

termes  par  ...  4 j a 1 o, 

& l’on  aura  la  1"  

équation  des  limites  ^ — iz^x^-S/^n^xx — isi2oat=o, 
qui  fe  réduit  en  di- 

vifânt  par  4^?  à . . — ^yxx  >+*^36x  — 37^®  =0, 

On  multipliera  cette 

équation  par  ...  3 a * o» 

&onaura  la  fécondé ^ ' 

équation  des  limites  3^’  — II4VA^•4- 936X  =0, 
qui  étant  divifée  par 

3*  , fe  réduit  à . . sex  — iix  •+■312  ~Oi 
on  multipliera  cette 

équation  par  . . » 1 Oj 

&onauraIaderniere  ~ 

équation  des  limites  ixx — 38jc  =o* 
qui  étant  divifée  par 
2x,(e  réduit  à l’équa- 
tion linéaire  ...  x — 19  =0.' 

2“.  Pour  avoir  les  limites  des  deux  racines  de  l’équatioft 
des  limites  du  2'  degré  xx  — 38;^  -♦■312  = 0,  on  prendra 
ttero  pour  première  limite;  la  racine  19  de  l’équation  line^re 
des  limites  x — 1^  = 0,  pour  féconde  limite  ; & le  plus 
grand  coêficicnt  négatif  de  l’équation  xx — 38^-  312  =a> 
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augmenté  de  lunité  , qui  39,  pour  la  troiliéme  limite . 
Ainfi  les  trois  limites  feront  o,  19,  39 . 

On  trouvera  par  les  méthodes  de  la  Seflion  fuivante , en  le 
fervant  de  ces  limites , que  les  deux  racines  de  la  féconde  équa< 
tion  des  limites  xx  — 38^?  -t-  31 1 = o,  font  12  & 26 . 

Ainfi  les  limites  de  la  première  équation  des  limites  x* 
' — ^^xx•>^  936A? . — 3780  = O,  feront  o,  12,  26, 3781,  par 
le  moyen  defquellcs  on  trouvera  que  les  racines  de  la  premiè- 
re équation  des  limites  — ^^xx  ^^6x  — 3780  = o, 
font  21,  30* 

Par  confequent  les  limites  des  racines  de  la  propofée  x* 
1872^^* — lyiior-*-  35i36  = o,font  o,  6,21,  30 
1 5 1 2 1 . O au  U fallait  trouver . 

£n  fubitituant  zéro  dans  la  propofée  au  lieu  de  a:  , la 
fomme  toute  connue  qui  en  vient  efl  le  dernier  terme , ôc  elle 
a le  ligne  . 

En  fubftituant  la  fécondé  limite  la  fomnae  a le  ligne  — . 

En  fubdituant  latipiliéme  limiteai,  la  fomme  a le  ligne -4- . 

En  fubllituant  la  quatrième  limite  30,1a  Ibmmequi  devroic 
avoir  \c  ligne  — , a encore  le  ligne  C’efl  une  marque  cer- 
taine qu’il  y a deux  racines  imaginaires  dans  la  propofée , & 
deux  racines  réelles,  dont  on  trouvera  par  les  méthodes  de  la 
Sedbon  fuivante , que  la  première  eft  4,  & que  la  féconde  cil 
incommenfurable , plus  grande  que  8,  èc  moindre  que  9. 

R E M A R Q_u  E. 

P O ü R faire  concevoir  clairement  la  méthode  du  Problè- 
me, on  a choifi  des  exemples  dont  les  équations  des  limites 
eulTent  ces  deux  conditions:  1°.  qu’elles  lé  trouvalTenc  fans 
fraétions , le  cocficient  de  leur  premier  terme  étant  un  di- 
vifeur  exaél  de  tous  les  autres  termes  : 2°.  que  toutes  les 
racines  des  équations  des  limites  fulTent  commenfurables , 
Quand  ces  deux  conditions  ne  lé  trouvent  pas , qui  eft  le 
cas  le  plus  ordinaire  , on  verra  à la  lin  de  la  Seélion  fuivante 
le  moyen  de  trouver  , nooobftant  cela  , les  limites  quon 
cherc^. 
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^ THEOREME  II. 

^ on  aies  îimUes  des  racinet  d'une  équation  ^ trou- 

ver les  limites  des  racines  de  toute  équation  en  laquelle  on  trans- 
formera la  première. 

P AR  exempIeonalcqiMtion  .v»  — — J0240 

= 0,  dont  on  connoît  les  jimites  o,  24,  52,  24241;  on  veut 
la  transformer  en  une  autre,  foit  en  fuppofant  par  exem- 
ple X — io=y  , qui  fc  réduit  à x =y  -t*  10, 

ou  X •^•jo=y  x=y  — lOg 

OU  10 — X =y  X=^IQ — y^ 

ou  ioat  =:y  X = -jV 

ou  -T3-  —y  ^ x=io>', 

ou  enfin  de  quelqij  autre  maniéré  qu’on  voudra . Subfli- 
tuant  cnfuire  la  valeur  de  x prife  dans  quelqu’une  de  ces  equa- 
tiens  où  .V  eft  linéaire , au  lieu  de  x dans  la  propofée , l’équa- 
tion qui  naîtra  fera  la  transformée. 

Pour  avoir  les  limites  des  racines  de  la  transformée,  il  faut 
fubdituer  les  limites  fucceffivement  h la  place  de  x dans  l’équa- 
tion  où  X eft  linéaire,  & qui  a fervi  à faire  la  transformation  ; 
& les  valeurs  de^  toutes  connues  qui  viendront  de  ces  fubrti- 
tutions,  feront  les  limites  des  racines  delà  transformée;  par 
exemple  en  fubfiituant  o à la  place  de  x dans  l’équation 
X — 10  =.y  , on  aura  o — 10  —y } ainfi  la  première  limi- 
te de  la  transformée  fera  — 10 . 

En  fubfiituant  24,  on  aura  la  fécondé  limite  24  — 10 
= 14=/. 

En  fubfiituant  52,  on  aura  52  — lo  = 42  ainfi  la 
troifiéme  limite  de  la  transformée  fera  42. 

11  en  eft  de  même  des  autres  transformations- 


Démonstration. 

• Il  eft  évident  par  la  transformation,  que  les  racines  de  la 
transformée  font  les  racines  memes  de  la  propofée  , dimi- 
nuées ou  augmentées  de  la  grandeur  connue  10  , ou  de  telle 
autre  qu’on  voudra , ou  multipliées  ou  divifées  par  cette 
même  grandeur  ,.  &c.  Par  confequenc  fi  l’on  diminue  , ou  fi 
l’on  augmente , ou  fi  l’on  multiplie , ou  fi  l’on  divife , &c. 
chaque  limite  de  la  propofée  de  la  même  manière , il  eft 
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•vlfible  que  les  grandeurs  qui  en  viendront , feront  les  limites 
des  racines  de  la  transformée , c’cft  à dire  , ces  racines  feront 
des  grandeurs  moyennes  entre  ces  limites. 

Mais  en  fublHtuant  chaque  limite  des  racines  de  la  proi 
pofée  à la  place  de  x , dans  l’équation  qui  a lêrvi  à la  tranfbr- 
mation  , dans  laquelle  équation  x elf  linéaire,  il  eli  évident 
que  les  limites  de  la  proposée  font  diminuées  ou  augmentées  de 
la  grandeur , par  exemple  lo  , dont  les  racines  de  la  propolee 
font  diminuées  ou  augmentées  dans  la  transformée;  ou  bien 
qu’elles  font  multipliées  ou  divifées , &c.  par  la  même  gran- 
deur 10,  par  laquelle  les  racines  de  la  propofée  font  mul- 
tipliées ou  divilées,  &c.  dans  la  transformée.  Les  grandeurs 
qu’on  trouve  par  ce  Problème  font  donc  les  limites  de  la 
transformée . 

Corollaire. 

S.i  l’on  transforme  une  équation  propofée  x^  — jt4xx,8cc. 
en  une  autre  dont  les  racines  foient  celles  de  la  propofée , 
diminuées  chacune  d'une  des  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofée, par  exemple  de  24,  qui  ell  la  plus  petite  des  deux 
limites  de  la  féconde  racine  de  la  propofée  , en  fuppofant 
X — 24  =y  } il  cft  évident  que  la  plus  petite  des  deux  limi- 
tes de  la  fécondé  racine  de  la  transformée  fora  zéro  ; la  focon- 
de  limite  fora  la  différence  qui  efl  entre  la  limite  24  & la  limi- 
te fuivante  52,  c’eft  à dire  w fécondé  limite  fora  28;  & les  li- 
mites des  racines  fuivantes  de  la  transformée , fi  elle  en  a plu- 
ficurs , feront  les  différences  qui  fo  trouvent  entre  la  limite  24 
&.  chacune  des  limites  fuivantes  de  la  propofée. 

R E M A R Q_U  E S. 

I. 

^^UAND  on  trouve  par  le  Problème  précèdent  une  gran- 
deur négative  pour  la  première  limite  de  la  première  ra- 
cine d’une  transformée;  comme  on  a trouvé  la  grandeur  néga- 
tive— 10 , il  faut  prendre  zéro  pour  première  limite  de  la  pre- 
mière racine  de  la  transformée,  & non  pas  la  grandeur  néga- 
tive — 10  : Cela  cA  plus  commode  dans  la  pratique. 

II. 

Qiiand  toutes  les  racines  d’une  équation  font  pofitives,’ 
ou  toutes  négatives  & réelles,  comme  le  coëfîcicnt  du  fécond 
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terme  en  eft  la  fommc , fi  l’on  prend  le  tiers  de  ce  cocficient , fi 
clleeftdu  troifiéme  degré,  le  quart  fi  elle  cft  du  quatrième 
degré,  & ainfi  de  fuite;  cette  grandeur  fera  une  limite  moyen* 
ne,  au  moins  entre  la  plus  petite  & la  plus  grande  des  racines . 

Ainfi  la  plus  petite  des  racines  efl  entre  zéro  & cette  limite 
moyenne;  & la  plus  grande  des  racines  eft  entre  cette  limite 
moyenne  & le  plus  grand  coëficienc  négatif  de  la  propolcc, 
augmenté  de  l’unité  ou  d’un  autre  nombre. 

On  pourra  trouver  la  plus  petite  & la  plus  grande  racine  de 
la  propofûe  en  fe  lêrvant  de  ces  limites  par  les  méthodes  de  la 
Seélion  fui  vante. 

Avertissement. 

(^Eux  qui  commencent  & ceux  qui  ne  fçavetit  pas  le  cal- 
cul des  différences,  doivent  pafler  à la  Seélion  fuivantc. 

A 

THEOREME  V. 

* ES  racines  âe  réqssatwn  des  Imites  formée  par  la  méthode 

du  premier  Problème  t font  les  véritables  limites  des  racines  de 
la  propojée  dont  elle  eft  T équation  des  limites , c'ejï  à dire , elles 
font  les  véritables  limites  mofcnnes  entre  la  plus  petit eii  la  plus 
grande  racine  de  la  propofée . 

Pour  bien  entendre  ce  Theôrême  , il  faut  remarquer , i% 
que  dans  une  équation  propofée  comme  tex  — "]6x  ^ 1248 
= O,  dont  les  racines  font  246c  52,  toutes  les  grandeurs  qui 
font  entre  24  & 52,  comme  25, 16,  27, 28,  &c.  font  des  gran- 
deurs moyennes , ou  des  limites  entre  la  première  racine  24 ÔC 
la  féconde  racine  St;  & que  la  fubflitution  de  chacune  de  ces 
grandeurs  à la  place  de  x dans  la  propofée , donnera  différen- 
tes  femmes  toutes  connues  | dont  chacune  aura  toujours  le 
mêmefigne — . 

2°.  Que  les  femmes  toutes  connues  qui  naiflent  de  la  fubfti- 
tution  de 25,  26,  27,  &c.  vont  toujours  en  augmentant, 
c’eft  à dire  , celle  qui  vient  de  la  fubflitution  de  25  eft  moin- 
dre que  celle  qui  vient  de  la  fubflitution  de  2tf,  & celle-ci 
moindre  que  celle  qui  vient  delà  fubflitution  de  275  & elles 
vont  ainfi  en  augmentant  ju/qu’à  la  fubflitution  de  la  limite  38 
trouvée  par  le  premier  Problème , qui  donne  une  fommc  qui 
eft  la  plus  grande  de  toutes. 
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Et  fubAituant  enfuite  3^,  40,  41,  41  & les  autres  nombres 
fûivans , les  fbmmes  toutes  connues  qui  nailTent  des  fubdi. 
tutions  vont  en  diminuant , celle  qui  vient  de  la  fublHtutioa 
de  39  étant  plus  grande  que  celle  qui  vient  de  la  fubAitution 
de  40,  & ceîle<;i  plus  grande  que  celle  qui  vient  de  la  fubAitu* 
tien  de  41,  & ainû  de  fuite  julqu^  la  fubAitution  de  la  racu 
ne  32  qui  donne  zéro . 

Or  j’appelle  la  véritable  limite  la  grandeur  38,  qui  eA 
celle  de  toutes  les  limites  qui  font  entre  la  racine  24  Sc  la 
racine  52,  qui  étant  fubAituée  dans  la  propolée , donne  la  plus 
grande  fomme  toute  connue , les  autres  limites  donnant  cha* 
cune  de  moindres  fbmmes  toutes  connues  : Et  je  dis  que  les 
limites  qu’on  trouve  par  le  Problème , c’eA  à dire  les  racines 
de  l’équation  des  limites , font  les  véritables  limites  moyennes 
des  racines  de  la  propofée  entre  la  première  & la  deraiere  ra< 
dne  de  la  propofée  ; c’eA  à dire , qu'étant  fubAituées  dans 
la  propofée , les  fommes  toutes  connues  qui  en  viennent , font 
plus  grandes  que  celles  qui  viennent  de  la  fubAitution  des 
autres  limites , qui  ne  font  pas  celles  que  j’appelle  les  veri- 
tables , & lefquclles  véritables  limites  fe  trouvent  par  le  pre* 
micr  Problème. 

Pour  le  dânontrer,  i”,  il  faut  fuppolcr  dans  le  fécond 
membre  d’une  équation  propofée  , comme  x*  — ii^xx 

3744»  — 30240  = 0,  dont  les  racines  font  12,42,^0, 
au  lieu  de  zéro , une  grandeur  indéterminée^ , & l’on  aura 
*» — 1I4XJTH-3744*  — 30240  = /. 

2®.  Il  faut  concevoir  diAin^ment  que  x reprefentant  tous 
les  nombres  imaginables  qu’on  peut  fubAituer  à fâ  place 
dans  le  premier  membre  , y reprefente  toutes  les  fommes 
connues  qui  naîtront  de  la  AibAitution  de  chacune  de  ces  gran- 
deurs à la  place  de  x. 

Et  pour  concevoir  diAinébement  toutes  ces  grandeurs  que 
reprefente/,  il  faut  commencer  par  la  fubAitution  de  zéro 
à la  place  de  x ; & .allant  fucccAivement  par  ordre  , il  fiiut 
concevoir  qu’on  fubAitue  à la  place  de  x , après  la  fubAitu- 
tion de  zéro  , un  nombre  A petit  qu’il  diAère  de  zéro  moins 
qu’aucune  grandeur  donnée,  quelque  petite  qu’elle  puifTe 
être , & cette  grandeur  moindre  qu’aucune  grandeur  donnée  , 
cA  ce  qu’on  appelle  une  graruieur  infniment  petite , ou  une 
différence . 

Rr 


Digitized  by  Google 


314  Analyse  demontre'e. 

II  faut  enfuite  concevoir  qu'on  fubftitue  apres  la  grandeur 
pre'ccdente  une  autre  grandeur  plus  grande , mais  qui  ne  fur- 
pafTe  la  precedente  que  d’une  grandeur  infiniment  petite , ou 
d’une  différence. 

Concevant  ainfi  de  fuite  qu’on  fubfiitue  des  grandeurs 
par  ordre  qui  ne  fe  furpaffent  que  d’une  grandeur  infiniment 
petite , on  concevra  en  même  temps  que  les  fommes  toutes 
connues  qui  naiffent  par  ordre  de  ces  fubftitutions  , vont  tou- 
jours en  diminuant , & font  rcprelêntccs  par  ^ , & que  le 
premier  y furpaffe  le  fécond  d’une  grandeur  infiniment  pe- 
rite,  le  fécond  furpaffe  le  troifiérae  d’une  grandeur  infini- 
ment petite , & ainfi  de  fuite  jufqu’à  ce  que  concevant 
que  la  première  racine  de  la  propofée 
— 30240  = > , qui  eft  12,  étant  fubflituée  à la  place  de  at, 
la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  efl  zéro;  ainfi ^ reprefen. 
te  alors  zéro,  & n’eft  aucune  grandeur  réelle  , & n’a  point  pat 
confequent  alors  de  différence. 

Continuant  de  concevoir  qu’on  fubfiitue  à la  place  dex 
un  nombre  qui  furpaffe  la  première  racine  12  d’une  gran- 
deur infiniment  petite , & enfuite  une  autre  qui  furpafie  le  pré- 
cèdent d'une  différence,  & ainfi  de  fuite,  on  concevra  en  mê- 
me temps  que  , qui  efl  toujours  égale  à chaque  /ômme  toute 
connue  qui  vient  de  chacune  de  ces  fubffitutions  , devient  en- 
core une  grandeur  réelle  qui  va  en  augmentant  d’une  grandeur 
infiniment  petite , jufqu’à  ce  que  concevant  qu’on  fubfiitue  la 
première  limite  qui  efl  24,  devient  la  plus  grande  fomme 
toute  connue  que  puiffent  donner  les  fubffitutions  fucceffives 
de  chacun  de  tous  les  membres  qui  font  entre  la  première  ra- 
cine 1 2 & la  fécondé  racine  42 . 

Et  concevant  qu’on  fubfiitue  enfuite  une  grandeur  qui 
furpaffe  la  véritable  limite  24  d’une  différence , & enfuite 
une  autre  qui  furpaffe  la  précédente  d’une  différence , & ainfi 
de  fuite , y reprefentera  les  fommes  toutes  connues  qui  naif- 
fent de  ces  fubffitutions , qui  vont  en  diminuant , & dont 
chacune  furpaffe  celle  qui  la  fuit  d’une  différence , jufqu’à 
ce  que  concevant  que  l’on  fubfiitue  à la  place  de  x la  féconde 
raane  42,  l’on  conçoive  en  même  temps  que  la  fomme 
toute  connue  qui  naît  de  cette  fubflitution  cfl  zéro  , & 
qu’ainfi  y reprefente  alors  zéro  , & n’eft  aucune  quantité 
réelle . 
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On  continuera  le  même  raifonnement  fur  les  fubfiitutious 


des  grandeurs  qui  font  entre  la  fécondé  racine  41  & la  troifié- 
me  racine  60 , & fur  les  fommes  reprefentées  par^  qui  en  naî- 
tront i & ainH  de  fuite  dans  les  équations  des  degrés  plus  éle- 
vés ; & enfuitc 

3“.  On  remarquera  que  dans  les  fubftirutions  des  grandeurs 
qui  font  entre  deux  racines  de  la  propofée  , par  exemple  des 
grandeurs  qui  font  entre  la  première  racine  i z & la  fécon- 
dé 4Z  , à la  place  de  x , lés/,  c'di  à dire  les  grandeurs  que 
reprefenre^ , vont  toujours  en  augmentant  d’une  différence 
jufqu'à  la  fubftitution  de  la  véritable  limite  24. 

Que  dans  la  fubftitution  de  24,  l’augmentation  ceffe , c’eft 
à dire  qu’elle  efl  nulle  ou  égale  à zéro,  & qu’ainfi  la  difteren- 
ce  de/  efl  nulle  dans  cette  fubflitutioo . 


Et  qu’enfin  dans  la  fubftitution  des  grandeurs  fuivantes , 
jufqu’à  celle  de  la  racine  42,  au  lieu  d augmentation , c’efl 
une  diminution  , & les  vont  eri  diminuant  jufqu’à  ce  qu’ils 
deviennent  zéro  dans  la  fubflitution  de  la  fécondé  racine  42. 

D’où  il  fuit,  pour  la  démonflration  du  10*  Theorême,  que 
krfque  l’augmentation  ou  la  différence  de  / efl  égale  à zéro , 


alors  la  valeur  de  * efo  celle  qui  étant  fubftituéc  à fa  place 
dans  la  propofée , donne  une  fomme  qui  efl  la  plus  grande  de 
toutes  celles  que  donne  la  fubflitution  des  autres  grandeurs 
moyennes  entre  deux  racines , & que  cette  valeur  de  x eft  la 
véritable  limite  entre  ces  deux  racines. 


Pour  trouver  donc  les  véritables  limites  des  racines  , il  nd 
faut  que  prendre  la  grandeur  qui  exprime  la  différence  de  / , 
la  fuppofer  égale  à zéro,  & les  racines  de  l’équation  qui  naî- 
tra de  cette  fubflitution , c’efl  à dire  les  valeurs  de  x dans  cet- 
te équation , feront  les  véritables  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofee . 

Or  le  calcul  des  différences  apprend  que  pour  prendre 
la  différence  de  x'  — it^xx  3744»  — 30240  ~y, 
il  faut  multiplier  3 2 i o, 

chaque  terme — ' ' ■ 

par  l’expofânt  ■^xxdx  — iiixcix  3744*6!'  = dy 
de  fon  inconnue  , & par  la  diffcrencielle  dx  ; qu’il  faut  multi- 
plier le  dernier  terme  par  zéro , & écrire  au  fécond  membre 
dj  au  lieu  de  7 , & divifer  chaque  terme  par  x , & l’on  aura 
la  différence  -^xxdx  — iiSxdx  •*“  3744*6c  = dy, 

Rr  ij 
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Il  faut  cnfaitc  fuppofcr  dy  =.  o ^ ÔC  l’on  aura  ixxdx 

— iiSxdx  -*•  3744^/»  = O. 

Il  faut  divifcr  chaque  terme  par  dx,  & l’on  aura  l’équa- 
tion 3XAf  — zi8x  ■+•  3 744  = O)  ou  divifant  par  3,  xx — j6x 
1248  = O , dont  les  racines  étant  fubftituées  dans  la  pro 
pofée  à la  place  de  x , les  fommes  toutes  connues  qui  en 
naîtront  , feront  plus  grandes  que  toutes  celles  que  pour- 
ront donner  les  fubftitutions  des  autres  grandeurs  moyennes 
entre  les  racines  de  la  propofée. 

Par  confequent  les  racines  de  l’équation  des  limites,  qui 
efl  la  meme  que  celle  qu’on  vient  de  trouver , Ibnt  les  véri- 
tables limites  des  racines  de  la  propoféc.  Ce  qu'il  falloH  di~ 
monirer. 

Corollaire  L 

J J I . 1 on  conçoit  dans  x’  — 1 14VX  3744»  — 30240  — y ^ 

que  y reprefente  les  plus  grandes  l^mes  toutes  connues 
que  donnent  les  fubftitutions  fucceffives  des  véritables  limi- 
tes des  racines  de  la  propoféc,  c’eft  à dire,  par  ce  dixiéme 
Théorème  , les  fommes  que  donnent  les  fubnitutions  fuc- 
celTives  des  racines  de  l’équation  des  limites  xx  — 76*^ 
•4»  1 248  = O ; & qu’on  tranfpofo  y dans  le  premier  mem- 
bre» les  racines  de  l’équation  des  limites  xx  — y6x-^  1248 
= 0,  feront  des  racines exaâes  de  l’équation  x’ — ii4xaî 
374^  — 30240  — y = O ; car  les  racines  24  & 5 2 de 
l’équation  des  limites  étant  fubftituées  l’une  après  l’autre 
dans  l’équation  x>  — 1 14XX  -t-  3744X  — 30240  ■ — y = 0, 
la  fomme  qui  viendra  de  la  1"  fubftitutioa  fera  -t-  777^». 
& y reprefentant  cette  même  fomme  là  , l’on  aura  -4-  777^ 

— 777^  = 0»  ainft  ^ première  racine  24  de  l’équation  des 
limites  étant  fubftituéc  à la  place  de  x dans  l'équation  x* 

— ii^xx  -v*  3744r  — 30240  — y ■=  o , donne  zéro  ; 24 
eft  donc  une  racine  de  cette  équation.  La  fomme  qui  vien- 
dra de  la  fubftitution  de  52  fora  — 3200}  & y reprefon- 
tant  cette  même  fomme  , — y fora  égal  à 3200  v ainû 
l’on  aura  — 3200  jzoo  =:  o . La  foconde  racine  51 
de  l’équation  des  limites  étant  fobftituée  à la  place  de  x 
dans  x’  — 114XX  -4*  3744X  — 30240  — 7=0,  don- 
nant zéro  , eft  donc  une  racine  de  cette  équation . 
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Corollaire  IL 

'où  il  fuit  que  chaque  équatbn  linéaire  comme  at— >24 
= o^x — 51  = 0,  dont  le  premier  terme  eft  at,  & le  fécond 
l'une  des  radnes  de  l’équation  des  limites , e(l  un  divifeur 
é$caâ  de  l'équation  **  — • ii4A'a;  3744*  — 30240  — y 
= O , & de  l’équation  des  limites  xx  — t6x  1 248  = o , 
en  fuppofant  que  y reprcfente  par  rapport  II  x — 24  = 0, 
la  fomme  toute  connue  7776 , que  donne  la  fubftituticn 
de  24  à la  |dace  de  x dans  la  propofée  , & que  7 reprefente 
par  rapport  à jr  — 52  = 0,  la  fomme  toute  connue  — 3200 
que  donne  la  fubftitution  de  52  à la  place  de  x dans  la  pro- 
pofée. 


Corollaire  III. 


; y ^ , .A  P R e's  avoir  tranfpofé  y du  fécond  membre  dans  le  pre- 
mier membre  d’une  équation  x^  — l i/^.xx  3744at  — 30240 


=1  O , fî  on  la  divifc  par  fbn  équation  des  limites  xx  — 76* 
->•  1 248  = O , & après  être  arrivé  à un  refie  où  x ait  un  de- 
gré de  moins  que  dans  le  divifeur  xx  — j6x  -4-  1248  = o , 
on  divifc  ce  divifeur  par  ce  premier  refte  ; & qu’on  continue 
la  méthode  de  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun , 
jufqu’à  ce  qu’on  fbit  arrivé  à anreftcTy — 4j  767  24883200 

= O , dans  lequel  a?  ne  fe  trouve  plus,  & qui  n'a  d’inconnue 
que  7,  & qu’on  fuppofe  ce  refte  77 — 457^7 -t*  24883200 
égal  à zéro  , & le  dernier  divifeur  où  x eft  linéaire  auffi  égal 
à zéro  , qui  eft  — 39iat  •4-  17184  — 7 = o , ou  h-  392^? 

— 17184  -4*7  = O . Il  fuit  du  Corollaire  précèdent  que  le 

reflc,  ou  l’équation 77  — 457^7  14883200  = o,  (qui  fera 

toujours  du  même  degré  que  l’équation  des  limites  , comme 
l’operation  le  démontré  , ) aura  pour  fês  racines , ou  pour 
les  valeurs  de  7,  les  fommes  toutes  connues  que  donnent  les 
fubflitutions  fucceflîves  des  racines  de  l'équation  des  limites 
à la  place  de  x dans  la  propofée  , qui  font  ici  «4»  7775  Sc 

— 3100;  & en  mettant  fuccefTivcmcnt  ces  valeurs  de  7 dans 
le  dernier  divifeur  où  x efl  linéaire , c’efl;  à dire  dans  392a; 
■ — 1 7 1 84  = o , l’on  aura  les  deux  équations  linéaires  x — 24 

•^y 

î=o,Ar  — 52  = 0,  qui  font  les  divifeurs  communs  aux 
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cquations **  — 114»:^: 3744X  — 30240^=0,011/  repre- 

—y 

fente  fiicccflivement  777^  & — 3200^  & xx y&x 

124Ü  =a,  & qui  contiennent  les  racines  de  l’équation 
des  limites  xx  — i6x  -4-  1248  =0. 

Ce  Corollaire  efl  une  fuite  évidente  du  precedent  & de 
la  méthode  de  trouver  le  plus  grand  divilcur  commun  de 
deux  équations  : car  les  racines  de//  — 4^76/^-*-  24883200 
= O , font  telles  , qu’étant  fubftituées  à la  place  de  / dans 
le  dernier  divilêur  oîi  x cft  linéaire  , qui  eft  3922-  — 17184 

•4-  y 

= O,  & dans  — 114*2:  -4-  3744* — 30240  =0,  l’équa* 

— y 

tion  linéaire  eft  changée  en  deux  autres  , qui  divifent  exaéle- 
ment  l’équation  des  limites  , & qui  par  confequent  en  con- 
tiennent les  racines  ; & ces  memes  équations,  linéaires  divi- 
ùnt  aufli  exaéiement  — 114**  -4-  3744^:  — 30240 =0* 

— / 

oh  l’on  fuppofe  à la  place  de  / , fes  deux  valeurs  h-  7776  „ 
— 3200. 

Corollaire  IV.. 

Pour  les  racines  égales. 

154-ijOiT  une  équation  qui  a des  racines  égales  s*  — 

-4-72**  — ^4*-f-  i6  = Oy  dont  l’équation  des  limites  eft 
AT*  — 12XX  -4-  36*  — 16  = 0 ; qu’on  mette/  à la  place  de 
zéro,  C conformement  à la  fuppofition  du  2*  Corollaire  qui 

Ckede,  ) l’on  aura** — i6x*  -4-  72** — 64*>4>  16  =/. 

s racines  de  l’équation  des  limites  étant  fubftituées  fuccelfi- 
vement  à la  place  de  * dans  cette  équation  , les  fommes  tou- 
* I î ï.tes  connues  qui  en  viendront  feront  les  valeurs  de/  *;  par  con- 
Icqucnt  les  racines  égales  étant  communes  à la  propofée  &à 
l’équation  des  limites , il  y aura  tout  autant  de  valeurs,  de  /' 
égales  à zéro qu’il  y aura  de  ces  racines  communes . 

Corollaire  V. 

â?»  contient  une'  méthode  pour  connoUre  quand  une  équathtt 
jsropofée  a des  racines  égales  . 

oh  il  fuit  & du  troifiéme Corollaire  , que  fi  l’on  tfanfi 
pofe  / dans  le  premier  membre  ; qu’on  cherche  enfuite  le 
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plus  grand  divifeur  commun  de  x*  — 16;^’  •J^xx  — <>4* 
16  = O , & de  l’équation  des  limites  x^  — lïxx  -f*  jôjc 

. — itf  = O , & qu’on  continue  l’operation  iufqu’à  ce  qu’on 
foit  arrivé  à un  rerte  où  x ne  fc  trouve  plus , & qui  n’ait 
pour  inconnue  que  y , en  fuppofant  ce  refie  égal  à zéro  ; il  y 
aura  autant  de  y égaux  à zéro  dans  l'équation  de  ce  refle  , 
qu’il  y a de  racines  communes  à la  propofée  x*  — léx’ 
yaxx  — 6jfx  •4-16  = 0,  & à l’équation  des  limites  x^ 
’ — J2XX  •+■  36^?  — = O,  ce  qui  marquera  qu’il  y a des 

racines  égales  dans  la  propofée  i c’cft  à dire  , y auroit  trois 
dimcnfions  dans  l’équation  faite  du  refle  , fi  les  quatre  ra> 
cines  de  la  propofée  étoient  inégales  , mais  au  lieu  de  ce> 
la , y n'aura  que  deux  dimenfions , s’il  y a une  racine  com< 
mune  à la  propofée  & à l’équation  des  limites  ; y n'aura 
qu’une  dimenfion  dans  l’équation  du  refle  , s’il  y a deux 
racines  communes  ; & ^ fe  trouvera  entièrement  égale  à 
zéro  dans  l’équation  faite  du  refle , fi  toutes  les  racines  de 
l’équation  des  limites  font  auffi  les  racines  de  la  propofée , 
& que  les  quatre  racines  de  la  projxxfée  fbient  égales . 

Dans  cet  exemple  on  trouve  pour  refle  ^ — 144  =0, 
ce  qui  fait  connoître  qu’il  y a deux  racines  communes  à la 
propofée  & à fon  équation  des  limites,  & que  la  propofée 
contient  par  confequent  des  racines  égales. 

D’où  l’on  voit  que  pour  connoître  fi  une  équation  propo. 
fée  contient  des  racines  égales , il  n’y  a qu’à  ajouter  — 7 à 
fbn  dernier  terme , & enfuite  chercher  le  plus  grand  divi* 
feur  commun  de  cette  équation  & de  fon  équation  des  li< 
mites  ; & continuer  l’operation  jufqu’à  ce  qu’on  ait  un  re- 
fle qui  n’ait  que  y pour  inconnue , & fuppofer  ce  refle  égal 
à zéro.  Si  l’inconnue  y cfl  au  même  degré  dans  cette  équa- 
tion , qu’efl  x dans  l’équation  des  limites , c’cfl  une  marque 
qu’il  n’y  a pas  de  racines  égales  dans  la  propofée;  Si  l’incon- 
nue / efl  a un  degré  moindre  dans  cette  équation  du  refle 
que  celui  de  x dans  l’équation  des  limites , c’efl  une  mar- 
que qu’il  y a des  racines  égales  dans  la  propofée. 
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SECTION  III. 

Où  l'on  explique  differentes  méthodes  pour  trouver  les  racines 
d'une  équatson  lorf qu'on  a deux  limites  pour  chacune. 

PROBLEME  III. 

D on  a deux  limites  d" une  racine  sf  une  équation  nu- 
mérique , Pune  moindre  & l'autre  plus  grande  que  cette  raci- 
ne ; ou  , ce  qui  revient  au  meme  , lorjque  la  fuhftitutson  de 
l'une  & enfuite  de  Poutre  à la  place  de  PinconnuCy  donne  des 
fommes  toutes  connues  dont  les  ftgnes  font  différons  ; trouver 
cette  racine  quand  elle  efl  commenfurable  ; en  trouver  une  va- 
leur approchée  quand  elle  efl  incommenfurable  ; & continuer 
P approximation  tant  qu’on  voudra. 

PREMIERE  Méthode  par  substitution 

ou  PAR  DIVISION. 

O N appliquera  la  méthode  à un  exemple  en  i'énonçanc 
pour  la  rendre  plus  claire. 

Il  faut  trouver  les  racines  de  xx  — jSx  1248  = o;  jlcs 
limites  de  la  plus  petite  font  zéro  & ;8  ; la  première  étant 
fubftituée  donne  & la  fécondé  donne  — > les  limites  de 
la  plus  grande  font  38  & 77  ; la  première  étant  fubltituêe 
donne  — , & la  fécondé  donne  . 

i“.  On  prendra  la  différence  des  deux  limites  , & l’on 
ajoutera  la  moitié  de  cette  différence  , prife  en  nombres 
entien,  à la  moindre  limite,  ce  qui  donnera  une  fomme; 
ainû  la  dif&rence  des  deux  limites  zéro  & 38  de  la  pre* 
miere  racine  , eft  38  , dont  la  moitié  eft  19  , & la  fom- 
me de  la  moindre  limite  zéro  & de  cette  moitié , efl  19. 
La  différence  des  deux  limites  38  & 77  efl  39  , dont  la 
moitié  eft  19  ou  20  j on  prendra  laquelle  on  voudra  , 
quand  la  différence  eft  un  nombre  impair  : on  ajoutera  cet- 
te moitié  à la  moindre  limite  38 , & la  fomme  fera  si  ou 
58  , il  nimporte  pas  laquelle  on  prenne. 

2“.  On  fubffituera  la  fomme  qu’on  vient  de  trouver  à la 
place  de  l’inconnue  x dans  la  propofée  ; ainfî  on  fubftitucra 
rt- 19  pour  la  première  racine , & j/  pour  la  fécondé; 

ou. 
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ou  y ce  qui  revient  au  même , on  divifera  i’équation  propo- 
fee  par  l’équation  linéaire  moins  cette  fomme,  ceft  à dire 
par  — 1^  = 0 , pour  trouver  la  première  racine , & par 
K — 57  =3  o , pour  trouver  la  fécondé  . On  remarquera  le 
ligne  de  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubftitu- 
tion  , ou  du  relie  qui  viendra  de  la  divifion , & s’il  eft  con- 
&rme  au  ligne  que  doit  donner  la  première  limite , ou  à 
celui  que  doit  donner  la  fécondé  limite  ; par  exemple  eu 
fubllituant  , on  trouve  le  ligne  conforme  au  ligne 
que  donne  la  moindre  limite  zéro  des  deux  limites  o & 38 
de  la  première  racine  } en  fubllituant  57  , on  trouve  le  li- 
gne -H  conforme  au  ligne  que  donne  la  plus  grande  limi- 
te 77  des  deux  limites  38  & 77  de  la  lêcoode  racine. 

3“.  On  lailfera  à prefent  comme  inutile  celle  des  deux 
limites  d’une  racine  dont  la  grandeur , fubAituce  à la  pla- 
ce de  x , a donné  le  ligne , Ôc  on  prendra  cette  grandeur 
à fa  place  pour  être  une  des  limites  de  la  racine  qu’on 
cherche  , avec  l’autre  limite  dont  la  grandeur  fubllituée 
n’a  pas  donne  le  ligne. 

Dans  notre  exemple  en  cherchant  la  première  racine  de 
la  propofée  dont  zéro  & 38  font  les  limites  , la  gran- 
deur 19  ayant  donné  le  ligne  de  la  moindre  limite  zéro  , 
c’ell  à dire  -h  , la  limite  zéro  fera  deformau  inutile  pour 
trouver  la  première  racine  5 on  prendra  à fa  place  la  gran- 
deur 19  qui  a donné  le  même  ligne  de  la  première  li- 
mite  zéro,  & la  fécondé  limite  fera  38. 

On  trouve  de  même  en  cherchant  la  fécondé  racine , que 
la  grandeur  $ 7 étant  fubllituée  à la  place  de  x , donne  le 
ligne  -H  de  la  plus  grande  des  deux  limites  38  & 77  de  la 
fécondé  racine  > ainli  il  faut  laifler  la  plus  grande  limite  77 
comme  inutile;  & prendre  à la  place  la  grandeur  57  pour  la 
plus  grande  limite,  & la  plus  petite  38  demeure  la  même. 

Il  faut  à prefent  chercher  la  première  racine  de  la  propo- 
lee  entre  les  nouvelles  limites  19  & 38,  & la  fécondé  entre 
les  limites  38  & 57 , en  faifant  une  operation  femblable  à 
celle  du  premier  & du  fécond  article , c’eft  à dire  en  pre- 
nant, pour  trouver  la  valeur  de  la  1'*  racme,  la  moitié*  de  la 
diHèrence  de  fes  deux  limites  19  & 38,  laquelle  moitié  eft  9, 
l'ajoutant  à la  moindre  limite  17 , ce  qui  donnera  la  fomme 
a8,  & fubllituant  cette  grandeur  28  à la  place  de  x dans  la 
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propofée  : & comme  la  fbmme  quî  en  vient  a le  ligne 
qui  eft  celui  que  donne  la  fubfUtution  de  la  plus  grande 
limite,  il  faut  lailTer  la  limite  38  comme  inutile,  & met» 
tre  à ^ place  28  pour  la  plus  grande  limite  de  la  premic> 
TC  racine , dont  la  plus  petite  limite  fera  19  ; & continuer 
l’operation  en  ajoutant  la  moitié  en  nombres  entiers  de  la 
différence  p des  deux  demieres  limites  19  & 28  , laquelle 
moitié  eft  3 ou  4 , à la  plus  petite  limite  1 9 , ce  qui  don- 
nera la  fômme  24  , & fubffituant  cette  grandeur  24  à la 
place  de  x dans  la  propofée  : Et  comme  on  trouve  que  h 
ibmme  qui  en  vient  eff  zéro  , la  grandeur  24  eff  la  plus 
petite  racine  de  la  propofée. 

On  cherchera  la  fécondé  racine  comme  on  a fait  la  pre- 
mière , en  prenant  9 qui  eff  la  moitié  de  la  différence  19 
qui  fc  trouve  entre  les  deux  demieres  limites  38  & 37  de 
la  fécondé  racine  de  la  propofée  , & ajourant  cette  moi- 
tié 9 à la  moindre  limite  , la  fomme  fera  47  , qui  étant 
fubffituée  à la  place  de  x dans  la  propofée  , donne  le  ff- 
gne  — conforme  à celui  qui  vient  de  la  fubffitution  de  la 
moindre  limite  38  . On  laifféra  la  limite  38  comme  inuti- 
le , & on  prendra  à fa  place  47,  & la  plus  grande  limite 
fera  encore  57;  ainfi  les  deux  limites  de  la  féconde  racine 
léront  47  & 57 . On  prendra  5 , qui  eft  la  moitié  exaéle 
de  leur  différence , qui  eft  10 , on  l’ajoutera  à la  moindre 
limite  47,  & la  fomme  fera  32  ; on  fubftituera  32  à la 
place  de  x dans  la  propofée , & l’on  trouvera  que  la  fom- 
me qui  en  vient  eft  zéro  ; ce  qui  fera  voir  que  la  gran- 
deur 52  eft  la  féconde  racine  de  la  propofée. 

R E M A R Q^II  E. 

Jl  eft  viCble  qu’en  cherchant  une  racine  , par  cette  mé- 
thode , entre  deux  limites , entre  lefquelles  cette  racine  cil 
une  grandeur  moyenne  , on  augment  à chaque  operation 
la  plus  petite  limite , ou  l'on  diminue  la  plus  grande  ; c’eft 
pourquoi  on  arrive  enfin  à trouver  la  racine  même  , quand 
elle  eft  commenfurable.  Mais  quand  en  fuivant  la  méthode, 
on  arrive  à deux  limites,  l’une  moindre,  & l’autre  plus  gran- 
de que  la  racine , ou  qui  donnent  par  leur  fubftitution  des  li- 
gnes differens,  qui  ne  différent  entr 'elles  que  de  l’unité,  il  eft 
certain  q[ue  la  racine  eft  incommeofurable  ; car  on  fuppofe 
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l’équation  fans  fradllons,  & que  fon  premier  terme  n’a  pas 
d’autre  cocficient  que  l’unité;  ainfî  fa  racine  étant  entre  deux 
nombres  qui  ne  diflèrenc  quede  I’unicé>  elle  ne  peut  pas  être 
un  nombre  entier;  & on  a démontré  * qu’une  fraction  ne  *3 4* 

. peut  pas  être  la  racine  d’une  telle  équation . 

Continuation  de  la  première  méthode. 

continuera  d’augmenter  par  la  méthode  la  moin- 
dre limite , Sx.  de  diminuer  la  plus  grande  limite  de  la  ra- 
‘ cine  qu’on  cherche  , jufqu^  ce  qu'on  trouve  une  grandeur 
qui  étant  fublHtuée  à la  place  de  Hnconnue,  donne  zéro  ; 
ou  , quand  la  racbe  ell  incommenfurable^  julqu’à  ce  qu’on 
ait  trouvé  deux  limites , l’une  moindre  que  la  racine  , Sc 
l’autre  plus  grande  , qui  ne  different  cntr’elles  que  de  l’uni- 
té  ; Sx  alors  la  moindre  limite  fera  la  valeur  approchée  de 
la  racine , plus  petite  que  la  racine  , & la  plus  grande  li- 
mite fera  la  valeur  approchée  plus  grande  que  la  racine  ; 

— & l’une  & l’autre  valeur  approchée  ne  diffèrent  pas  de  la 
racine  exaéle  de  l’unité  entière. 

Pour  continuer  l’approximation  , on  fê  lèrvira  ordinaire- 
ment de  la  troifléme  méthode  qui  fuit  , comme  étant  la 
plus  courte,  mais  on  le  pourra  taire  auffi  par  cette  premiè- 
re , le  calcul  en  fera  un  peu  plus  long  ; on  prendra  -j , qui  \ 

eff  la  moitié  de  la  différence  des  deux  dernieres  limites,  qui 
ne  diffèrent  entr’elles  que  de  l’unité , Sx  on  l’ajoutera  à la 
moindre  des  deux  dernieres  limites  ; on  fubffituera  cette 
grandeur  à la  place  de  l’inconnue  , & on  la  prendra  au 
heu  de  la  limite  dont  elle  donnera  le  ligne  . Enfuite  on 
prendra  la  moitié  de  la  différence  qui  eff  entre  cette  nou- 
velle limite  & l’autre  limite  qui  eff  demeurée  > on  ajou- 
tera cette  moitié  à la  moindre  de  ces  deux  limite»,  de  la 
fonune  fera  la  grandeur  jqu’il  faut  fubffituer  à la  place  de 
l’inconnue  dans  la  propoiée,  & on  prendra  cette  grandeur 
au  lieu  de  la  limite  dont  elle  donnera  le  ligne. 

On  continuera  ainfî  de  trouver  des  valeurs  qui  appto- 
chent  de  plus  en  plus  à l’infini  de  la  racine  exa^  , qu’on 
ne  peut  pas  t(ouver  autrement , puilqu’clle  eff  incommen- 
furable. 

Sf  U 
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Exemple  où  les  racines  font  incommenfnrahles . 

ou  R trouver  les  racines  de  l’équation  xx  — zox 
= O,  dont  la  première  a pour  limites  zéro  tSc  lo,  la  lêcoi}< 
de  lo  & 21  : 1*.  on  prendra  la  moitié  de  la  différence  des 
limites  zeio  & lo  , laquelle  moitié  eft  5 , on  l’ajoutera 
à zéro , & la  fomme  fera  5 ; on  fubftituera  5 à la  place 
de  X dans  la  propofée  , & l’on  trouvera  la  fomme  toute 
connue  — 10 } ainû  5 donnant  le Cgne  — delà  phisgran-, 
de  des  deux  limites  o &'ia  j ai  prendra  $ pour  la  plus 
grande  limite  au  lieu  de  10  , & zéro  demeurera  pour  la 
moindre  limite.  > 

On  prendra  la  plus  grande  moitié  en  nombres  entiers  de 
la  différence  des  limites  o & 5 , cette  moitié  efl  3 , on  la 
fubflituera  à la  place  de  x , & elle  donnera  H-  14;  ainU  ; 
donnant  le  fîgne  de  la  moindre  des  deux  limites  zéro  & 5 ^ 
on  prendra  3 pour  la  moindre  limite  au  lieu  de  zéro  , & la 
plus  grande  fera  5 ; on  ajoutera  t , qm  efl  la  moitié  de  la 
différence  de  ces  deux  limites  3 & 5 , à la  plus  petite  3 , & 
on  fubflituera  la  fomme  4 au  lieu  de  x , & l’on  trouvera 
qu’elle  donne  la  fomme  -t-  1 , qui  a le  même  figue  -t-  que 
donne  la  moindre  limite. 

L’on  a donc  les  deux  limites  4 & $ , qui  ne  dif&rent 
que  de  l’unité  , dont  l’une  donne  & l’autre  — ; ainû 
la  première  racine  de  la  propo/ce  eft  plus  grande  que  4 , 
& moindre  que  y ^ & elle  efl  kicommenfutable . 

Pour  en  trouver  la  valeur  en  fraélions  qui  en  approche 
tant  qu’on  voudra , on  prendra  7 qui  efl  la  moitié  de  la  dif^ 
iérence  i des  deux  limites  4 & 5 , on  l'ajoutera  à la  moindre 
limite  4,  & la  fomme  fera  4.^==  on  fubflituera  5 à la 
place  de  x dans  la  propofée,  & on  trouvera  la  fomme  toute 
connue  — 4^  , qui  a le  fîgne  — que  donne  la  plus  grande 
des  deux  limites  4 & 5 > ainfl  on  prendra  47  = f au  lieu 
de  s & les  deux  limites  ou  valeurs  approchées  de  la  pre» 
mierc  racine  feront  4 & 47  . On  prendra  7 qui  efl  la  moitié 
de  la  différence  7 de  ce»  deux  limites  4,  47;  on  ajoutera 
cette  moitié  7 à la  plus  petite  4,  ÔC  la  fomme  47  = fe- 
xa  la  grandeur  qu’en  fubflituera  à la  place  de  x dans  la  pro* 
pofee,  & on  trouvera  la  fomme  — qui  a le  fîgne  que 
donne  la  plus  grande  des  deux  limites  4,  4^  ; ainfl  on  pren> 
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dra  4^  au  lieu  de  la  plus  grande  limite  , & 4 demeurera 
pour  la  plus  petite. 

On  continuera  l'approximation  en  ajoutant  j , qui  eft  la 
moitié  de  la  didèrence  des  deux  dernières  limites  4 , 4^ , à 
la  moindre  4 ; & l’on  fubftituera  la  fomme  4f  = à la 
place  de  x dans  la  propofée  ; & l’on  trouvera  la  fomme 
— sT>  3 encore  le  ligne  que  donne  la  plus  grande  li- 
mite 4ç  ; ainfi  on  prendra  4!  pour  la  plus  grande  limite 
au  lieu  de  4^| , & 4 demeurera  la  moindre  limite . 

• 'Pour  continuer  l’approximation,  on  ajoutera  quieft 
k moitié  de  la  différence  des  deux  limites  4,  4f,  à la  moin- 
dre limite  4 , & on  fubftituera  la  fomme  47V  = ff  , à la 
place  de  x dans  la  propofée  , & on  trouvera  la  fomme 
toute  connue  ^ , qui  a le  même  figne  que  donne  h 
fubflitution  de  la  moindre  limite  4;  ainfi  47V  fera  une  va- 
leur approchée  de  la  première  racine  moindre  que  la  pre- 
mière racine , & 4^  fera  une  valeur  approchée  de  la  mê- 
me racine  plus  grande  que  cette  racine,  qui  eft  entre  4-^ 
& 4r- 

On  peut  continuer  l’approximation  à l’infini  : nnais  l’ap- 
proximation qu’on  vient  de  foire  fufiît  pour  faire  concevoir 
la  méthode. 

2®.  On  appliquera  la  même  méthode  à la  recherche  de 
la  fécondé  racine  de  la.  propofée  , dont  les  limites  font  10 
& 21  ) & après  avoir  trouvé  quelle  eft  entre  ij  & 16  , 
on  continuera  l’approximation  en  ffaélions  , en  ajoutant  à 
la  moindre  limite  is  > k moitié  de  la  diftërence  quieften- 
tre  1$  & , c’eft  à dire  âc  on  fubftituera  la  fomme 

15I  à la  place  de  x dans  la  propofée,  & le  refte  comme 
dans  l’approximation  de  la  première  racine. 

Cette  première  méthode  eft  évideote  après  tout  ce  qui 
précédé , puifqu’elle  en  eft  une  fuite  necellàire,  & elle  n’a 
pas  befoin  de  démonftration . 

Seconde  méthode  par  le  moyen  de  la  transformation , qui  ferf 
à diminuer  & â augmenter  les  racines. 

157.  pou  R rendre  la  méthode  plus  facile  à entendre,  on  l’ap- 
pliquera à un  exemple  en  l’énonçant  , & l’on  fera  en  mé< 
me  temps  les  raifonnemens  qui  la  démontrent^ 

Sf  iij 
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Soit  IVquation  xx  — j6x  -h  1148  = o ^ dont  il  faut  trou^ 
ver  la  plus  pe  tite  lacine  pur  cette  méthode  ; les  limites  de  la 
première  racine  fv;nt  la  plus  petite  19,  qui  étant  fubflituée  à la 
place  de  x , corme  une  fomme  toute  connue  qui  a le  ligne  -+■  i 
la  plus  grande  38^,  qui  étant  fubfütuéc  à la  place  de  ar , donne 
une  lômiiie  qui  a le  ligne  — . 

11  faut  commencer  par  la  moindre  limite  19,  & fuppolêr 
19  •+•  une  Licéterminée  f = x , ÔC  fubUituer  ■+• 

= X à la  place  de  x dans  la  propolee  ^ comme  oa  le  voit 
dans  l’exemple  figuré  ; le  dernier  terme  de  la  tranformée 
qui  en  viendra  , aura  toujours  le  même  ligne  que  don» 
ne  la  moindre  limite  ^ dans  notre  exemple  il  a le  II» 
gne  -H. 

• 3 S.  Il  ell  évident  * que  par  cette  première  transformation , I oa 
diminue  la  première  & plus  petite  racine  dont  on  fait  la  re- 
cherche , de  la  grandeur  1 9;.  ainû  on  la  peut  déjà  concevoir 
comme  partagée  en  deux  parties , dont  l’une  cft  la  moindre 
limite  lo,  & l'autre  ell  la  plus  petite  racine  de  la  transfor- 
mée , dont  il  faut  continuer  la  recherche^  Il  ell  de  même  évi- 
dent qu’ôtant  la  moindre  limite  19  de  la  plus  grande  38,1a 
différence  19  furpafle  la  première  racine  de  la  transformée  » 
puilque  38  liirpallé  la  première  racine  de  la  propofoe;,  ain/î  il 
faut  prendre  la  moitié  en  entiers  9 ou  lo,  il  n’importe  pas  la- 
quelle , de  la  différence  19,  & fuppofer  cette  moitié  9 -4-  une 
nouvelle  indéterminée  g , égale  à la  première  indéterminée/ ^ 
& fubllituer  9 -^^  = / à la  place  de  / dans  la  première 
uansformée^ 

La  fécondé  transformée  qui  vient  de  cette  fobllitution  ^ayant 
le  ligne  — au  dernier  terme , on.  ell  affûté  * que  la  premiè- 
re racine  de  la  première  transformée  ell  devenue  n^ative 
dans  la  fécondé  ^ & qu’ainfi.  on  l’a  trop  diminuée  en  la  dimi- 
nuant de  9 . 

On  fçait  donc  déjà  que  la  première  radne  de  la  propofée 
eft  plus  petite  que  19  9 = 28,  & que  la  grandeur  dont 

elle  ell  plus  petite  que  28,  ell  moindre  que  9^  C’eft.  pour- 
quoi il  faut  diminuer  la  première  racine  de  la  fécondé  trans- 
formée qui  ell  négative',  d’une  grandeur  moindre  que  9» 
c’ell  à dire,  il'faut  prendre  la  moitié  de  9 en  entiers  qui 
eft  4,,  la  rendre  négative  ^ fuppolêr  — 4 -4» une  nouvelle  in- 
déterminée b égale  à l’indéterminée  g^,  Sc  fubftituct  — 4 
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«4.  ^ à la  place  de  g dans  la  féconde  transformée  : Et 

comme  l’on  trouve  que  le  dernier  terme  de  la  troifiéme 
transformée  qui  vient  de  cette  fubflitution , eft  zetoi  il  eft 
évident  * que  la  grandeur  4 eft  juftement  celle  dont  la  pre-  • 37. 
miereracine  de  la  feconde  transformée  avoit  été  trop  diminuée , 

& qui  étoit  devenue  négative  par  cette  diminution  ; & qu’ainfi 
4 eft  la  grandeur  qu’il  faut  ôter  de  28,  pour  avoir  la  racine 
qu’on  cherche,  qui  eft  par  confequent  19  9 — 4 = 24. 

Ce  qu  il  falloit  trouver. 

Exemple  figuré  pour  trouver  la  pim  petite  racine  de  Téquatlon 
XX — yôx-*- 1248  = 0,  dont  la  moindre  limite  efi  19,  qui 
■étant  fuhftituée  à la  place  de  x,  donne  une  fomme  qui  a le 
figne^y  & dont  la  plut  grande  limite  efi  38,  qui  donne  le 
figne—. 


E QJÜ  ATION  PROPOSEE. 

XX  — 76r  1248  = 0. 

L fout  commencer  par  la  moindre  limite  19,  & foppo- 


fer 

■♦■19 -♦■/=* 

XX 

— 76  a? 

•+■  1248 

=•+-351 
=—1444  — 76/ 
= -4-  1248 

11  fout  ôter  la  moindre  limite 
19  de  la  plus  grande  38,  & 
prendre  la  moitié  en  entiers, 
qui  eft  g,  de  la  diftèrence  qui 
eft  19,  & fuppofer 

Première 

transfert 

mée. 

^ 165  — 38/^jf 

, ff 
-38/ 

165 

:=-4‘8i  ^gg 

= _ 342 — 38g 
= •4“  165 

9 ayant  donné  au  dernier 
terme  de  la  transformée  le 
figne  — de  la  plus  grande  li- 
mite 38,  il  fout  prendre  la 
moitié  de  g en  entiers,  qui  eft 
4,  & lui  donner  le  figne  — , 
& fiippoTcr 

Seconde 

tranifor- 

mie. 

— 86— 2og-t-gg 

^ * 

U 

— 20g 

— 56 

= ■4"  16 — 8A 
=•♦-80 — 2oA 
=—96 
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Etant  arrive  à une  transfor  Troiftéme 
mée  dont  le  dernier  terme  transfor- 
cftzero,  la  racine  eft  com-  mée. 

menfurable  , & elle  eft  égale  à la  fbmme  des  grandeurs  con- 
nues des  équations  linéaires  qui  ont  fèrvi  aux  transformations; 
ainfi  — 4=24.  Ce  qu'il  fallait  trouver . 

En  diminuant  la  première  racine  de  la  propofée  par  les 
transformations , on  diminue  auffi  la  fecondej  ainfi  en  ajoii- 
tant  la  première  racine  24  à la  racine  28  de  la  derniere  trans- 
formée qui  eft  linéaire , la  fomme  25  eft  la  fécondé  racine  de 
ia  propofée , dont  cependant  on  va  faire  la  recherche  par  la 
inethode , pour  la  faire  mieux  concevoir. 

On  trouvera  donc  de  même  que  la  fécondé  racine  eft  51,  on 
en  voit  les  operations  dans  l’exemple  figuré. 


Pour  trouver  la  plut  grande  racine  de  xx  — 76X  1 248  = o, 

dont  la  plus  petite  limite  efl  38,  tjui  étant  fubjlituie  y donne  le 
figne- — f & la  plus  grande  efl  77,  qui  étant  fubfitu^e,  donne 
le  ftgne 


fuppoferaM-38-»';/=x 

XX 

— 76* 
-4-  1248 

— -hi444M-7(?/^-// 

!=— 2888^76/ 

= 1248 

On  ôtera  la  moindre  limite 
38  de  la  plus  grande  77, &on 
prendra  la  moitié  en  entiers 
19  de  la  différence  39,&  on 
fuppofera 

Première 

transfor- 

mée. 

^196  H-// 

ff 

— 196 

= -*-361  -4- 38^-4- gg 
= ^ — 195 

-<-19  donnant  au  dernierj 
terme  de  la  transformée  le 
figne  de  la  [plus  grande  li- 
mite 77,  on  prendra  en  en- 
tiers la  moitié  9 de  19,  & on 
fuppofera . 

Seconde 

transfor- 

mée. 

1 

165  38g -4- gg 

-r  9 A —g 

SS.  1 

38^ 

265 

= -4-8i  — lihorhb 
=■ — 342  M- 
— i6q 

— 9 
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9 donnant  au  dernier  Troiftéme\ 
terme  de  la  transformée  le  tranifor- 
figne  — de  la  moindre  limi- 
te , on  prendra  en  entiers  la 
moitié  4 de  9,  & on  fuppo 
fera 


3*9 


\ ^ 

bb 

— “4“  ii 

■H  4 af*  f = b 

-4-  20h 

= 8o-4-20< 

— 96 

~—ç6 

O ^ 28/  a 


Etant  arrivé  à une  transfor-|  4'  tranu 
mée  dont  le  dernier  terme 
eft  zéro,  la  radne  qu  on  cherche  eft  commenfurable,  & elle 
cft  égale  à la  fomme  des  grandeurs  connues  des  équations  linéai- 
res qui  ont  fervi  aux  transformations  ; ainfi  la  plus  grande  ra- 
cine de  la  propofée  eft  «•=■♦■  38  *<•  19  — 9«>H4=52. 
Cf  faîloit  trouver.  • 


continuation  àe  la  tMîhode  quand  la  racine  quon  cherche 
êfl  incommenfurahle . 

T iORSqu’en  cherchant  une  racine  par  cette  méthode, 
On  arrive  à une  transformation  où  l’on  eft  obligé  pour  conti- 
nuer , de  prendre  la  moitié  de  l’unité , la  racine  qu’on 
cherche  cft  incommenfurahle,  n’étant  pas  un  nombre  en- 
tier, puifqu’on  trouveroit  une  transformée  dont  le  dernier 
terme  feroit  zéro  ; c'eft  à dire , on  trouveroit  la  racine  exac- 
tement ; ft  elle  étoit  un  nombre  entier  ; elle  ne  peut  pas  être 
auffi  une  ftaéiion , * car  on  fuppofe  la  propofée  fans  fraélions,  * 
& que  fon  premier  terme  n’a  pas  d’autre  cocfident  que  l’unité. 
Dans  ces  cas  la  fomme  de  toutes  les  quantités  connues  des 
équations  linéaires  qui  ont  fervi  aux  transformations,  eft  la 
valeur  approchée  en  nombres  entiers  de  la  racine  qu’on 
cherche.  » 

On  continuera  tant  qu’on  voudra  l’approximation  en 
prenant  c’eft  à dire  la  moitié  de  l’unité  précédée  du 
ligne  ou  — . , félon  que  le  dernier  terme  de  la  dernière 
transformée  aura  le  ligne  de  la  moindre  ou  de  la  plus  grande 
limite , c’eft  à dire  dans  le  premier  cas , & — oins  le 
fccond  ; & oa  fiippofcra  •♦•oui  — 7 -t-  une  nouvelle  indé- 
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terminée,  égale  à l’indéterniinée  de  la  dernière  transforméci 
& le  reHc  comme  dans  l’exemple  figuré  qui  fuit. 

Exemple  figure'. 

I 

Pour  trouver  la  plus  grande  racine  de  xx — 20XM-65  ==  o, 
dont  la  moindre  limite  eflio^  qui  liant  fubfïituie  àja  place 
de  Xf  donne  le  figne  — ; éf  la  plus' grande  //  21,  qui  donne 
le  figne  »4-. 


^)n  fuppofera  •♦•10 

XX 

30* 

-4-^5 

= «4*  lOO  -4*  20f’^ff 
= — 200  — 30/ 

On  ôtera  la  moindre  limite 
10  de  la  plus  grande  31,  on 
prendra  la  moitié  en  entiers 
6 du  refte  1 1,  & on  fuppofera 

Première 

transfor- 

mie. 

-35*-^// 

1 

•*-  6 ’*-g=f 

ff 

— 35 

= ■♦-36-4-  I3g-4-gg 

|=— 35 

Le  dernier  terme  de  cette 
transformée  ayant  le  figne  *4- 
de  la  plus  grande  limite  , le 
nombre  6 eft  trop  grand , il 
faut  en  prendre  la  moitié  3, 
& fuppolcr 

Seconde 

transfor.- 

mie. 

•H  I •4-13^  -4-^ 

a 

^I2g 

1 

= «4"  9 — ^b  bh 
= — 36H-236 
= •4“  1 

JLe  dernier  terme  de  cette 
transformée  ayant  le  figne 
— de  la  moindre  limite  , on 
ôtera  3 de  d,  & 00  prendra 
la  moitié  du  refie  3 en  en- 
.tiers  , qui  efi  3,  & on  fuppo- 
fera 

Troifiéme 

transfor- 

mée. 

4 

^ 26  6b  bb 

♦H  3 i = £ 

bb 

■4“  6b 
— 36 

= 4 ^i  a 

= «+■  12  -4-  éi 
=-r2f 
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Le  dernier  terme  ayant  le 
/Igné  — de  la  moindre  limi- 
te, on  ôtera  i du  refte  pré 
cedent  3,1!  reliera  i,  dont  i] 
faut  prendre  la  moitié  7 , & 
fuppofer 

R.  E V: 

J^atric-  . 
me  train-  1 
formée» 

33' 

-ïî  10  »4*  lOi  "4"  ii 

7 4 = < 

ii 

-4-  loi 
— 10 

= •+■  i-*- 

= -4-  5 -4-  104 

= 10 

Le  dernier  terme  ayant  en- 
core le  ligne  — , il  faut  ôter 
i du  dernier  relie  i,  & pren- 
dre  la  moitié  du  relie  7,  la- 
quelle ell^,  & fuppofer 

Cinquiè- 
me tram- 
formée. 

— II^  ■**  kk 

1 

kk 

lik 

-4i 

= -4--jV-t"7/“4-// 

= 11/ 

=-Ai 

l 

Le  dernier  terme  ayant  en-j 
corc  le  ligne  — , il  faut  ôter 
~ du  dernier  refte  7 , il  relie- 
ra 7 , dont  il  faut  prendre  la 
moitié  y , & fuppofer 

Sixième 

tramfor- 

mée- 

— r 

l 

■4-  y -t-  OT  = / 

II 

Il  7/ 

— I ^ 
* «7 

= -f  ^ -4- 7 J»  IW» 

=— ifr 

Le  dernier  terme  ayant  en- 
core le  ligne  — de  la  moin- 
dre limite , la  fomme  de  tou- 

Septième 
transfor- 
mée. 

tes  les  grandeurs  connues  des  équations  linéaires  qui  ont 
Icrvl  aux  transformations  ^ e(l  une  valeur  approchée  moin* 
dre  que  la  racine  qu’on  cherche  ; ainfi 

ell  une  valeur  approchée  moindre 
me  la  racine  qu’on  cherche , qui  efl:  moyenne  entre  15? 
CL  16 . On  peut  continuer  l’approximation  tant  qu’on  vou- 
dra^ en  ôtant  i du  dernier  & prenant  la  moitié  du 

Tt  ij 
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refte  i > laquelle  moitié  efl  & Tuppofant  -4- 
&c.  Quand  zéro  eft  une  des  limites  de  la  racine  qu’on  cherche, 
il  faut  prendre  la  moitié  de  la  plus  grande  limite  , & fuppofer 
cette  moitié  pofitive  plus  une  indéterminée,  égale  à l’inconnue 
de  la  propoféc , & continuer  l’operation  comme  dans  les  exen»- 
pies  precedents. 

Par  exemple  fi  l’on  cherche  la  première  racine  de  xx 

20X  65  = O,  dont  la  moindre  limite  eft  zéro , qui  étant 

fubftituécà  la  place  de  l’inconnue,  donne  & la  plus  grande 
limite  eft  10,  qui  étant  fubftituée  donne  — , il  faut  prendre  la 
moitié  de  10  qui  eft  y,  & fuppofer  5 •*-f=Xf  & foire 
l’operation  comme  dans  les  exemples  précedens. 

Cette  fécondé  méthode  eft  démontrée  par  les  raifonneraens 
qu’on  a faits  en  l’énon^nt  > 

Trotftémc  méthode  par  le  moyen  de  la  transfarmatm , tfuifert 
' - â multiplier  les  racine!  d'une  étfuatim. 

, Avertissement, 

. (^ETTE  méthode  feit  à trouver  une  valeur  approchée 
d’une  racine  d’une  équation  qui  en  diftêre  moins  que  de  ~ , ou 
■ff? , ou  — Vc ou  ri  ’ rc , & ainfi  à l’infmi . 

. .*  On  peut  l’appliquer  immédiatement  à la  recherche  d’une 
racine  dont  on  a deux  limites , l’une  moindre  & l’autre  plus 
grande  que  cette  racine  : mais  pour  éviter  la  longueur  du  cal>- 
cul , il  eft  mieux  de  trouver  par  la  première  mctlwde  avant 
de  fc  fervir  de  cette  troifiéme  , deux  valeurs  en  entiers  appro» 
chées  de  la  racine,  qui  ne  different  entr’elles  que  de  l’unité,  & 
il  fout  enfuitc  Ce  fervir  de  cette  troifiéme  méthode  pour  trou- 
ver des  valeurs  en  fraftions  décimales  qui  approchent  tant  qu'on 
voudra  de  la  racine. 

1°,  Il  fout  mettre  un  zéro  devant  le  coéficient  du  fécond 
terme,  ceft  à dire,  multiplier  ce  coéficient  par  lo^  fi  l’on 
.veut  une  valeur  approchée  qui  ne  différé  de  la  racine  que 
de  il  fout  mettre  deux  zéros,  fi  l’on  veut  une  valeur  qui 
ne  diffère  que  de  ; il  faut  mettre  trois  zéros,  fi  l’on  veut 
une  Valeur  qui  ne  diffère  que  de  7^ô>  & ainfi  de  fuite. 

Il  faut_  mettre  devant  le  coéficient  du  troifiéme  terme 
deux  fois  autant  de  zéros  qu’on  en  a mi»  au  fécond  terme  ; 
devant  celui  du  quatrième  terme,  crois  fois  autant  de  zéros; 
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devant  le  coêfîcient  du  cinquième  terme  , quatre  fois  au- 
tant de  zéros  qu’on  en  a «mis  au  fécond  terme  , & ainfi 
de  fuite. 

Par  exemple  Ci  l’on  a mis  deux  zéros  au  fécond  terme  , il 
en  faut  mettre  deux  fois  deux  , c’eft  à dire  quatre  zéros  au 
troifiéme  ; trois  fois  deux  , c’eft  à dire  fix  zéros  au  quatrième 
terme , & ainfi  de  fuite . 

2*.  Il  faut  mettre  devant  chacune  des  deux  limites  autant 
de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond  terme. 

3®.  Il  faut  enfuite  par  la  première  méthode  , trouver  deux 
valeurs  approchées  de  la  racine  qu’on  cherche , qui  ne  diffe- 
rent entr’elles  que  de  l’unité. 

4®.  Enfin  il  faut  écrire  chaque  valeur  fur  une  ligne  pour  les 
numérateurs  , & écrire  au  deffbus  de  chacune  pour  dénomi- 
nateur , l’unité  avec  autant  de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond 
terme . Ces  deux  fraélions  font  les  valeurs  approchées  qu’on 
cherchoit. 

Exemple. 

Pour  trouver  une  valeur  approchée  de  la  plus  petite  ra- 
cine de  XX  — 20AT  -4-  6j  = O , qui  n’en  diffère  pas  de  ■;  , 

dont  on  a par  la  première  méthode  les  deux  limites  appro^ 
chées  en  entiers  4 & s , qui  ne  diflferent  cntr’clles  que  de  l'uni- 
té ; 1®.  on  mettra  trois  zéros  au  fécond  terme , & fix  au  troi- 
fiéme, & l’on  aura  la  transformée  xx  — aooooiv  *»-  65000C00 
= O , dont  les  racines  font  celles  de  la  propofee , multipliées 
chacune  par  1000,  2®.  On  mettra  autant  de  zéros  devant  cha- 
cune des  limites  4 & 5 , qu’on  en  a mis  au  fécond  terme , & 
l’on  aura  4000  , & 5000  pour  les  limites  de  la  transformée. 
3®.  On  cherchera  par  la  première  méthode  deux  valeurs  ap- 
prochées en  entiers  , qui  ne  diffèrent  entr’elles  que  de  l’unité , 
de  la  première  racine  de  la  transformée,  dont  la  moindre  li- 
mite eft  4000 , qui  donne  & la  plus  grande  5000  , qui 
donne  — , & l’on  trouvera  que  ces  valeurs  lont  4094  & 4095. 
4°.  11  faut  écrire  ces  valeurs  en  fraélion,  & leur  donner  1000 
pour  dénominateur  , & l’on  aura  ® ° pour  les  va- 

kurs  approcl'iées  de  la  première  racine  de  la  propofée  xx 
— 20jr  d5  = O , dont  la  première  ÎÔ'o'  eff  moindre  que 
cette  racine  , & la  fécondé  eft  plus  grande,  & l’une  & 
l’autre  n’en  different  pas  de  • 
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Il  efl  fi  facile  d’appliquer  cette  méthode  à tous  les  exetn> 
pies  qu  oa  vend '•a  , qu’il  eft  inutik  d’en  groflîr  ce  traité  * 

Déiuonjiraiion  de  cette  méthode . 

J_|E  S:  racines  de  la  transformée  (bat  les  racines  de  la  propo- 
multipliées  chacune  par  looa*;  les  limites  de  la  pre- 
4c;r4w/.j^içre  racine  de  la  propolec , qui  font  4 & j , étant  multi- 
^ limites  de  la  première  racine  de  la 

• i4P^ transformée  * ; par  confequent  les  valeurs  4op4  & 4095^ 
qu’on  trouve  en  employant  la  première  méthode  ^ font  les  va- 
leurs approchées  de  la  première  racine  de  la  transfijrméc  ^ il 
cfi  donc  évident  qu’en  divifant  ces  valeurs  par  loco , les  frac- 
tions qui  en  naîtront  feront  les  valeurs  approchées  de  la-prc- 
miere  racine  de  la  propofée.  •* 

Il  efi  clair  que  cette  démonftration  efî  generale , & qu'oit 
ne  l’a  appliquée  à ua  exemple  que  pour  la  rendre  plusfiicile 
& plus  courte^ 


^atriéme  méthode  par  le  moyen  de  la  tramformationy.  qui  fert 
à diminuer  & à augmenter  kf  racines  des  équations , maii 
d'une  maniéré  un  peu  dsfferente  de  la  fécondé  méthode^ 


Q Avertissement. 

['  oiqjt’on  puifie  fe  fervir  de  cette  méthode  pour  ap* 
prccher  à l’infini  d’une  racine  d’une  équation  ^ lorfqu’on  en 
connoîc  deux  limites  quelconques , l’une  moindre  & l’autre 
plus  grande  que  la  racine , avec  le  figne  que  donne  chacune 
de  ces  limites , étant  fubftituées  dans  l’équatioa  à la  place  de 
l’inconnue  ^ & même  lorfqu’on  ne  connoît  qu’une  des  deux  li- 
mites de  la  racine  qu’on  cherche , pourvu  qu’on  fçache  fi  elle 
eft  moindre  ou  plus  grande  que  cette  racine,  & le  figne  qu^el- 
le  donne  , étant  fubftituée  dans  l’équation  à la  place  de  lin- 
connue cependant  on  abrégera  de  beaucoup  le  calcul,  fi  Ion 
trouve  par  la  première  méthode  les  limites  qui  ae  différent 
pas  de  la  racine  qu’on  cherche  de  l’unité  entière  f c eft  à dire  t. 
qui  ne  différent  entt’elles  que  de  l'unité  .. 

On  appliquera  cette  méthode  à un  exemple  en  l’énonçant 
pour  la  faire  mieux  concev'oir , & l’on  fera  dans  les  opera- 
tions qu’elle  preforit , les  raifonnennens  qui  en  font  la  démon- 
ftration , qu’on  mettra  dans  la  derniere  evidence  dans  les  re- 
marques. 
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Soit  pîopofé  de  trouver  par  cette  méthode  les  racines  de 
l’équation  x'^  — Soat’  •+•  z^^%xx  — 14^3 7r  5000  =0, 
qui  font  toutes  incommenfurables;  la  première  & plus  petite 
racine  eft  moindre  que  l’unité,  & elle  ell  plus  grande  que  ~ , 
qui  étant  fubftituée  à la  place  de  jr,  donne  une  fomme  toute 
connue  qui  a & elle  eft  moindre  que  qui  donne  — } 
la  féconde  eft  entre  1 2 qui  donne  — , & 13  qui  donne  » 
la  3*  racine  eft  enne  32  qui  donne  & 33  qui  donne  — ; 
la  4*  eft  entre  34  qui  donne  — , & 33  qui  donne 

Pour  trouver  celle  de  ces  racines  qu’on  voudra  , par 
exemple  la  fécondé  qui  eft  entre  12  qui  donne  — , & 13  qui 
donne -4- , 1°,  on  fuppofera  la  moindre  limite  12  plus  une 
indéterminée/,  égale  à & l’on  aura  •4-i2-4‘/=:A:;fion 
vouloit  fe  fervir  de  la  plus  grande  limite  13  , on  fuppoferoit 
13  — f=x.  On  fubftituera  dans  la  propofée  12  -4-/=  *•, 
ii  la  place  de  ;r  : (En  voici  l’operation . ) 

X*  =-4-20736  -4-tfpl2/  -4-864//'  -4- 48/^ -4-/* 

SOAT*  = 138240 34560/' 288OJ/ îop 

-4-  i998xr=  -4-  •♦•47952/  -4-  1 998^ 

— 1493  7x=—i79iH— 

•4-5000  =-4-5000 


= — 4036 


-^5367/  — i8/jT  — 3^/'-+-f; 


& l’on  aura  la 
transformée 

° -fff  -r 

Il  eft  évident  * que  les  racines  de  la  transformée  font 
celles  de  la  propefée , diminuées  chacune  de  la  quantité  12  , 
parcequ’clles  font  toutes  pofitives.  Ainfi  la  première  ou  plus 
petite  racine  de  la  piopofée  étant  moindre  que  12  , elle  eft 
trop  diminuée  pour  demeurer  pofitive,  & elle  eft  devenue 
négative  ; & la  fécondé  racine  qu’on  cherche  étant  dimi- 
aiuée  de  1 2 dans  la  transformée , elle  eft  encore  pofitive , & 
fa  grandeur  dans  la  transformée  eft  exaélement  le  refte  de 
la  féconde  racine  de  la  propofée  , dont  on  a ôté  la  gran- 
deur 1 2 ; c’eft  à dire , le  refte  de  la  féconde  racine  de  la  pro- 
pofée , après  en  avoir  ôté  12  , eft  la  plus  petite  des  racines 
qui  reftent  pofitives  dans  la  transformée  ; d’oîi  l’on  voit  que 
pour  avoir  la  valeur  approchée  de  la  fécondé  racine  de  la 
propofée  , il  faut  trouver  la  valeur  approchée  de  la  plus 
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petite  des  racines  pofitives  de  la  transformée,  ajouter  cettè 
valeur  approchée  à la  quantité  12  , & la  fomme  fera  la 
valeur  approchée  de  la  fécondé  racine  de  la  propofée. 

Pour  trouver  cette  valeur  approchée  de  la  plus  petite  ra- 
cine de  la  transformée  , c’eft  à dire  la  plus  petite  valeur 
de  f dans  la  transformée  , il  y a deux  manières  : Et  pour 
faire  des  formules  pour  l’une  & pour  l’autre  de  ces  maniè- 
res il  faut  fc  fervir  de  l’équation  littérale  o = — ^ 

. ••  ’ 

Première  maniéré  de  trouver  la  valeur  approchée  de  f. 

La  première  maniéré  efl  de  fe  fervir  d’abord  des  deux  , 
derniers  termes  feuls  f/  — r = o de  la  transformée , en 
négligeant  tous  les  autres  dans  lefquels  les  puîffances  de  / 
vont  en  diminuant , puifque  f efl  moindre  qiie  l’unité  , & 
de  fuppofer  ces  deux  derniers  termes  égaux  a zéro  ; & l’on 
aura  /=  f • 

Cette  valeur  de  / eft  un  peu  trop  petite  i car  puifque  r 

vifible 

^ grande  que  f , puifque  le 

dénominateur  de  la  première  eft  plus  petit  que  le  dénomi- 
nateur de  la  fécondé  ; ainfi  on  corrigera  la  première  valeur 
de  f = f , en  mettant  cette  valeur  de  /,  au  lieu  de/,  dans 

f I* 

/ ■"  1 f aura  / — . 

" 1 11  1' 

c’eft  la  formule  dont  il  faut  fc  fervir  pour  trouver  la  valeur 
de  / par  cette  première  maniéré . 

Cette  formule  de  la  valeur  de  / = -,  , 

qu’on  peut  aufli  exprimer  par  /= 

donne  une  valeur  un  peu  trop  petite  ; car  le  confequent  de 
la  fraftion  _ ^ 

devroit  être,  puifque  fi  l’on  conçoit  la  véritable  valeur  . 

qui  furpaüé  y , à la  place  de  ^ dans  le  confequent  de  la  frac- 
tion — -= „„  . r'  , il  eft  vifiblc  que  les  grandeurs 

f 1 TT  ' négauves 
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négatives  — confequcnt , feroient  plus  grandes 

qu  elles  ne  /ont  > ainfl  elles  ôteroient  une  plus  grande  quan< 
tiré  de  la  grandeur  q , que  n’en  ôtent  les  grandeurs  néga< 


mes 


» ir’  valeur  de  f=^ 


a c 

7 « Jî 


eft  donc  plus  petite  qu’elle  nedevroit  être,  puifque  le  déno- 
minateur en  eft  plus  grand  qu’il  ne  devroit  être. 

. Pour  avoir  la  valeur  approchée  de  f par  cette  formule  , 
qui  eft  ce  qu’on  cherche  , on  mettra  dans  cette  formule 

f = — ^ , ou  plutôt  dans  celle-ci , qui  eft 


a -ft .îtt. 

“ 1 11 

toute  préparée  f = 


. , les  grandeurs 

f’  — Pf f '■  — nqrr  r* 

numériques  de  la  transformée , à la  place  des  lettres  qui  les 

reprefentent,  & l’on  aura  / = j ou  bien 

. 82488566008(5681 

en  réduilânt  cette  fraeftion  en  fraélion  décimale,ce  qui  eft  plus 
commode  pour  le  calcul , onaura/=:  VI ~ 

O,  75  <^40''*  La  valeur  approchée  par  cette  première  manière 
de  la  féconde  racine  de  la  propofée  , eft  donc  11 , 7564o\ 


Seconde  manière  de  trouver  la  valeur  approchée  de  f. 

X_|A  fécondé  maniéré  de  trouver  la  valeur  approchée  de  la 
plus  petite  des  racines  pofitives  , reprefentéc  par  /,  de  la 
transformée,  qui  eft  reprefentéc  par  o = — r «4-  qf  — pff 
— '’P  ■*"/*»  fervir  des  trois  derniers  termes  feuls 

O = — r qf  — pff  de  cette  transformée,  en  négligeant 
d’abord  les  autres  — nf  comme  très  petits  par  rapport 
aux  trois  derniers  , & de  fuppolêr  que  ces  trois  termes  font 
une  équation  du  lêcond  degré  o = — r qf — pff  > ou 

bien  en  tranfpolànt , pour  rendre  le  terme  — pff  pofitif , 
l’on  aura  pff — 4/-+-  r = o,  qui  le  réduit  Àff  — jf  j 
= o;  on  prendra  enfuite  par  la  méthode  qui  iert  à refoudre 
les  équations  du  fécond  degré,  la  plus  petite  des  deux  raci- 
nes de  cette  équation,  qui  eft/=  — y,  qu’on 

peut  aufli  exprimer  ainfi  / = P’’  . jjj 

P 
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formule  dont  il  faut  fe  fervir  d’abord  pour  trouver  par  cette 
(êconde  maniéré  la  valeur  approchée  de  / qu’on  cherche , 
en  fublHtuant  les  grandeurs  numériques  de  la  transformée 
à la  place  des  lettres  oui  les  reprefentent  ; & l’on  trouvera 
en  feifant  le  calcul,  oc  fe  fervant  des  fraétions  décimales, 


^ P 18 


Ls.iJ±î 71648 


O,  7Sîp";ainfi  on  a déia/=  — ^=0,  7539"* 

Il  faut  corriger  cette  valeur  qui  eft  trop  petite  ; car  difpo- 
fant  ainfi  la  transformée  pff  — qf  — /♦  = o , ou' 

bien  ff — * «gardant  cette 

équation  comme  du  fécond  degré  , dont  le  premier  terme 
efiff,  le  fécond  — , & le  troifiéme  L -sC-  — * 

on  trouve  en  la  refolvant , que  la  plus  petite  de  fes  deux  ra- 
cines eüf=-ff  — y — ■Ç’»  *1“*  peutauffi 

, . . r r il  — V’if  7 — pr  — npp  pp 

s expnmer  ainfi  / = . . 

Or  il  eft  évident  que  — 7 , cft  plus  grande  qué 
V_îf.  — L — -5^1  la  première  étant  ôtée  de  laiflè 

donc  un  refte  j,  qui  eft  moindre  que  le  refte 

y/  ^ 7 — , qui  eft  celui  que  laiflè  la 

féconde,  étant  ôtée  de  -^î  ainfi  la  première  valeur  / = -jL 
us  petite  qull  ne  faut . 

Pour  la  corriger  on  fuppofera  / =-^ — 7=»», 

& on  fubftituera  m à la  place  de  f dans  le  fecorxl  membre 

de/ =-A & l’on  aura  la  formule 

corrigéc/=-^  — — 7 — , qui  fe  peut 

auflî  exprimer  de  cette  maniéré  pour  la  commodité  du  cal- 
cul, f—  — pr  — npm'  pm*. 

P 

Pour  trouver  par  cette  formule  la  valeur  approchée  de/, 
qui  eft  ce  qu'on  cherche  , on  fubftituera  dans  cette  formule 
à la  place  des  lettres , les  grandeurs  numériques  de  la  trans- 
formée que  reprefentent  ces  lettres  ; & à la  place  de  m , 

la  grandeur  ^ ^ , qui  eft  égale  dans  notre 
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exemple  à o , 75 3p"  « & l’on  trouvera  en  employant  les 
fraâions  décimales  , la  valeur  approchée  qu’on  cherche  , 


= O,  75^4160^’ 


/= 

Cette  valeur  de  /,  ou  de  la  plus  petite  des  racines  pofitivea 
de  la  transformée  précédente , eft  encore  un  peu  plus  petite 
que  cette  racine  j car  il  eft  évident  que  m étant  moindre 
que  la  valeur  exaéic  de/  dans  la  tratisfbrmée  , la  grandeur 
négative  — ^ ell  moindre  que  la  grandeur  ^ , en  fuppo* 
fant  que  / reprefente  fa  valeur  exaéle } par  conlêquent  la 
grandeur  négative  — ~ , étant  moindre  qu’il  ne  faut  dans 

— y — cette  grandeur  entière,  a pour 

ai^  parler  , une  plus  grande  grandeur  poGtive  qu’elle  ne 
devroit  avoir  ; elle  ôte  donc  plus  qu’elle  ne  devroit  ôter 


de  la  grandeur  , d’oh  il  fuit  (jue  la  quantité  totale 

— — J • — ~ , qu’on  fuppofe  égale  à /,  eft 

cependant  un  peu  plus  petite  que  la  valeur  exadte  de/ ; ainlî 
la  valeur  approchée  de/,  qu’on  trouve  par  cette  ftconde  ma- 
nière, quieft/=o,  75^41609"",  eft  un  peu  plus  petite 
que  la  valeur  exaéle  de  /. 

Joignant  cette  valeur  de  / à la  moindre  limite  11 , l’on  a 
la  > 75^41609'“*  pour  la  valeur  approchée  de  la  feconde  ra- 
cine de  la  propofée. 

On  peut  continuer  l’approximation  de  cette  fécondé  ra- 
cine à l’inGni  par  cette  quatrième  méthode , comme  on  le 
va  voir.  Mais  il  eft  bon  de  remarquer  auparavant  que  G l’on 
ne  pouvoir  pas  s’affurer , comme  on  l’a  fait,  que  la  valeur 
approchée  de/  qu’on  a trouvée  par  ces  deux  maniérés,  fut 
moindre  ou  plus  grande  que  fa  valeur  exaéle , on  le  pour- 
roit  toujours  en  GibGituant  cette  valeur  approchée  de  / à 
la  place  de/  dans  la  transformée  ) car  G la  fbmme  toute 
connue  qui  en  viendrait , avoir  le  Ggne  de  la  moindre  limi- 
te, ou , ce  qui  eft  la  même  chofè , celui  du  dernier  terme 
de  la  transformée,  il  eft  évident  que  la  valeur  approchée 
ferait  moindre  que  la  valeur  exadfe  de/.  Si  cette  fomme 
avoir  le  Ggne  de  la  plus  grande  Umite  de  la  racine  dont  on 
fait  la  recherche , ou  , ce  qui  eft  la  même  chofè  , le  Ggne 
oppofé  à celui  du  dernier  terme  de  la  transformé  . il  eft 
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évident  que  la  valeur  approchée  /croit  plus  grande  que  la  va- 

leur  cxaéle  de  f. 

11  faut  aufli  remarquer  que  fi  l’on  s’étoit  fêrvi  de  la  plus 
grande  limite  13,  au  lieu  de  la  moindre  limite  12,  pour  trou- 
ver  la  fécondé  racine  de  la  propofce,  & que  l’on  eût  fuppofé 
13  — f=x  pour  la  première  transformée,  il  faudroit  ôter 
de  13  la  valeur  approchée  de  f au  lieu  de  l’ajouter  à 11 , 
comme  on  l’a  fait  fe  fêrvant  de  la  moindre  limite  iz. 


Continuation  àe  P approxima  tion  de  la  féconde  racine  de  la propofée^ 
ou  continuation  de  la  quatrième  méthode . 

Pou  R continuer  l’approximation  de  la  fécondé  racine  , 
on  luppofèra  la  valeur  approchée  de  f qu’on  vient  de  trou- 
ver par  l’une  ou  l’autre  des  deux  maniérés  précédentes  plus 
une  indéterminée  g , égale  à f;  ce  qui  donnera  o , 75640* 
ou  O , 75^41^09’"" g = y";  on  fubflitucra 
cette  valeur  de  / à fa  place  dans  la  transformée  precedente, 

& l’on  trouvera  une  fécondé  transformée. 

Si  la  valeur  approchée  de  / étoit  plus  grande  que/,  on 
fuppoferoit  pour  trouver  la  fécondé  transformée  , cette  va*  • 
leur  de  / moins  g , égale  à f. 

Comme  il  ne  s’agit  ici  que  de  faire  concevoir  clairement 
la  méthode,  pour  rendre  le  calcul  un  peu  moins  long , on 
ne  prendra  que  le  dernier  chiffe  7'  ou  7^  de  la  valeur  de  / 
qu’on  a trouvée,  pour  la  valeur  approchée  de  /,  & l’on  fup* 
pofêra  7’  -♦-  <>  = / ; on  fubftituera  cette  valeur  de  / à fa 
place  dans  la  transformée  precedente  , comme  00  le  voit  * 
ici: 

f*  =-^o,  240i**-*-i,  372'"^  ■+"2,  5»4"gg«+-2, 8'g»-t-g< 
•—32/  =— io,97<5'“  — 47,04”g  — 67,2’gg  —32^* 

— i8j/  = — 8,  82”  —25,2-^ 

"^5367//^= -^3756,9’  -H53675 

— 4036  = — 4036 


On  trouvera  la 
innsformce  ® 
on  la  Aippofcra 
reprefciitcc  par  o 


= — 25>8,65s9”'-4-525j(î,i32'”g— 82,26”gg— 2^,2'g»  -♦-g*; 
= _r  H-ÿg  — pgg  — »g2  M-g*. 


Il  eft  évident  par  les  raifonnemens  qu’on  a faits  fur  la 
première  transformée  , que  la  pins  petite  valeur  pofitive 
de  g,  c’eft  à dire  la  plus  petite  des  racines  pofitives  de  ccitc 
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féconde  transformée  , eft  cxaétement  ce  qui  refie  de  la  valeur 
de  la  féconde  racine  de  la  propofée , après  en  avoir  ôté  1 2,  & 
encore  la  valeur  approchée  de  /dans  la  première  transformée  j 
ainfi  il  faut  pour  continuer  lappro.ximation  de  la  fécondé  raci- 
ne de  la  propofée,  trouver  la  valeur  approchée  de  la  plus  pe- 
tite racine  g de  cette  féconde  transformée . 

Pour  la  trouver  par  la  première  maniéré,  on  fe  fervira 

de  la  formule  5= — ou  plutôt  de  la 

a tL  LL 

^ ^ î ' îî  ^ î 

formule  5 ^ . q°‘  cft  plus  propre 

jxDur  le  calcul  ; & on  trouvera  en  fubflituant  dans  cette  for. 
mule , au  lieu  des  lettres , les  grandeurs  numériques  de  la 
fécondé  transformée,  qui  font  reprefentées  par  ces  lettres 
^ = 0,  055441’'  ; ainfi  en  ajoutant  cette  valeur  approchée 
de  ^ à 12,  7*  qubn  a déjà , la  valeur  approchée  de  la  fécondé 
racine  de  la  propofée  fera  12,  756441’'  , qui  eft  un  peu  plus 
petite  que  la  véritable  féconde  racine  de  la  propofee. 

Pour  trouver  la  valeur  de  g par  la  fécondé  maniéré , on 

fe  fervira  d’abord  de  la  formule  g ■=.  *^4^^  /***» 


on  fubflituera  dans  cette  formule  à la  place  des  lettres , les 
grandeurs  numériques  de  la  fécondé  transformée , reprefen- 
tées par  ces  lettres,  & on  trouvera  g = o,  055410S03  31  ■'*  ; 
& fuppofant  enfuite  la  lettre  /w  = g = 0,  056440803  31*' 

— ±31 ^ ^ on  prendra  la  formule  corrigée 


P 

cette  formule  les  grarideu^^  nunreriques  de  la  transformée  , 
à 1a  place  des  lettres  qui  les  reprefentent  ; on  y fubflituera 
auffi  la  .valeur  de  «»  = o,  056440  &c.  à l.a  place  de  ÔC 
on  trouvera  g =0,05644179.448074402“’";  on  ajoutera 
cette  valeur  approchée  de  ^ aux  parties  la,  7'  de  la  féconde 
racine  de  la  popoféc,  qu’on  a déjà  trouvées,  &l’on  aura 
pour  la  valeur  approchée  de  cette  féconde  racine  x'=  12, 
75644179448074402“’"  . Cette  valeur  approchée  cfl  de  très 
peu  plus  petite  que  la  véritable,  , / 
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3“.  On  peut  continuer  l’approximation  de  la  fcconde  racine 
de  la  propofée,  en  fuppofant  la  valeur  approchée  de  ^ qu’on 
vient  de  trouver , plus  une  nouvelle  indéterminée  b , égale  à 
gi  ôc  fubüituaot  cette  valeur  de  ^ à fa  place  dans  la  féconde 
transformée , il  en  viendra  une  troifiéme  transformée  ; on  trou- 
vera la  valeur  approchée  de  la  plus  petite  radne  pofitive  b de 
cette  troifiéme  transformée,  par  laquelle  on  voudra  des  deux 
formules  précédentes,  & ainfi  à l'infini . 

R E M A R QJT  E. 

^^ETTE  quatrième  méthode  convient  avec  la  fécondé  dans 
la  première  operation,  par  laquelle  on  trouve  la  première 
transformée,  mais  elle  en  eft  differente  dans  la  maniéré  de 
trouver  les  valeurs  approchées  de  la  plus  petite  racine  pofiti- 
ve de  chacune  des  transformées , par  le  moyen  des  formules 
qu’on  a expliquées.  Le  calcul  de  cette  quatrième  méthode  eft 
long , mais  en  récompenfe  on  approche  à chaque  operation 
extrêmement  de  la  racine  qu’on  cherche. 

Ceux  qui  veulent  fe  la  rendre  familière , peuvent  l’appli- 
quer à la  recherche  de  la  première , de  la  troifiéme  & de  la 
quatrième  racine  de  la  propofée. 

Corollaire  de  la  quatrième  méthode. 

1 éo,  pou  R avoir  les  formules  des  équations  de  chaque  degré, 
qui  fervent  à trouver  la  valeur  approchée  de  la  moindre  raci- 
ne pofitive  de  chacune  des  transformées , on  fuppofera  que  k 
reprefente  rindéterminée  ou  l’inconnue  de  chacune  des  trans>> 
formées , & que  ces  transformées  (bot  reprefentées  par  les 
équations  littérales  qui  fuivent  : 
o=...  q...pk ...  è’ 
o=  ...r  ...qk...  pkk...nkl  ...k* 
o=...  $ ...  rk>..qkh  -..pk}  ...  nk*  •••  ^ 
o=,..t  ...sk...  rkk...qk?  ...pk*  ...k*» 

On  ne  met  pas  la  formule  du  fécond  degré , dont  on  trouve 
facilement  les  racines  approchées , par  la  méthode  qui  eft 
particulière  aux  équations  du  fécond  degré  : On  ne  met 
pas  les  fignes,  mais  feulement  des  points  entre  les  termes , 
pour  marquer  que  les  fignes  de  ces  équations  generales  pour 
chaque  degré,  doivent  être  déterminés  par  les  fignes  des 
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transformées  qa'on  trouve  , c’eft  à direteur  être  fcmblabW  : 
On  ne  mettra  pas  les  lignes  devant  les  grandeurs  des  for- 
mules fuivantes  pour  la  même  raifbo.  Enfin  on  nemetps 
les  équations  qui  pfTent  le  fixiéme  degré , dont  on  a rare- 
ment befoin  , chacun  peut  les  ajouter,  & leurs  formules  | ce 
qui  eft  facile. 

Formules  de  la  première  maniéré. 

Pour  le troifiéme degré  k = 

Pour  le  quatrième  dégréé  = 

Pour  le  cinquième  degré  k = 

Pour  le  fixiéme  degré  é = a .inn..,,/*»..., 

Formules  de  la  Jeconde  maniéré. 

Pour  le  troifiime  degr*  • 


Formules  par  ois  il  faut 
commencer. 


m. 


F w mules  corrigées. 


Pouf  le  quittiime  degré. 


: = . 1 =*®-  é = — f — — — 

Four  le  cinquième  degré , 


fm^. 


\ ^ - 1—1: —rn.h  =;  — ii î 

^ — î I'  9 

Pour  le  fixiéme  degré.  

I . . .v-T I • J.,-:.  ...  rm' 

i— — 

^ ^ ^ . «t-1 


I ^ 

Pour  fe  fervir  de  ces  formules  , il  faut  d’abord  fuppofer  la 
ilus  ptitc  limite  de  la  racine  dont  on  veut  trouver  valeur 
ipprochée,  plus  une  nouvelle  indéterminée/,  égale  a lincon- 
iue;ede  l'équation  propice,  f On  fuppfe  que  la  limite  ne 
liffère  ps  de  la  racine  qu’on  cherche  d’une  unité  entière . ) U 
aut  fubllitucr  la  valeur  de  a?  à fa  place  dans  la  proplee , oc 
’on  aura  la  première  transformée.  . , 

Pour  CTouver  la  valeur  approchée  de  la  moindre  des 
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racines  pofitivcs  de  cette  transformée  > on  fiippofera  que  cette 
transformée  cft  reprefentée  par  l’équation  generale  qui  lui  con- 
vient ; dans  le  troifiéme degré , par  ...  nki,  &c.  & ainfi  des 
autres.  On  fuppofera  que  l’inconnue  / de  cette  transformée  eft 
reprefentée  par  la  lettre  k des  formules. 

Si  l’on  veut  fe  fervir  des  formules  de  la  première  manière,' 
on  fubftitucra  dans  la  formule  du  degré  de  la  propoféc  , les 
grandeurs  numériques  de  la  transformée,  à la  place  des  lettres 
qui  les  reprefentent;  & après  la  fubilitution,  on  aura  la  va- 
leur approchée  qu’on  cherche. 

Si  l’on  veut  fe  fervir  des  formules  de  la  fécondé  maniéré,' 
il  faut  faire  deux  operations:  i°.  11  faut  fubflituer  dans  la  for- 
mule du  degré  qui  convient  à la  transformée  , par  laquelle  on 
a mafqué  qu’il  falloir  commencer , les  grandeurs  numériques 
de  la  transformée , à la  place  des  lettres  qui  les  reprefentent ï 
& apres  la  fubflitution , on  aura  la  valeur  qu’on  cherche; 
mais  il  la  faut  corriger  . On  nommera  cette  valeur  non  corri- 
gée m;  2®.  & on  fubflitucra  dans  la  formule  corrigée  la  valeur 
de  CT,  & les  valeurs  des  autres  lettres  de  la  formule,  à la  pla- 
ce de  ces  lettres  ; & ce  qui  viendra  de  la  fubflitution  fora  la 
valeur  approchée  qu’on  cherche. 

. Pour  continuer  l’approximation,  on  fuppofora  la  valeur 
approchée  qu’on  vient  de  trouver  plus  une  nouvelle  indéter- 
minée g , égale  à rindéterminée  f de  la  première  transformée. 
Si  la  valeur  approchée  furpaffoit  la  véritable  valeur  de/,  on 
fuppoferdt  cette  valeur  moins  g , égale  à f.  On  fubftitucnr 
cette  valeur  defkfa  place  dans  la  première  transformée , & 
il  en  viendra  une  fécondé  transformée  : on  trouvera  la  va- 
leur approchée  de  la  plus  petite  racine  pofitive  g de  cette 
transformée  par  les  formules , comme  on  a trouvé  la  valeur 
approchée  de/,  & on  continuera  l’approximation  tant  qu’on 
voudra. 

La  fomme  de  la  limite  de  la  racine  qu’on  cherche , qui  à 
fervi  à la  première  operation , & de  toutes  les  valeurs  appro- 
chées des  inconnues  des  transformées,  prifes  de  fuite,  fera  la 
valeur  approchée  de  la  racine  qu’on  cherche . 

L’exemple  qu’on  en  a donné  fuffit  pour  foire  concevoir  l’ap- 
plication des  formules. 


Avertissement 
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' Avertissement. 

O N pourrolt  chercher  une  racine  négative  d’une  équation 
propoféc  par  les  méthodes  precedentes,  en  employant  des  limi- 
tes négatives}  mais  comme  il  eft  facile  * de  faire  en  forte  que* 
les  racines  négatives  d’une  équation  propo/ce  deviennent  pofi- 
tives,  en  changeant  les  fignes  des  termes  pairs,  il  vaut  mieux 
chercher  les  racines  par  les  limites  pofitives,  cela  accoutume 
à une  même  méthode,  & la  rend  plus  facile. 

Remarques  fur  cette  quatrie'me  méthode  d’approximation ^ 
qu'il  faut  fe  rendre  familières,  * 

I. 

C^ETTE  méthode  fait  trouver  une  racine  d’une  équation 
propofée  par  parties,  que  l’on  découvre  les  unes  après  les  au- 
tres; elle  fuppofe  qu’on  fçait  par  une  autre  voye  la  première 
partie  de  la  racine , qui  en  dificre  très  peu:  mais  elle  fait  trou- 
ver les  autres  parties  par  des  transformées,  dont  les  racines  po- 
fitives  font  les  racines  pofitives  de  la  propofée , diminuées  cha- 
cune de  la  fbmme  déjà  trouvée  des  parties  de  la  racine  dont 
on  fait  la  recherche  , & dont  les  racines  négatives  font  les  né- 
gatives de  la  propofée  augmentées  chacune  de  la  même  fom- 
,me  ; & quand  la  femme  déjà  trouvée  des  parties  de  la  racine 
dont  on  fait  la  recherche  , furpaffe  cette  racine , ou  furpafle 
auffi  d’autres  racines  poheives  de  la  propofée,  la  racine  de  la 
propofée  dont  on  fait  la  recherche  , & toutes  ces  autres  raci- 
nes pofitives , font  devennues  négatives  dans  la  transformée  oîi 
cela  fe  rencontre  j puifqu'clles  ont  été  trop  diminuées  ; & il  ne 
.leur  refle  à chacune  dans  cette  transformée  , que  l’excès  dont 
la  fomme  déjà  trouvée  des  parties  de  la  racine  qu’on  pourfuitp 
furpaffe  chacune  de  ces  racines  pofitives  de  la  propofée  -,  & cec 
■excès  eft  négatif, 

Ainfi  fi  l’on  appelle  a la  première  partie  de  la  racine  dont  on 
fait  la  recherche } é,  la  fécondé  partie;  f , la  troifiéme,  & ainfi 
de  fuite  ; la  première  partie  a eft  fuppofec  connue  d’ailleurs,  & 
elle  fert  à trouver  la  fécondé  partie  é,  en  transformant  l’équa- 
tion propofée , par  exemple  oe^  — nxx  ^px  — f = o,  par  la 
fuppofition  de  a -^f—x,  & par  la  fubftitution  de  cette  va- 
. leur  de  AT  à fa  place  dans  la  propofée . 
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On  remarquera  fur  cette  première  transformée , i®,que 
les  racines  pofitives  de  la  propose , & par  confequent  celle 
que  l’on  cherche  , font  diminuées  chacune  de  la  grandeur  a\ 
ainfi  chacune  des  racines  pofitives  de  la  première  transfor- 
mée , cil  precifement  l’excès  des  racines  pofitives  de  la  pro- 
pofée  plus  grandes  que  a fur  cette  grandeur  ai  ôc  fia  furpaf- 
fe  quelques  racines  pofitives  de  la  propofée  , elles  devien- 
nent négatives  dans  la  transformée , & l’excès  de  a fur  ces 
racines  pofitives  de  la  propolee  , eft  precifément  leur  valeur 
négative  , pour  ainfi  parler  , dans  la  transformée  > & les  au- 
tres racines  négatives  de  la  transformée  étant  augmentées 
chacune  de  a , leur  valeur  dans  la  transformée  cft  la  fomme 
de  chacune  des  racines  négatives  de  la  propofée  & de  la  , 
grandeur  a . 

2°.  Par  confequent  le  terme  tout  connu  , ( qu’on  nommera 

* 1 ' 9-  ici  le  premier  , ) de  la  transformée  , étant  * la  fomme  toute 
connue  qui  vient  de  la  grandeur  a , fubftituéc  à la  place  de  x 
dans  la  propofée  ; cette  fomme  ou  ce  premier  terme  eft  le 
produit  des  différences  qui  (ont  entre  chacune  des  racines 
pofitives  de  la  propofée  & la  grandeur  a , par  les  racines 
négatives  de  la  propofée  augmentées  chacune  de  la  gran- 
deur a , 

IL 

léi.  La  première  transformée  fait  découvrir  la  féconde  par- 
tie & de  la  racine  de  la  propofée , dont  on  fait  la  recherche , 
par  la  première  manière  de  la  quatrième  méthode  ; c’eft  le 
quotient  qu’en  trouve  en  divifant  le  premier  terme  tout 
connu  de  la  première  transformée  par  le  coëficient  du  terme 
fuivant , c'eft  à dire  du  terme  où /eft  linéaire , ( qu’on  nom- 
mera ici  le  fécond  terme,  ) ou  , ce  qui  revient  au  même,  cette 
fcconde  partie  i eft  une  fraélion  dont  le  numérateur  eft  le 
premier  terme  tout  connu  de  la  transformée  dont  on  a 
changé  le  figne , ( car  pour  trouver  cette  fraélion , on  a fup- 
pofé  le  premier  terme  égal  au  fécond  , ce  qui  change  le  figne 
du  premier  terme  ; & dégageant  f dans  cette  équation  , on 
trouve  la  fraélion  dont  on  vient  de  parler  , ) & le  dénomina- 
teur eft  le  coeficient  du  foconde  terme  de  la  transformée: 
Mais  comme  le  premier  terme  n’cft  pas  égal  au  feul  fécond 
terme , mais  à tous  les  autres  termes  , quand  on  veut  avoir 
la  fécondé  partiel  de  la. racine  plus  approchante  de  laveri- 
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table , H faut  ajouter  au  dénominateur  de  cette  fraélion  le  pro- 
duit du  coëficient  du  troifiéme  terme  par  cette  fradlion , le 
produit  du  cocHcient  du  quatrième  terme  par  le  quarré  de  cet- 
te fraélion  , & ain/i  de  fuite , en  obfervant  d’ajouter  ces  pro- 
duits au  dénominateur  avec  les  ügoes  qu’ont  les  coëHcients  ^ns 
la  transformée;  & la  fraébion  qui  naît  de  cette  operation , eft 
la  féconde  partie  b de  la  racine  qu’on  cherche  plus  approchante 
qu’elle  n’auroit  été . 

Pour  trouver  la  troifîéme  partie  c,  il  faut  faire  une  féconde 
transformée  en  fuppofant  t -4-g  =/,  & fubftituer  cette  va- 
leur de/  à fa  place  dans  la  transformée  précédente  ; & l’on  au- 
ra  la  fécondé  transformée,  qui  fer  vira  à faire  découvrir  la  troi- 
liéme  partie  c de  la  racine  qu’on  cherche , de  la  même  maniéré 
que  la  première  transformée  a fervi  à faire  trouver  la  fécondé 
partie  b. 

Cette  troifîéme  partie  de  la  racine  qu’on  cherche , fcrvira 
de  même  à former  une  troifîéme  transformée,  en  fuppofant 
c -H  è = , & fiibftituant  cette  valeur  àega  fa  place  dans 
la  fécondé  transformée } & cette  troifîéme  transformée  fera 
trouver  la  quatrième  partie  de  la  racine  qu’on  cherche,  & 
ainfî  de  fuite  à l’infîni . 

III. 

l6  On  fera  fur  chacune  de  ces  transformées , par  rapport  à la 
transformée  qui  la  précédé  immédiatement , les  mêmes  re- 
- marques  qu’on  a faites  fur  la  première  transformée  par  rap- 
port à l’équation  propofée  dont  elle  eft  la  transformée  immé- 
diate ; & on  remarquera  de  plus,  i*,  que  fî  le  premier  terme 
d’une  transformée  le  trouvoit  égal  à zéro , l’on  auroit  la  raci- 
ne exadle  de  l’équation  propofée  qu’on  cherche,  qui  féroit  éga- 
le à la  fomme  de  toutes  les  parties  de  cette  racine  qui  ont  été 
découvertes , jufqu’à  la  transformée  où  cela  arrive . Car  la 
deiniere  partie  découverte  étant  fubflituée  à la  place  de  l’in- 
connue dans  la  transformée  qui  précédé  celle  dont  le  premier 
terme  efl  égal  à zéro,  donneroit  une  fomme  toute  connue 
égale  à zéro , puifque  cette  fomme  eft  égale  à ce  premier  ter- 
me ; ainfî  elle  féroit  la  racine  exaéte  de  cette  transformée  qui 
précédé  celle  dont  le  premier  terme  eft  égal  à zéros  l’on  au- 
xoit  donc  precifément  ce  qui  manquoit  aux  parties  déjà  dé* 
couvertes  de  la  racine  qu’on  chereboit  ; par  confequent  on  l’au- 
toit  entière. 

Xx  ij 
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2*.  Quand  le  premier  terme  d’une  transformée  a un  /igne' 
different  de  celui  du  premier  terme  de  la  transformée  qui  la 
précède  immédiatement  » dans  ce  cas  la  partie  qui  a lcrvi  à 
faire  la  transformée  oîi  cela  fe  rencontre,  eft  plus  grande  que 
la  partie  de  la  racine  que  l’on  cherche  ; car  fi  cette  partie 
étoit  plus  petite  que  la  partie  que  l’on  cherche , elle  donneroit 
au  premier  terme  de  la  transformée  le  ligne  du  premier  ter- 
me  de  la  transformée  précédente*;  Celle  étoit  égale, el-i 
'k  donneroit  zéro;  & donnant  un  ligne  different,  elle  eft 
plus  grande. 

D’oîi  l’on  voit  que  li  c’eft  par  exemple  la  troifiéme  partie 
qui  change  le  ligne  de  la  troifiéme  transformée , fuppofé  que 
c fût  pofitive , l'on  trouvera  par  la  méthode  même  la  qua« 
triéme  partie  d négative;  & dans  ce  cas  il  faudra  fuppo* 
fer  — = pour  foire  la  quatrième  transformée;  par- 

eeque  la  racine  pofitive  dont  on  faifoit  la  recherche,  étant  de- 
venue négative  dans  la  troifiéme  transformée,  la  troifiéme  par. 
tie  c fe  trouve  plus  grande  qu’il  ne  faut;  ainfi.  il  fout  la  dimi- 
nuer dans  la  transformée  fui  vante.. 

IV. 

On  peut  raporter  immédiatement  chaque  transformée  à 
l’équation  propofée  ; on  raportera  ici  à l'équation  propofée  , 
la  troifiéme  transformée  qui  eft  faite  par  la  fuppofition  de 
b = g,  & par  la  fubftitution  de  cette  valeur  de  g à fa 
place  dans  la  fécondé  transformée  ; & ce  que  l’on  en  dira , 
pourra  facilement  s’appliquer  aux  transformées  les  plus  reculées, 
de  l’équation  propofée  „ 

Si  l'on  fuppofoit  la  fomme  de  toutes  les  parties  déjà  décou- 
vertes de  la  racine  qu’on  cherche , plus  une  nouvelle  inconnue 
£,  égale  à l’inconnue  de  l’équation  propofée,  pat  exemple  d'on 
fuppofoit  = (on  a mis  une  ligne  fur  -4- i 

-4-c  pour  marquer  qu’on  regarde  cette  fomme  comme  une  feu- 
le grandeur,  qu’on  fubffituât  cette  valeur  de  at  à fa  place 
dans  l’équation  propofée , la  transformée  qui  en  viendroit , fo- 
roit  precifément  la  troifiéme  transformée»  c’eft  à dire  la  trans- 
formée que  l’on  a trouvée  en  fubftituant  f -4- A=g,  à la  place 
de  g dans  la  féconde  transformée  . 

• Car  les  racines  pofitives  de  la  transformée  qui  viendroit 
de  la  fubftitution  de  -4*è==Ar,àla  place  de  x 
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Jans  la  propofée  , feroient  les  racines  poHcives  de  la  propo* 
fée  diminuées  chacune  de  la  grandeur  c\  les  néga« 

tives  de  la  transformée  feroient  les  négatives  de  la  propofée 
augmentées  chacune  de  la  grandeur  i -4-  c ; & s’il  fc 
trouvoit  que  la  grandeur  a ^ c furpafTâc  quelques  ra- 
cines pofitives  de  la  propofée  , ces  racines  feroient  devenues 
négatives  dans  la  transformée  , & chacune  de  ces  racines 
négatives  feroit  l'excès  de  -♦•c  fut  chacune  des  racines 
poütives  de  la  propofée  , qui  feroient  moindres  que  -4-  fr 
■4-f.  Or  en  confiderant  avec  attention  la  fuite  des  transfor- 
mations , depuis  la  propofée  jufqu’à  la  troifîéme  dont  h efl' 
l’inconnue , on  verra  clairement  que  les  racines  pofitives  & 
négatives  de  la  troifîéme  transformée  , font  prccifement  les 
mêmes  racines  dont  on  vient  de  parler . Par  confequent  la 
troifîéme  transformée  efl  precifément  la  meme  transformée 
qu’on  trouveroit  en  fubflituant  immédiatement  dans  l'équa- 
tion propofée  ^ h,  à la  place  de  x. 

O’oh  il  fuit  auffi  que  fî  l'on  fubfîituoit  avec  des  fîgnes 
contraires  la  fomme  de  toutes  les  parties  qu’on  a déjà  dé- 
couvertes de  la  racine  qu’on  cherche  plus  l’inconnue  at,  à la 
place  de  l’inconnue  dans  la  troifîéme  transformée,  l’équa- 
tion qui  en  viendroit,  feroit  exaélement  l'équation  propofée  i 

par  exemple  fî  l’on  fuppofè  — a — b — c x = h ^ Sc 
qu'on  fubflitue  cette  valeur  de  à fa  place  dans  la  troifîé- 
me  transformée  , l'équation  qui  en  naîtra  , fera  l'équatioa 
propofée . 

V. 

I <>  J.  Si  la  grandeur  a qu’on  prend  pour  la  première  partie  de  la 
racine  qu’on  cherche  , étoit  la  limite  en  defTus , c’eft  à dire  , 
fi  a furpaflbit  la  racine  qu’on  cherche  , il  foudroie  fuppofer  , 
pour  foire  la  première  transformée  , a — f=x,  ôc  fubfli- 
tuer  cette  valeur  de  at  à fa  place  dans  la  propofée . Et  l’on  fê- 
roit  fur  cette  transformée  & fur  les  fuivantes  des  remarques 
fêmblables  à celles  qu’on  a faites  en  fuppofont  que  la  premiè- 
re partie  a de  la  racine  qu’on  cherche  , eft  moindre  que  cette 
racine.  Mais  il  efl  mieux  de  prendre  la  première  partie  a plus 
petite  que  la  racine,  pour  s’accoutumer  à une  même  methoda 
Ou  bien  ,,  pour  fuivre  la  même  méthode,  on  CuppoCen 
-H  / = * , quoique  a furpafle  la  racine  qu’on  cherche  i 

Xx  iij 


Digitized  by  Google 


350  Analyse  démontré' e. 
on  fubftituera  a f dans  la  propofée  à la  place  de  a*  , & le  ' 
premier  terme  tout  connu  de  la  transformée  qui  en  vien- 
dra , aura  un  ligne  oppofc  à celui  du  premier  terme  tout 
connu  de  la  propofée  } ce  qui  fera  trouver  la  fécondé  par- 
tie h négative  ; & pour  faire  la  fécondé  transformée  , on 
fùppofera  — b g =.  f. 

Avertissement. 

On  n*a  fait  ces  remarques  que  fur  la  première  maniéré 
qu’on  a donnée  dans  la  quatrième  méthode  de  trouver  par 
le  moyen  de  chaque  transformée  , la  partie  de  la  racine 
qu’elle  doit  faire  découvrir,  quoiqu’elles  puiffent  aulfi  con- 
venir à la  fécondé  maniéré;  parccque  cette  fécondé  manié- 
ré renfermant  le  ligne  radical  u'  , & obligeant  à l’extrac- 
tion des  racines , le  calcul  en  ell  plus  erabarallânt  , & on 
peut  moins  facilement  s’en  fervir  dans  l’approximation  des 
racines  des  équations  littérales. 

Il  faut  fe  rendre  ces  remarques  & la  quatrième  méthode 
bien  lâmilieres,  & la  première  maniéré  qu’on  a donnée  dans 
la  quatrième  méthode , de  trouver  par  chaque  transformée 
la  partie  de  la  racine  qu’elle  ddt  faire  découvrir  , afin  de 
concevoir  clairement  la  méthode  d'approximation  de*  racines 
des  équations  littérales  qu’on  doit  donner  dans  le  7*  Livre  , 
qui  n’aura  pas  befoin  de  démonftration , n’étant  qu’une  ap* 
plication  de  cette  quatrième  méthode, 

La  quatrième  remarque  donne  lieu  à une  autre  pratique 
de  la  quatrième  méthode  , qu’on  appellera  une  cinquième 
metbode  d’approximation  , pour  faire  mieux  diftinguer  ce» 
deux  maniérés  de  pratiquer  la  quatrième  méthode. 

Cinquième  metbode  pour  trouver  les  valeurs  approché ei  tant  prdt 
qu'on  voudra  des  racines  des  équationsj  ou  autre  pratique 
de  la  quatrième  méthode. 

y 6 6,  partagera  en  deux  parties  l’inconnue  de  l’équatîo» 

propofée  dont  on  veut  trouver  les  racines  ^ par  exemple  lî 
on  veut  chercher  la  première  racine  de  l'équation  xx  — 20x- 
Pt-  65  = O,  qui  eft  entre  4 & j,  on  fuppofera  y =^Xf 
E reprelêntera  la  partie  de  la  racine  que  l’on  connoît  déjà  > 

& à mefure  qu’on  découvrira  les  parties  de  la  racine  qu’on’ 

) ^rchc  ^ on  fuppofera  que  £ reprefente  toutes  ces  partie» 


Digitized  by  Google 


L I V R E VI.  351 

déjà  découvertes  ; y repre/èmera  ce  qui  refte  à découvrir 
de  la  racine  qu bn  cherche . 

On  fubftitucra  £ •*-  > à la  place  de  x dans  la  propofée , 

& l’on  aura  l’équation  EE  ^lEy  ^yy  — o,  qui  reprefen- 
— 2o£  — 2oy 

tera  toutes  les  transformées  qui  doivent  fervir  à découvrir 
les  parties  de  la  racine  qu’on  cherche  , les  unes  après  les 
autres  à rinHni  : on  l'appellera  la  transformée  indéterminée  . ' 
On  fuppofe  la  première  partie  4 de  la  racine,  connue  d’ail- 
leurs . Pour  trouver  la  fécondé  partie . 

a".  On  fuppofera  que  E reprefeote  4 , & on  fubftituera  4 
à la  place  de  E dans  la  transformée  indéterminée , & l’on 
aura  -t*  i — ny  yy  = o\  pour  trouver  la  valeur  de  y,  on 
fera  une  équation  du  premier  & du  fécond  terme,  qui  don- 
nera ^ = tV  • C’eft  la  fécondé  partie  de  la  racine  que  l’on 
cherche  ; ou,  ce  qui  cft  la  même  chofe,  on  divifera  le  pre- 
mier terme  par  le  coëficienc  du  fécond  > & changeant  le  fî- 
gne  du  quotient,  l’on  aura  la  fécondé  partie  de  la  racine. 

Si  on  vouloit  une  fécondé  partie  plus  approchée,  on  ferait 
ce  raifonnement  > comme  dans  la  quatrième  méthode  . Le 
premier  terme  i n’eft  pas  feulement  égal  au  fécond  127, 
mais  — I = — ny  yy,  ainlî  y = ; & mettant  la 

valeur  de  = tV  déjà  découverte , à la  place  de^  dans  le 
fécond  membre,  on  auroit;>=  , qui  cfl  une  valeur  un 
peu  plus  approchée.  Mais  pour  éviter  la  longueur  du  calcul, 
on  prendra  ici  ;»  ==  -^,  pour  la  fécondé  partie  de  la  racine. 

3°.  Pour  avoir  la  troifiéme  partie  de  la  racine,  on  fuppo- 
fera que  £ dans  la  transformée  indéterminée  , reprefente  la 
fomme  47V  parties  de  la  racine  déjà  découvertes , & 
que  y reprefente  ce  qui  en  refte  à découvrir:  On  fubftitue- 
ra  dans  cette  transformée  47V  = ff  ^ la  place  de  £ , & 
l’on  aura  h-  — ^y  yt‘yyr=.o.  On  divifera  le  premier 
^terme  par  le  coëficicnt  — du  fécond  terme  , & 

changeant  le  figne  du  quotient , on  aura  •4-  ttTX 
troifiéme  partie  de  la  racine  qu’on  cherche . 

4°.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  racine,  on  fup- 
pofera dans  la  transformée  indéterminée , que  £ reprefente 
la  fomme  des  parties  de  la  racine  déjà  découvertes  , 4 -7V 

on  fubftituera  cette  valeur  de  £ à fa 
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place  dans  la  transformée  indéterminée;  & prenant  enfuite 
le  quotient  du  premier  terme  de  l’équation  qui  en  viendra, 
divifé  par  le  coëficient  du  fécond  terme,  & changeant  le 
fjgnc  de  ce  quotient  , ce  fera  la  quatrième  partie  qu’on 
cherche. 

On  peut  continuer  cette  approximation  à l’infini . Cet 
exemple,  qui  n’eft  pas  compofé  , fuffit  pour  faire  concevoir 
clairement  cette  méthode  , qui  eft  démontrée  par  la  qua- 
trième méthode  , & par  les  remarques , & furtout  la  4*. 

Il  eft  évident  que  la  partie  de  la  racine  reprefentée  par  E , 
ne  fait  qu’augmenter,  pendant  que  celle  qui  eft  reprefentée 
par  7 , ne  fait  que  diminuer . 

Pour  fê  rendre  cette  méthode  familière  , on  peut  conti- 
nuer l’approximation  precedente  ; & chercher  la  fécondé 
racine  de  la  propofée,  qui  furpaftè  ly  , & qui  eft  moindre 
que  16.  On  peut  aulfi  chercher,  par  la  même  méthode, 
les  racines  de  l'équation  — 27ooa?  31400  =0, 
dont  la  plus  petite  eft  entre  12  & 13  > la  2* , entre  44  ôc 
45  ; & la  3*  , entre  57  & y8. 

On  va  faire  ici  l’application  de  cette  cinquième  métho- 
de à l’approximation  des  racines  des  puiftances  numériques 
impar&itcs. 

Vfage  dt  la  cinquième  méthode  d’ approximation  des  racines  des 
équations  f pour  trouver  les  valeurs  approchées  tant  prés  quon 
voudra  des  racines  des  puijjances  numériques  imparfaites. 

167.  On  fuppofe  qu’on  a trouvé  par  la  méthode  de  l’extraélion 
.des  racines  de  l’arithmetique , la  racine  de  la  plus  grande 
puiffance  parfaite  contenue  dans  la  puiffance  numérique 
imparfaite  > ce  fera  la  première  partie  de  la  racine  qu’on 
cherche,  qui  ne  diffère  pas  de  la  racine  véritable,  qui  eft 
incommenfurable , d’une  unité  entière  ; il  faut  trouver  les 
autres  parties  de  cette  racine  > & en  continuer  l’approxima- 
tion à l’infini  , ou  autant  prés  qu’on  voudra  de  la  vérita- 
ble racine  , qu’on  ne  peut  pas  exprimer  par  nombres  . 

1®.  On  f^uppofera  que  la  racine  de  la  plus  grande  puiflat^ 
parfaite  contenue  dans  la  puiffance  numérique  imparfaite 
dont  on  cherche  la  racine,  eft  reprefentée  par  £ , & l’excès 
. de  la  puiffance  numérique  impar&ite  fur  la  plus  grande 
.puiffance  parfaite  qui  y eft  contenue , eft  reprefenté  par  £>-* 

ces 
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ces  deux  nombres  font  fuppofés  connus.  Ainfi  EE  ^ D-fera 
l’expreflion  de  toutes  les  fécondes  puiflances  numériques  im- 
parfoices  ; E^  D , celle  de  toutes  les  troiCémes  puifTances  ; 
£*•*•  D f de  toutes  les  quatrièmes  ; D , de  toutes  les 
cinquièmes;  & ainfi  de  fuite.' 

Z*.  On  fuppoftra  que  E x reprefentent  les  deux  parties 
de  la  racine  qu’on  cherche  ; fçavoir  E , celle  qui  eft  connue  j 
& , celle  qui  eft  inconnue  & que  l’on  cherche  ; ce  qui  don- 

nera les  équations  fuivantes  : E x=y/EE  D,  pour  les 
fécondes  puifTances:  E x = ^E^  D,  pour  les  troifiémes; 
E^  X ~ i/E*-*-  D,  pour  les  quatrièmes;  & ainfi  de  fuite. 

3*.  On  ôtera  les  incommenfurables  de  ces  équations  , & 
l’on  aura  — D 2Ex  xx  = o ^ pour  les  fécondés  puif- 
lànces  ; — D lEEx  ■+■  lExx  x*  = o,  pour  les  troifié- 
mes; — àf.E^x  •+•  éEExx  •+•  4£at*  jt*  = o , pour  les 
quatrièmes  ; — ZJ  h-  5£*r  \oE^xx  ■+•  loEEx^  •*’^Ex* 
■♦-*’  = O , pour  les  cinquièmes  ; — D 6E^x  i$E^xx 
•4-  loE’x^  -4-  i^EEx*  -4-  6Ex^  x*  = o,  pour  les  fixièmes; 
& ainfi  des  autres  fuivantes  . 

Ces  équations  feront  les  transformées  indéterminées , com- 
me dans  la  cinquième  méthode  , chacune  pour  fon  degré . 
E reprefentera  d’abord  la  première  partie  de  la  racine  qu’on 
cherche  ; & fubflituant  cette  première  partie  à la  place  de 
on  trouvera  la  fécondé  partie  comme  dans  la  5*  méthode  ; 
puis  fubflituant  la  fbmme  des  deux  premières  parties  à la 
place  de  £ > on  trouvera  la  troifiéme  ; après  fubflituant  la 
fomme  des  trois  premières  parties  à la  place  de  £ , on  trou- 
vera la  quatrième  partie  ; & ainfi  à l’infini . 

168.  ‘Le  premier  terme  D efl  toujours  entièrement  connu  quand 
on  commence  l’operation,  puifque  c’efl  le  refie  connu  delà 
puifTance  numérique  impamitc  , qui  demeure  apres  avoir 
ôtè  de  cette  puiflànce  imparfaite  la  plus  grande  puifiance 
parfaite  qui  y efl  contenue.  " 

Quand  on  a trouvé  la  fécondé  partie  de  la  racine  par  la 
fubflitution  de  la  première  partie , qu’on  fuppofê  connue , à 
la  place  de  £ , pour  avoir  la  fécondé  valeur  de  D , il  faut 
fubflituer  cette  fécondé  partie  de  la  racine  qu’on  ^nent  de 
trouver,  à la  place  de  x,  & laifTer  la  première  partie  fubflû 
tuée  à la  place  dé  £ ; & la  fomme  toute  connue  qui  vient 

Yy 
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• 1 ip.de  cette  fubflitution  , eft  le  fécond  D * , qui  doit  fcrvir  pour 
trouver  la  trdfîénie  partie . 

Quand  on  aura  trouvé  cette  troificme  partie  par  la  fuWH. 
tution  de  la  fomme  des  deux  parties  déjà  découvertes,  à la 
place  de  E dans  l'équation  transformée  indéterminée  , où 
l’on  a laifTé  la  valeur  du  D précèdent , il  faudra  fubdituer 
cette  troifiéme  partie  à la  place  de  x , & la  fomme  toute 
connue  qui  viendra  de  cette  fubflitution,  fera  le  troifiéme  D, 
ou  la  troifiéme  valeur  de  D , qui  doit  fêrvir  pour  trouver  la 
quatrième  partie . 

Quand  on  aura  découvert  cette  quatrième  partie  par  la 
fubmtution  de  la  fomme  des  trois  premières  parties  déjà 
connues  à la  place  de  £ , il  faudra  fubfUtuer  cette  quatriè- 
me partie  qu’on  vient  de  découvrir  à la  place  de  x , & la 
fbmme  toute  connue  qui  naîtra  de  cette  fubflitution  , fera 
le  4*  Df  ou  la  4*  valeur  de  D , qui  doit  fervir  à faire  dé- 
couvrir la  5*  panie;  & ainfi  à l’infini. 

1^9.  Ou  bien  pour  avoir  la  valeur  de  D , qui  fert  à trouver 
chaque  partie , par  exemple  la  quatrième,  il  n’y  a qu’à  éle- 
ver a la  même  puifTance  dont  00  cherche  la  racine , la  fom< 
me  de  toutes  les  parties  déjà  trouvées  , par  exemple  des 
trois  premières , & ôter  la  puiflance  de  cette  fomme  de  la 
puifTance  numérique  imparfute  propofée  ; le  refie  fera  la 
valeur  de  D qu’on  cherche. 

On  peut  faire  comme  dans  la  quatrième  méthode  , des 
formules  generales  dans  chaque  degré  * pour  trouver  les 
parties  de  la  racine  qu’on  cherche  , les  unes  après  les  au- 
tres, la  première  partie  étant  fuppofée  connue. 

, Formules  generales  pour  rapproxtmation  des  racmts  des 
puiffances  numériques  imparfaites. 

170. 'pouR  les  racines  des  D 

jL  fécondés  puiffances  : * 5- 

Pour  les  racines  des  troi-  __  D 

fiémes  puiffances  . . . — 5 53; 

^bt  -^-4- 

Pour  les  racines  des  D 

quatrièmes  puiffances  ^ ~ jz> âÔ 

4^.  ïë  -4- 
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Poar  les  racines  des 
cinquièmes puiilances  -’X  - 


zD 


Z DD 


D'  D*  . 

£ î£»  ■*“7ij£>i 

On  peut  facilement  trouver , comme  dans  la  4*  méthode  , 
les  formules  pour  les  puiilànccs  fuivantes  à l’iniioi , û l’on 
en  a befoio . 

Pour  trouver  par  le  moyen  de  ces  formules  la  racine 
cubique  , par  exemple  de  la:  1°.  le  plus  grand  cube  con- 
tenu dans  12,  eft  8,  dont  la  racine  cubique  eft  2;  ainfi  2 = Ei 
i2==8-+-4=£*-t-I?,  &Ie  premier  0=4.  L’équation 
indéterminée  du  troifiéme  degré  , qui  reprefente  toutes  les 
transformées  qui  feront  trouver  les  parties  de  la  racine  qui 
fuivent  la  première  qui  eft  2 , eft  — O 3 EEx'^  ^Exx  -t-  x’ 
= o:  La  formule  qui  fërt  à trouver  ces  parties  reprefentées 

par  X,  déduite  de  cette  équation  , eft  2:  = — 

Ces  choies  fuppofées  : 

z°.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  racine  , on  fubfti- 
tuera  dans  cette  formule  4 à la  place  de  D , & z à la  place 

de  £;  & l’on  aura  la  fécondé  partie  = - ^ — _3^ 

12  2 ÿ 127’ 

Pour  avoir  la  fécondé  valeur  de  /> , qui  fervira  à trouver 
la  troifiéme  partie  de  la  racine  , on  fubftitucra  dans  J’éqga» 
tion — D -t-  ^EEx  ^ ^Exx  x»  = o,  4 à la  place  de  D; 
a à la  place  de  £i  & ^ à la  place  de  x;  & l’on  aura  — 4 
1 2 X 6 X H-  pour  la  fc 

conde  valeur  de  D , qu’on  trouveroit  aufli  en  élevant  la  fom- 
me  des  deux  parties  déjà  trouvées  2 à la  j*  puiftance  , 

& retranchant  cette  3*  puiftance  de  la  propofée  12  , le  refte 
feroit  la  fécondé  valeur  de  D. 

3®.  Pour  trouver  la  troifiéntc  partie  de  la  racine  qu’on  cher- 

che,  il  faut  fubftituer  dans  la  formule  x = ...  . 

à la  place  de  D , fâ  valeur  qu’on  vient  de  trouver , & à la 
place  de  £ , la  fomme  2 des  parties  de  la  radne  déjà 

découvertes  , &c. 

On  peut  continuer  Papproximation  à finfinir  ces  operations 
fuffilcnt  pour  faire  clairement  concevoir  la  méthode. 

Yy  ij 
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I y I , Si  l’on  veut  des  formules  oDi  il  faut  extraire  la  racine  qnar- 
rée  , on  les  formera  comme  dans  la  quatrième  méthode  ; 
elles  font  inutiles  pour  tirer  les  racines  des  quarrés  impar- 
faits. Voici  la  maniéré  de  les  former  pour  trouver  les  valeurs 
approchées  des  racines  troifîémes  des  troifiémes  puiffances  im-' 
parfaites , dont  l’équation  indéterminée  cft  — D jEEa* 
lExx  x'  ■=■■=  O.  il  faut  faire  une  équation  des  trois 
premiers  termes,  & l’on  aura  — D ■+•  ^EEx  ^Exx  = o,  ou 

bien  xx -4-  £.v  = d’oîi  l’on  tire  x=-  — V' x££ ^ ^ 

C’efi  la  formule  par  oîi  il  faut  commencer  pour  trouver 
chaque  prtie  de  la  racine  qu’on  cherche , la  première  par- 
tie étant  fuppofoe  connue  : Et  pour  rendre  cette  partie  de 
la  racine  encore  plus  approchante  , on  fuppofera  cette  pre- 
mière valeur  de  chaque  partie  = w,  & enfuite  on  con- 
fiderera  Féquatron  indéterminée  entière  — D lEEx 
•+•  ^Bxx  x^  =- O , comme  étant  du  fécond  degré  , l’or- 
donnant ainû  iExx  ^EEx  = D — - a:*,  ou  plutôt  xx  Ex 

— d’où  l’on  tirera  r = — i£  -t-  A££  h-  ^ 

& mettant  dans  le  2'  membre  la  valeur  de  x dé/a  trouvée  , 

qu’on  a fuppofée = w,  on  aura  x-= — V'  ~ — ^ 

C’eft  la  formule  corrigée  , qui  à chaque  operation  fera  trou-* 
ver  unie  partie  très  approchante  de  la  racine  qu’on  cherche. 

On  trouvera  de  la  môme  maniéré  que  pour  découvrir  les 
parties  de  la  racine  d’une  quatrième  puiffance  imparfaite  > 
il  faut  commencer  , en  cherchant  chaque  partie  , par  ta 

formule  x = — jEE  jfg  î & cette  partie  étant 

découverte  par  cette  formule  , on  la  fuppofera  = m , Ôcon 
rapprochera  encore  plus  par  cette  formule  corrigée  x = 

- -JS  ♦ 

Pour  la  cinquième  puiffance  ^ on  commencera  par  la  for- 
mule = — i£-4-^rr££-^  & après  avoir  trouvé 

la  valeur  de  la  partie  qu’on  cherche  par  cette  formule  , on 
h fuppofera  — trr,  & on  fe  fervira  enfuite  de  la  formule 

corrigée  a:=— ^ 

Il  efl  facile’ de -trouver  les  formules  pour  l’approximafiotv 
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des  racines  des  puiffances  numériques  imparfaites  plus  élevées , 
11  r on  en  a befoin  . 

Pour  le  fervir  de  ces  formules  dans  l’approximation  des 
racines  des  puillànces  imparfaites , par  exemple  pour  appro* 
cher  de  la  racine  cubique  de  1 2 = 8 -4-  4 : 1®.  on  fubftituera 
dans  la  formule  par  où  il  faut  commencer , la  première  par- 
tie de  là  racine  qui  eft  2,  à la  place  de  £,  & 4 à la  place 
de  D , & l'on  aura  la  féconde  partie  de  la  racine  qu’on 
cherche  . Pour  l’approcher  davantage  , on  la  fuppofera  cette 
lècbnde  partie , reprefentée  par  w , & on  la  fubftit liera  avec 
les  precedentes  valeurs  de  £ & de  D dans  la  formule  corri- 
gée , & l’on  aura  la  fécondé  partie  de  la  racine  très  ap> 
prochée . 

Pour  trouver  la  troifie'me  partie  de  la  racine , on  cherche- 
ra la  fécondé  valeur  de  D,  comme  aux  articles  i58,  169;  on 
fubdituera  cette  valeur  de  i)  à fa  place  dans  la  formule  par  où 
il  faut  commencer,  & la  fomme  des  deux  parties  de  la  racine 
déjà  découvertes , à la  place  de  £ ; & on  aura  la  troifîémc 
partie  de  la  racine  . Pour  la  corriger , c’efl  à dire  pour  la  ren- 
dre plus  approchante  , on  la  regardera  comme  reprefontée  par 
t»  y & on  la  fubflituera  avec  les  valeurs  precedentes  de  D & 
de  £ dans  la  formule  corrigée  ; & l’on  aura  la  troifiéme  par- 
tie de  la  racine  très  approchante  . On  réitérera  l’operation 
tant  qu’on  voudra  : mais  le  calcul  en  étant  plus  pénible  que 
celui  qu’il  faut  employer  dans  l’ufâgc  des  premières  formules, 
on  peut  fe  contenter  de  ces  premières  formules;  & il  fuffit  ici 
d’avoir  fait  concevoir  clairement  la  formation  & l’ufage  des 
unes  & des  autres . 


SECTION  IV. 

Où  l'on  enfeigne  à re foudre  toutes  ks  équations  numériques. 

Q PROBLEME  IV. 

J\eSOUDR'E  toute  équation  numérique  de  quelque  degré 
quelle puijfe  être , lorfqu'elle  na  qu'une  inconnue . 

(^’Est  à dire  trouver  les  racines  commenfurables  d’nne 
équation  numérique  , lorfqu’elle  en  a de  commenfu.a- 
b'es  ; trouver  les  valeurs  approchées  des  racines  mcommen. 

Y y iij 
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furables  , & en  continuer  l’approximation  à llnfini  i détermi- 
ner fi  elle  a des  racines  imaginaires  ; & fi  la  pmpofée  a de  ce» 
racines,  en  déterminer  le  nombre. 

On  fuppofe  que  l’équation  propofée  n’a  point  de  fraûions  ni 
d’incommenfurablcs;  que  foo  premier  terme  n’a  pas  d’autre 
coëficient  que  l’unité  ; quelle  a tous  fes  termes  , & qu’ils  ont 
altemativement  les  fignes  -t-  & — . 

Méthode. 

148.  jo  faut  trouver  par  le  premier  Problème  * toutes  le* 
équations  des  limites  de  l'équation  propofée  . 

2*.  La  racine  de  l’équation  linéaire  des  limites  fera  la  limi- 
te moyenne  des  deux  racines  de  l’équation  des  limites  du  fé- 
cond degré  ; zéro  & fon  plus  grand  coëficient  négatif  rendu 
pofitif  & augmenté  de  l’unité  , en  feront  les  limites  extrê- 
mes . Par  le  moyen  de  la  limite  zéro  & de  la  limite  moyen- 
ne , on  trouvera  la  première  & plus  petite  racine  de  l’équation 
des  limites  du  fécond  degré , par  les  méthodes  du  troifiéme 
Problème  fi  elle  elt  commenfurable , ou  fa  valeur  approchée 
fi  elle  cfi  incommenfurable . On  trouvera  de  même  en  fe 
fervant  de  la  limite  moyenne  & de  Ja  plus  grande  limite  ex- 
trême , la  fécondé  racine  de  la  même  Quation  , ou  fa  valeur 
approchée. 

Les  racines  de  l’équation  des  limites  du  fécondé  degré  , ou 
leurs  valeurs  approchées , feront  prifes  pour  les  limites  moyen- 
nes des  racines  de  l’équation  des  limites  du  3*  degré  ; zéro  &T 
ibn  plus  grand  coëficient  négatif  augmenté  de  l’unité  , en  fe- 
ront les  limites  extrêmes.  On  trouvera  par  le  moyen  de  ces 
limites  les  racines  de  cette  équation  ou  leurs  valeurs  appro< 
chées  f qu’on  prendra  pour  les  limites  moyennes  des  racines 
de  f équation  des  limites  du  quatrïémedegré , dont  zéro  & le 
plus  grand  ccëficient  négatif  augmenté  de  l’unité  feront  les 
limites  extrêmes . On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  limites  les 
racines  de  cette  équation  du  quatrième  degré  , ou  leurs  va- 
leurs approchées , qui  feront  les  limites  moyennes  des  racines 
de  l’équation  des  limites  du  cinquième  degré  ; zéro  & le  plus 
grand  coëficient  négatif  de  cette  équation  du  cinquième  de- 
gré augmenté  de  l’unité , feront  les  limites  extrêmes  , & par 
k moyen  de  ces  limites  on  trouvera  les  racines  de  cette  équa- 
tion QU  leurs  valeurs  approchées. 


Digitized  by  Google 


Livre  VI.  359 

Gjntinuant  ccs  operations  jurqu'à  l’équation  propofée,dc 
quelque  degré  qu’elle  Ibit,  on  en  trouvera  toutes  les  raci« 
nés  lorfqu’elies  font  commenfurables , ou  leurs  valeurs  ap- 
prochées. 

. 3°.  Si  l’on  trouve  qu’une  des  limites , c’eft  à dire  une  des 
racines  d’une  équation  des  limites,  étant  fubÜituée  dans 
l’équation  du  degré  immédiatement  plus  elevé  , à la  place  de 
l’inconnue , donne  zéro  ; c’efl  à dire , fi  ces  deux  équations 
ont  une  racine  commune,  il  y a des  racines  égales  dans  la  pro< 
pofée  : on  a marqué  dans  le  premier  Problème  la  manière  d'en 
déterminer  le  nombre. 

4*.  Lorfque  la  racine  d’une  équation  des  limites  étant 
fubflituée  à la  place  de  a:  dans  l’équation  immédiatement  plus 
élevée  d’un  degré , ne  donne  ni  zéro,  ni  une  fomme  toute 
connue  qui  ait  le  ligne  ou  — que  doit  donner  cette  ra- 
cine prife  pour  limite  moyenne , il  y a des  racines  imaginai- 
res dans  la  propofée  ; & comme  les  racines  imaginaires  font 
toujours  deux  à deux  , il  y en  a deux  Ibis  autant  que  cela  ar- 
rive de  fois. 


Application  de  la  méthode  aux  exemples. 
Exemple  I. 

PoUR  trouver  les  racines  de  x*  — 8oar’  i998ArAf  — 14937^?  yooo 
i“.  on  en  trouvera  par  le  pre- 
mier Problème  les  équations  3 2 i o: 

des  limites , comme  on  les  ; 

voit  ici  ; . T 399^xx  — 14937^  = o 

1"  équation  J 4^:’  — 240AfA:  3996^:  — I49j7  = o 


* vrr J ou  4^ 

des  ismites.  } 


L 


o. 


l2Af'  — 4802:^?  H*  399tfAr  = O 
ou  I2xx  — ^Sox  399tf  = o , 

ou  bien  encore  en  divifant  chaque 
des'/Jmüëf  'i  «rme  par  r a,  qui  s’en  trouve  un 
divifeur  exaét  : 

XX  — 40^  333  =0 

2 10. 


a*  équation 


3*  iquathn  Ç ixx  — 40Af  = o 
des  limite  s,  x —20  =0. 
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2°.  On  prendra  la  racine  20  de  l’équation  linéaire  x — 20 
= O,  pour  la  limite  moyenne  des  deux  racines  de  la  fécondé 
équation  des  limites  xx  — 40X  353  = 0;  & l’on  pren- 

dra zéro  & le  plus  grand  cocficienc  négatif  augmenté  de 
l’unité  pour  les  limites  extrêmes  ; & les  limites  des  racines  fe- 
ront O,  20,  41. 

• I {(».  On  cherchera  par  la  première  méthode  du  3*  Problème , 
la  première  & plus  petite  racine  de  xx  — 40at  -*-333=0, 
en  fe  fervant  des  limites  o & 20;  & l’on  trouvera  que  cette  ra- 
cine eft  incommenfurable , & qu’elle  eft  entre  1 1 qui  donne 
-♦-  14,  & 12  qui  donne  — 3 . On  prendra  pour  la  valeur  ap- 
prochée de  cette  première  racine  ii  ou  12. 

On  trouvera  de  même  en  fe  fervant  des  limites  20  & 41,  que 
la  féconde  racine  efl  incommenfurable , & qu'elle  efl  entre  28 
qui  donne,  étant  fubftituée  à la  place  de  a?  , la  fomme  toute 
connue  ■ — 3,&  29  qui  donne  -t- 14.  On  prendra  pour  la  valeur 
approchée  de  cette  féconde  racine  28  ou  29. 

Ainfi  0, 1 2,  28,  & le  plus  grand  ccëficient  négatif  de  la 
première  équation  des  limites  4*^  — i^oxx  •+•  399^;^ 
— 14937  = 0,  feront  les  limites  de  cette  équation.  Pour 
avoir  ce  plus  grand  cocficienc  négitif,  il  faut  divi/èr  tous  les 
termes  par  le  cocficient  4 du  premier  terme,  afin  d’avoir  l’é. 
quation  x^  — 6oxx  9992:  — 3734  ^ = o,  dont  le  premier 
terme  n’a  pas  d’autre  coëficient  que  l’unité  ; & fes  limites  fe- 
ront O,  12, 28,  3736. 

On  trouvera  par  la  première  méthode  du  troifiéme  Problè- 
me , en  fe  ferv'ant  des  limites  0 & 12,  que  la  première  & plus 
petite  racine  eft  entre  5 qui  donne  le  ligne  — , & qui  donne 
le  ligne  •+-.  On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de  cette  ra- 
cine s ou  6 . 

On  trouvera  de  même  en  fe  férvant  des  limites  12  & 28^ 
que  la  féconde  racine  eft  entre  21  qui  donne  •+-,  & 22  qui 
donne — . On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de  cette  fé- 
condé racine  2 1 ou  22 . 

On  trouvera  en  fe  fervant  des  limites  28  & 3736,  que  la 
troifiéme  racine  eft  entre  34  qui  donne  — 24  -L  , & 3 5 qui  don- 
ne 605  ^ . On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de  cette  ra- 

cine 34  ou  37. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  propofée  font  o,  6,  2t> 
34.  *4938 

On 
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On  trouvera  par  la  première  méthode  du  troifiéme  Problê* 
me , en  fe  fêrvant  des  deux  limites  o & 6,  que  la  première  & 
plus  petite  racine  de  la  propoTée,  eft  entre  zéro  & l’unité  ; & 
fion  fe  lcrt  enfuite  de  la  troifiéme  méthode,  on  trouvera  qu’el. 
le  eft  entre  car  donne  & 7V  donne  — . 

On  trouvera  de  meme  , en  Ce  fervant  des  deux  limites  6 
& 21,  que  la  fécondé  racine  de  la  propofée  eft  entre  12  qui 
donne  — , & 1 3 qui  donne 

On  trouvera , en  fe  fervant  des  deux  limites  2t  & 34,  que 
la  troifiéme  racine  de  la  propofée  eft  entre  3 2 qui  donne  , 

& 33  qui  donne  — . 

Enfin  on  trouvera  en  fe  fervant  des  deux  limites  34  & 
14938,  que  la  quatrième  & plus  grande  racine  de  la  propofée 
eft  entre  34  qui  donne  — , & 3y  qui  donne  ^4*. 

Ainfi  les  quatre  racines  de  la  propofée  font  incommenfura-  ~ 
blés;  la  première  ou  plus  petite  furpafte  7V  » & eft  moindre 
que  tV  <3“*  font  fês  valeurs  approchées. 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  fécondé , font  la 
moindre  12  & la  plus  grande  13 . 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  troifiéme  , font  la 
moindre  32  & la  plus  grande  33 . 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  quatrième,  font  la 
moindre  34  & la  plus  grande  35 . 

Si  l’on  veut  après  cela  approcher  à l’infini  de  chacune  de  ces 
racines , il  faut  fe  fervir  de  la  troifiéme  méthode  du  troifiéme 
Problème  ; & * C l’on  ne  'craint  pas  la  longueur  du  calcul,  il  * 
faut  fe  fervir  de  la  quatrième  méthode , * par  le  moyen  de  * ‘ 
laquelle  on  trouve  à chaque  operation  des  valeurs  extrême- 
ment approchées  des  racines  qu’on  cherche  , & qu’on  ne 
fçauroit  trouver  exadement  par  les  nombres  ; puilqii’elles  font 
incommenfurables . 

Remarques  pour  la  pratique  de  ce  Prohlemc, 

I. 

J L faut  toujours  avoir  en  vùe  le  figne  que  doit  donner  cha- 
que limite  : Que  la  moindre  limite  & toutes  les  grandeurs 
moindres  que  la  plus  petite  racine  d’une  équation , doivent 
donner  le  figne  du  dernier  terme  de  cette  équation. 

Que  la  féconde  limite  & toutes  les  grandeurs  moindres 
que  la  fécondé  racine , mais  plus  grandes  que  la  première  | 
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doivent  donner  le  ligne  contraire  à celui  du  dernier  terme. 

Que  la  troifiéme  limite  & toutes  les  grandeurs  moindres  que 
la  troifiéme  racine , mais  plus  grandes  que  la  fécondé  doivent 
donner  le  Cgne  du  dernier  terme . 

Que  la  quatrième  limite  & toutes  les  grandeurs  moindres, 
que  la  quatrième  racine , mais  plus  grandes  que  la  troifiéme  , 
doivent  donner  le  figne  contraire  à celui  du  dernier  terme. 

Et  ainfî  de  fuite  jufqu’à  la  derniere  & plus  grande  limite  qui 
doit  toujours  donner  le  Cgne-*-;  & toutes  les  grandeurs  qui  fur- 
paffent  la  plus  grande  & derniere  racine  , doivent  donner  le 
meme  figne-+-. 

Qu’entre  les  grandeurs  qui  font  moyennes  entre  les  deux 
mêmes  racines,  & qui  donnent  le  même  Cgne,  celles  qui  don- 
nent de  moindres  reCes  que  les  autres,  approchent  plus  de  la 
racine  qu’on  cherche. 

II. 

Quand  on  cherche  les  racines  d’une  équation  des  limites  g 
ou  de  la  propofée,  dont  on  a les  limites}  il  Ciut  toujours  corn- 
jtf.mencer  par  la  première  méthode  du  troiCéme  Problème, 
la  continuer  jufquà  ce  qu’on  ait  trouvé  les  racines  exaâes , 
lorfqu’ellcs  font  comracnfurables;  ou,  quand  elles  /bnr  incom- 
mcnfurables,  jufqu’i  ce  qu’on  ait  trouvé  leurs  valeurs  appro- 
chées en  entiers,  qui  ne  different  entr’elles  que  dz  l’unité, 
dont  l'une  foit  moirxlre  & l’autre  plus  grande  que  la  racine 
qu’on  cherche. 

S’il  faut  enfuite  trouver  des  valeurs  en  fradlions  qui  appro- 
chent de  plus  en  plus  à l’inCni , on  fe  fervira  de  la  troiCéme 
. g méthode  du  troCéme  Problème;  * & C l’on  veut  bien  prendre 
la  peine  du  calcul , on  Ce  fervira  de  la  quatrième  méthode , 
f^.'^pac  laquelle  on  trouve  à chaque  operation  des  valeurs  qui  ap- 
prochent bien  de  plus  prés  de  la  racine  qu’on  cherche . 

III. 

torfque  les  racines  d’une  équation  des  lim'ites  font  com- 
menfurables  , on  les  appellera  les  limites  exaétes , & l’on  eli; 
affûré  qu’étant  fubftituées  à la  place  de  l’inconnue  dans  l’é- 
quation dont  elles  font  les  limites,  elles  donneront  les  fgnes 
quelles  doivent  donner , fans  meme  en  faire  la  fubfftutinn, 
ft  les  racines  des  cette  équation  (ont  inégales  ; & que  celles 
des  limites  qui  font  égales  à quelques-unes  des  racines, 
donneront  zéro , quand  il  y a des  racines  égales;  & qu'enha 
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celles  de  ces  limites  exafles  qui  ne  donneront  ni  zéro  , ni  le  û* 
gne  qu’elles  doivent  donner , feront  connoître  qu’il  y a des  ra- 
cines imaginaires  dans  l’équation  dont  elles  font  les  limites  , 
& dans  la  propofée . 

Mais  quand  les  racines  d’une  équation  des  limites  ne  font  pas 
iixx>mmenfurables , l’on  n’ell  pas  alTuré  que  leurs  valeurs  ap- 
prochées en  nombres  entiers , qu’on  appellera  ici  les  limites  ap- 
prochées en  entiers , donnent  toujours  les  lignes  qu’elles  doi- 
vent donner.  Comme  cependant  il  arrive  ordinairement  que 
les  limites  approchées  en  nombres  entiers , donnent  les  fignes 
que  doivent  donner  les  limites  exaftes,  parccqu’ordinaire- 
ment  les  racines  des  équations  dont  elles  font  les  limites  > 
diffèrent  entr'clles  de  plufieurs  unités  ; quand  on  a trouvé 
ces  limites  approchées  par  la  première  méthode , il  faut  les 
fubflituer  à la  place  de  l’inconnue  dans  l'équation  dont  elles 
font  les  limites  , pour  voir  fi  elles  donnent  les  fignes  qu'elles 
doivent  donner  ; & fi  l’on  trouve  qu’elles  les  donnent , il  faut 
s’en  fèrvir  pour  trouver  les  racines,  comme  l’on  a &it  dans 
l’exemple  précèdent. 

Si  les  limites  approchées  en  nombres  entiers , ne  donnent  pas 
les  fignes  des  limites  exaéfes , ce  qui  arrive  lor/que  les  racines 
de  l’équation  dont  elles  font  les  limites  , font  incommenfura- 
bles  ; & ne  diffèrent  eotr'elles  que  par  des  des  grandeurs  moin- 
dres que  runité , il  faut  alors  continuer  l’approximation  des  li- 
mites par  la  3*  ou  4*  méthode. 

Ou  bien  il  faut  d’abord  multiplier  les  racines  de  la  propofée 
par  10,  ou  par  100,  ou  1000,  &c.  en  mettant  un  ou  plufieurs 
zéros  au  fécond  terme,  deux  foisautant  au  troifiéme  terme, 
trois  fois  autant  au  quatrième  terme , & ainfi  de  fuite  ; & 
après  cela  les  racines  différeront  entr’elles  de  plufieurs  unités, 
& les  limites  ^prochées  en  nombres  entiers  qu’on  trouvera  , 
donneront  les  fignes  que  doivent  donner  les  limites  exaéfes, 
forfque  les  racines  de  la  propofée  feront  réelles  & differen- 
tes entr’elles  : & fî  clics  ne  les  donnoient  pas  ce  feroit  une 
marque  qu*il  y auroit  dans  la  propofée  des  racines  égales  in- 
commenfurables , ou  des  racines  imaginaires . On  en  fera  une 
remarque  à la  fin  des  exemples . 

' Mais  quand  on  a ajouté  des  zéros  au  fécond  terme  de  la 
propofée  & aux  autres  termes , il  faut  divifer  les  valeurs 
approchées  des  racines  de  la  propofée,  quand  on  les  aura 
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trouvées,  par  l’unité  précédée  d’autant  de  zéros  qu’on  en  a 
nus  au  fécond  terme  de  la  propofée,  & ces  frayons  feront 
, les  x’alcurs  approchées  des  racines  de  la  propofée. 

Il  faut  donc  remarquer  qu’on  trouvera  toujours  les  limites 
approchées  en  nombres  entiers  , du  moins  en  ajoutant  des 
zéros  au  fécond  terme  & aux  autres  termes  de  la  propofée 
torfquc  fans  cela  on  ne  peut  pas  les  trouver  en  entiers  ; oiî 
des  limites  approchées  en  fraélions , en  continuant  l'appro- 
ximation  par  la  troifiéme  ou  quatrième  méthode  lefqucl. 
les  limi^s  donneront  les  lignes  que  doivent  donner  les  Iimi- 

«s  exaétes , lorfque  les  racines  de  l’équation  font  toutes  réel- 
ics  & inégales. 

Ainfi  fl  l’on  ne  pouvoit  pas  trouver  ces  Emîtes,  ce  lcroit 
une  marque  affurée  que  les  racines  de  la  propofée  ne  feroient 
ps  toutes  inégalés , & qu’il  y en  auroit  d’égales,  mais  incom- 
menfurables , ou  bien  qu  il  y aurait  des  racines  imaginaires. 

On  peut  lôu vent  diminuer  le  calcul  de  la  méthode  de  ce 
quatrième  Problème,  en  fai fant  quelques  tentatives , furtout 
en  deux  chofes. 

La  première  eft,  quand  la  plus  grande  limite , qui  eft  le 
plus  grand  coeficicnc  négatif  rendu  pofitif  & augmenté  de 
i unité,  fiirpade  confiderablement  la  limite  pénultième 
comme  dans  le  premier  exemple , oîi  la  plus  grande  limité 
14938,  furpafie  confiderablement  la  pénultième  limite  î4  > 
au  lieu  de  le  fcryir  de  la  plus  grande  limite , on  peut  fai- 
re quelques  tentatives  fur  des  grandeurs  plus  approchantes  de 
la  limite  pénultième , comme  dans  le  premier  exemple  on 
peut  eflayer  fi  la  fubftitution  de  40  à la  place  de  l’inconnue  , 
ne  donnera  point  le  ligne  -4-  de  la  plus-  grande  limite  ; 6c 
comme  Ion  trouve  que  40  donne  le  figne  on  eft  afliiré 
que  40  fiirpafïc  la  plus  grande  racine  de  la  propofée:  & on 
Je  fervira  des  JimKes  34  & 40 , pour  la  trouver  par  la  pre* 
miere  méthode , au  lieu  des  limites  34  & 

La  féconde  eft,  qu’avant  de  refoudre  les  premières  & les 
plus  c^pofees  équations  des  limites , c’eft  à dire  avant  d’en 
Ls  racines  , on  peut  faire  des  tentatives  , 
^ t r les  racines  exaéles  ou  approchées  des  dernières 
équations  des  limites,  ne  peuvent  point  fervir 
«aunediatcmcnt  de  Lmitcs  aux  racines  de  la  propofée , en 
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fubftituant  ces  racines  des  dernieres  équations  des  limites , 
à la  place  de  l’inconnue  , immédiatement  dans  l’e'quation 
propofee  ; on  trouvera  le  plus  fbuvent  qu’elles  donnent  les 
(ignés  que  doivent  donner  les  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofée  , & on  les  prendra  dans  ce  cas  pour  ces  limites  des 
racines  de  la  propofee. 

Par  exemple  , lorfqu’on  a trouvé  que  les  racines  appro- 
chées de  l’équation  des  limites  du  (êcond  degré  dans  le  pre- 
mier  exemple,  font  la  plus  petite  ii  ou  12  , la  plus  grande  28 
ou  29  , on  fubftituera  la  première  de  ces  racines  ii  ou  12 , à 
la  place  de  l’inconnue  dans  la  propofée  ; & trouvant  une 
fomme  toute  connue  qui  a le  ligne  — , qui  e(l  celui  que 
doit  donner  la  fécondé  limite  des  racines  de  la  propofee , 
on  prendra  ii  ou  iz  pour  la  (econde  limite,  & l’on  aura 
pour  les  deux  limites  de  la  première  & plus  petite  racine 
de  la  propofée , o d5c  1 2.  ' 

On  fubrtituera  de  même  28  ou  29  , & trouvant  que  28' 
ou  29  donne  le  (igné  -+-  , qui  eft  celui  que  doit  donner  la 
troifiéme  limite , on  prendra  1 1 & z8  pour  les  deux  limi- 
tes dont  il  faut  fe  fervir  pour  chercher  la  fécondé  racine  de 
la  propofée. 

ü’où  l’on  voie  que  pour  avoir  toutes  les  limites  de  la 
propofée  , il  ne  faudra  plus  chercher  que  la  grandeur  qui 
iurpafic  28  , âc  qui  donne  le  (igné  — , c’eft  à dire  la  li- 
mite qui  furpafle  la  troifiéme  racine  de  la  propofée  , & 
qui  eft  moindre  que  la  quatrième  ; ainfi  il  ne  faudra  cher- 
cher dans  l’équation  des  limites  du  troifiéme  degré  , que 
la  plus  grande  racine  feule  , dont  les  limites  font  28  & 
3736  , Ôc  le  calcul  fe  trouve  bien  abrégé  par  ces  tenta- 
tives . 

Un  peu  de  pratique  fera  trouver  beaucoup  d’autres  abré- 
gés. ' . 

Exemple  II. 

P OUR  trouver  les  racines  de  l’équation  x*  — yxx  •^6=0, 
qui  n’eft  que  du  troifiéme  degré  , par  Icfquelles  on  aura  les 
valeurs  de  x linéaire  dans  cette  équation  > 1°.  il  faut  la  trans- 
former en  une  autre  équation  qui  ait  tous  fes  termes  avec 
les  figncs  alternatifs  ce  qui  fe  fera  en  fuppofant 

8 ^ xx  — Z ; d’où  l’on  aura  xx  = 8 — ? ; & fubftituaot 

Z Z iij 
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8 — iç,  à la  place  de  jr , on  aura  la  transformée  que  void 
qu’on  regardera  comme  la  propofée. 

a"  Il  faut  en  trouver  — 24:^:^ -H  185:^ — 462=0, 
les  équations  des  limi>  3 i i . o. 

tes,  comme  on  les  voit — 

ici:  3V— 

divifânc  par  3%»  on  aura  la  première  équation  des  limites» 

16^  •+■617=0- 

2 10. 

ï6^=o; 

divilant  par  iz,>  on  aura  la  derniere  équation  des  limites» 
—8  =0. 

3°.  Il  faut  prendre  la  racine  8 de  l'équation  linéaire  des 
limites  x.  — 8 = 0,  pour  la  limite  moyenne  entre  les  deux 
racines  de  la  première  équation  des  limites , & les  trois  li- 
mites des  deux  racines  de  cette  première  équation  des  limi- 
tes feront  o,  8,  17. 

£n  cherchant  la  première , c’efl  à dire  la  plus  petite  ra- 
cine de  l’équation  — i6x,  -*-^17  = 0,  par  le  moyen 
de  Ces  deux  limites  o & 8 » on  trouve  qu’elle  furpafle  6, 
& qu’elle  e(l  moindre  que  7 . 

Pour  abréger,  on  pourra»  avant  de  chercher  la  fécondé 
racine  de  la  première  équation  des  limites  , tenter  fi  la  fub- 
fiitution  de  l’une  ou  l’autre  des  linûtes  6 ou  7,  à la  place 
de  X.  dans  la  propofée  , ne  donneroit  point  le  figne  que 
doit  donner  la  fécondé  limite  des  racines  de  la  propofée,  & 
en  fervir  elle-même , en  cas  qu’elle  le  donne.  Mais  trouvant 
que  la  fubflitution  de  6 au  lieu  de  x.  dans  la  propofée  don- 
ne zéro , 00  a par  cette  fimple  operation  6 pour  la  premiè- 
re racine  de  la  propofée  — 2421^  -*•  &c. 

Pour  abréger  encore  le  calcul  » on  divifera  la  propofée 

— 24:^^  &c.  par  l’équation  linéaire  — 6 = 0,  qui 

contient  fa  première  racine,  dJe  l’on  aura  le  quotient 
-t-  77  = o qui  contient  les  deux  autres  racines  ^ la  pro- 
poféc. 

On  pourra  enfin  , pour  abr^er  , refoudre  cette  équatioo 
qui  contient  les  deux  autres  racines  de  la  propofée , pat  la 
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inethode  qui  convient  au  fécond  degré  , & l’on  trcpvera 
que  fes  racines  font  7 & ii. 

Pour  achever  la  refolution,  on  fubflituera  fuccefTivement 
fcs  trois  racines  6, 7 & 1 1 de  la  transformée  — 24^;^  -4-  &c. 
dans  l’équation  8 — jfA?  = ?,  ou  at*  = 8 — qui  a fer- 
vi  à la  transformation  ; & l’on  trouvera  les  trois  valeurs 
de  XX  dans  x*  — jxx  -4-  :=  o,  qui  font  »x=  l,  xx  = 2^ 

XX  — — 3. 

O’où  l’on  tirera  les  fix  valeurs  de  x linéaire  , dans  la  pro* 
pofée  X*  — = 0,  quifont  , x= — i 

= , *=. — »^2  ; at  = -4->^ — 3 , *■  = — v'  — 3. 

D'où  l’on  voit  que  x a quatre  valeurs  réelles,  & deux  valeurs 
imaginaires  dans  la  propofee  x^  — ^xx  -4-  6 = o j & la  pro- 
pofée  efl  entièrement  refolue. 

Exemple  III. 


P< 


O ü R trouver  les  valeurs  approchées  des  trois  racines  de 
l'équation  irréduélible  du  3*  degré  x’  — 27oojc  -4-  32400 
= 0,  dont  les  deux  plus  petites  racines  font  pofitives,  & 
dont  la  plus  grande  efî  négative  & égale  à la  fomme  des 
deux  autres , puifque  le  fec^  terme  efl  évanoui  > 1”.  il  faut 
la  transformer  en  une  autre  qui  ait  tous  les  termes,  & dont 
toutes  les  racines  foienc  pofitives  ; ce  qu’on  fera  en  fuppofânt 
le  plus  grand  coêficient  négatif  rendu  pofitif  & augmenté 
de  l’unité  moins  une  nouvelle  inconnue  z > ^gal  à l’incon- 
nue X ; ce  qui  donnera  2701  — ^ = x ; & en  fubflituant 
cette  valeur  de  x à fa  place  dans  la  propofée  , on  aura  la 
transformeefuivante,  — 8i03??-4-  21883303^ — 15697^17801  = 0. 
qui  a les  conditions  321  o. 

propres  à y appliquer  — ; — ; — — 

la  méthode  du  qua-  3^’— ï62o6«^2i883jo3^=o. 
triéme  Problème . divifant  par  }Z , l’on  a la  première 
2».  Il  feut  trouver 
les  équations  des  limi- 
tes des  racines  de  la 
transformée,  comme 
on  le  voit  ici  : 

La  racine  de  la  2* 
équation  des  limites 
étant  Z = 2joif  les 


^3;  ~ 5402^: 7294501 

2 1 O. 


5402^  = 0. 

divifant  par  iz,  l’on  a la  fécondé 
équation  des  1* mites, 

— 2701  =0. 
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limites  des  racines  de  la  première  équation  des  limites’  fe- 
ront O,  2701,  5403.  On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  li- 
mites, ou  fj  l’on  veut  par  la  méthode  des  équations  du  fé- 
cond degré  , que  les  racines  de  la  première  équation  des' 
limites  font  cxadlement  2671  & 2731. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  transformée  ferait  o, 
» 1^697617802. 

On  trouvera  par  le  moyen  des  deux  premières  limites  o, 
1671  , que  la  première  & plus  petite  racine  de  la  transfor- 
mée eft  entre  z6$6 , qui  étant  fubftituée  à la  place  de  z, 
lionne  le  ligne  — , & 2657  qui  donne  . 

On  trouvera  par  le  moyen  de  la  fécondé  & troifiéme  li- 
mite 2671,  2731,  que  la  lêcondc  racine  de  la  transformée 
cft  entre  2688  qui  donne  , & 268^  qui  donne  — , 

Il  eft  inutile,  comme  on  le  va  voir,  de  fc  donner  la  peine 
de  chercher  la  valeur  approchée  entre  deux  limites  qui  ne 
difterent  que  de  l’unité,  de  la  troifiéme  racine  de  la  tranfor- 
mee  ; comme  aufti  de  trouver  des  valeurs  plus  approchées 
de  la  première  & de  la  fécondé  racine  de  la  transformée . 

3°.  Il  faut  fubftituer  dans  l’équation  fimple  1701  — ^ = 
qui  a fervi  à trouver  la  transformée , à la  place  de  z , les 
valeurs  approchées  en  entiers  de  la  première  & fécondé  ra- 
cines de  la  transformée;  & l’on  trouvera  la  première  & plus 
petite  valeur  de  x dans  la  propofée  entre  12,  qui  y étant 
fubftituée  à la  place  de  x,  donne  -t-,  & 13  qui  donne  — . 

On  trouvera  de  même  la  fécondé  valeur  de  x dans  la 
propofée  entre  44  qui  donne — , & 45  qui  donne 

On  trouvera  enfuite  des  valeurs  approchées  en  fraélions 
de  la  première  & fécondé  racines  de  la  propofée  tant  près 
qu’on  voudra , en  employant  la  troifiéme  ou  la  quatrième 
méthode  du  troifiéme  Problème. 

Et  comme  l’on  fçait  que  la  troifiéme  & plus  grande  raci- 
ne de  la  propofée  eft  égale  à la  fomme  des  deux  autres,  il  n’y 
aura  qu’à  prendre  la  fomme  des  valeurs  approchées  de  la 
première  & fécondé  racines  , & la  rendre  négative  , & ce 
fera  la  valeur  approchée  de  la  3*  racine  de  la  propofée. 

Ou  bien  fi  l’on  veut  chercher  la  troifiéme  racine  dç  la 
propofée  en  particulier  , on  la  rendra  pofitive  en  changeant 
le  figne  du  quatrième  terme  de  la  propofée  y & l’on  aura 
x^  — 2700X  — 32400  = 0, 

On 
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On  prendra  la  fomrac  des  deux  moindres  limites  en  nom- 
bres entiers  des  deux  plus  petites  racines , lefquelles  limites 
font  12  & 44 , & cette  fomme  56  fera  la  moindre  limite  de 
la  troiüéme  racine  de  la  propofée  , qui  étant  fubftituée  à la 
place  de  x , donnera  le  figne  — . 

On  prendra  de  même  la  fomme  des  deux  plus  grandes  li- 
mites 13  & 45  des  deux  premières  racines  de  la  propofec , 
& cette  fomme  sS  fera  la  plus  grande  limite  de  la  troifiéme 
racine  de  la  propolee , qui  étant  fubftituée  donnera  . 

On  trouvera  en  employant  la  première  methqde  du  troi- 
lîcme  Problème  avec  ces  deux  limites  y 6 & 58  , que  la  troi- 
Céme  racine  de  la  propofée  eft  entre  y 7 qui  donne  — , & 58 
qui  donne  & en  employant  la  3'  ou  la  4*  méthode  du 
troifiéme  Problème  , on  trouvera  la  valeur  approchée  en 
Radiions  tant  près  qu’on  voudra  de  la  troifiéme  racine  de 
la  propofée. 


Exemple IV|  où  il  y a des  racines  égalés. 

jPouR  trouver  les  racines  de  l’équation  fuivante  du  4* 
degré;  i*.  on  en  trouvera  les  équations  des  limites  comme 


on  les  voit  ici 

2°.  La  radne  de  la  der- 
nière équation  des  limi. 
tes  étant  6 , les  limites 
des  radoes  de  la  fécon- 
dé feront  o,  6|  13. 

On  trouvera  par  le 
moyen  des  limites  0,6, 

3ue  la  première  racine 
e la  fécondé  équation 
des  limites  eft  4;  & par 
le  moyen  des  limites  6 
& 13,  que  la  fécondé  eft 
8 ; ainfi  les  limites  des 
rac'raes  de  la  première 
équation  des  limites  fe- 
ront 0|  4,  8,  161. 

Mais  on  trouvera  en 
cherchant  la  première 
Tadne  de  la  première 


X*  — 24^’ -4-  — ^4oa?»4-768  = o. 

43  2 10. 

4x*- — — 64ojt=o; 

divifant  par  011  aura  la  premicre 

équation  des  limites, 

— iSxx-^^ÿôx — 1^0  = O. 
3210. 

3x>  — j6xx*i"p6x=o; 

divifant  par  }X,  on  aura  la  fécondé 
équation  des  limites, 

XX  — itr  •4-32=0. 

2 I . O. 


2XX — i2x  = o; 

divifant  par  ix,  on  aura  la  troilicmè 
équation  des  limites. 

A?  ^ O. 

Aaa 
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équation  des  limites  entre  o & 4,  que  4 eft  une  racine  cxafèe 
Ainfi  il  y a dans  la  première  équation  des  limites  deux  raci- 
nes égales  à 4 , & il  7 a dans  la  propofée  trois  racines  éga- 
Iesà4. 

Le  plus  court  ell  quand  on  trouve  ainli  des  racines  égales 
exaftes , de  divifer  la  propofée  par  l’équation  qui  eft  le  pro- 
duit des  trois  équations  linéaires  des  trois  racines  égales  à 4 , 
lequel  produit  eft  ac'  — iixx  48a;  — <54  = 0;  & le  quo. 
tient  X < — 12  = 0,  contiendra  les  racines  inégales , qui  font 
ici  Ja  feule  a;  = 12. 

Si  l’on  vouloir  employer  la  méthode  de  ce  4*  Problème  à 
trouver  la  racine  inégale  de  la  propofée  , il  faudrait  trouver 
la  troifiéme  racine  delà  première  Quation. des  limites,  en  fe 
fervant  de  la  limite  8 & du  plus  grand  ccêfident  négatif  aug- 
menté de  l’unité , qui  eft  161  pour  la  fécondé  limite , ôc  on 
trouverait  que  cette  racine  eft  10 . On  fe  fervirdt  enfuite  de 
cette  radne  10  pour  première  limite , & du  plus  grand  coêfi- 
cient  négatif  de  la  prapolee  augmenté  de  l’unité  , qui  eft  ^41 , 
pour  fécondé  limite;  & l’on  trouverait  par  le  moyen  de  ces 
deux  limites , que  la  quatrième  radne  de  la  propofée  eft  1 2. 

^ On  peut  remarquer  qu’on  a dit  qu’il  falloir  chercher  la  ra- 
dne inégale  de  la  première  équation  des  limites , encre  les  li- 
mites 8 & 161 , pareeque  8 furpaffe  la  racine  égale  4 j mais 
fl  la  racine  égale  avoir  furpafle  8 , il  auroit  fallu  chercher  la 
racine  inégale  entre  o & 8 . De  même  li  la  racine  égale  eût 
furpaffé  la  limite  10 , que  la  première  éqa.tion  des  limites 
donne  pour  limite  de  la  racine  inégale  de  la  propofée  , il  au- 
roit fallu  chercher  la  racine  inégale  de  la  propofée  entre  zé- 
ro & la  limite  10. 

EXEMPLEV,oh  LES  RACINES  SONT  IMAGINAIRES. 

P O ü R refoudre  l’équation  x*  — — i^2A;-*-  288=  o. 

1°.  on  trouvera  toutes  les  4 3 ^ 

équations  des  limites , com-  4;^+ — ^6x^-i^i^6x — i92a;=o;  ~ 

me  on  les  voit  ici:  divifanc  par  4or,  on  aura  la  première 

a'.  La  racine  de  la  der- 

nierc  équation  .des  limites  4^ 

étant  3 , les  limites  des  raci-  3 * o. 

nés  de  la  fécondé  équation  3;ri  — i8;rx-Hj4;r=o;  ' 
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des  limites  feront  0,3,7. 

Mais  on  trouve  que  la 
limite  3 étant  fubftituée 
dans  la  fécondé  équation 
des  limites,  à la  place  de  x, 
donne  le  ügne  au  lieu 
du  ligne — ^ quelle  devroit 
donner;  ainli  l’on  eftaffuré 
que  les  deux  racines  de  la 


37' 

divifanc  par  iX,  èn  aura  la  fécondé 
dquation  des  limites, 

XX — Y=o. 
a I o. 


zxx^6x=-oi 

divifant  paezT,  on  aura  la  dernière 
équation  des  limites, 

X — 3=0. 

fécondé  équation  des  limites  font  imaginaires , & que  par  con- 
fequent  il  y a deux  racines  imaginaires  dans  la  première  équa- 
tion des  limites  , de  dans  la  propofee.  ‘ ' 

La  fécondé  équation  des  limites  ne  donnant  aucunes  limites 
pour  les  racines  de  la  première  équation  des  limites  , on  n’au- 
ra  pour  les  limites  de  la  racine  réelle  de  la  première  équation 
des  limites  , que  o & 49. 

On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  deux  limites , que  3 elt 
la  racine  réelle  de  la  première  équation  des  limites. 

Ainli  on  aura  pour  les  limites  des  deux  racines  de  la  propo* 
fee  qui  relient  à trouver , o,  3,  193. 

. Mais  l’on  trouve  , que  la  limite  3,  qui  ell  une  lim’\te  exaéle 
donne  le  ligoe  -4«  au  lieu  du  ligne  — qu’elle  devroit  donner  ; 
( car  la  limite  o & la  limite  1^3  donnent  chacune  le  ligne  ) 
cela  fait  voir  qu'il  y a encore  deux  racines  imaginaires  dans  la 
propofée. 

La  propolee  eft  relblue , car  fçaehant  que  les  quatre  raci- 
nes Ibnt  imaginaires  , on  eft  alTuré  que  le  Problème  exprimé 
par  cette  équation,  eft  impolTible , ou  renlèrme  contradiction. 


Exemple  VI,  qui  appartient  a un  cas  qu’il 

FAJUT  REMARQUER  PAR  RAPPORT  A CETTE  METHODE. 


Po  U R refoudre  l’équation 
1'.  il  faut  trouver  les  équa- 
tions des  limites , comme 
on  les  voit  ici  : 

■ 2”.  La  racine  de  la  der- 
nière équation  des  limites 
étant  4 , on  aura  pour  les 
limites  des  racines  de  la 
fécondé  équation  des  liini- 
nûtes,  o,  4,  ÿ. 


X* — \f^x^•^^^xx — 

4 3 * 1 o. 

— 64jr=o; 

divifant  par  4X,  on  aura  la  première 
équation  des  limites, 

x^--~I2xx^^6x — id=a 
3110. 

^x[ — 2/^xx•i•i6x  = o^, 

Aaa  ij 


O. 
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On  frouvera  par  le  moyen  divifant  par  j.r,  on  aura  la  féconda 
des  limites  o & 4,  que  la  équation  des  limites, 
première  & plus  petite  ra-  xx  — 8of»*“i2  = o. 
cine  de  la  féconde  équation  i . 1 o. 
des  limites  eft  ^ . . 

On  trouvera  de  même  8ar=Oi  ^ 

par  le  moyen  des  limites  4 dlvifantlparzar,  onaoralatroiriémê 
& 9 , que  la  fécondé  racine  dernière  équation  des  limites, 

eft  6,  X — 4=0. 

Ainfî  les  limites  des  racines  de  la  première  équation  des  U* 
mites  font  O,  2,  6,  17. 

On  trouvera  par  le  moyen  des  limites  0,2,  que  la  premie* 
re  & plus  petite  racine  de  la  première  équation  des  limites  eft; 
incommenfurable , & qu’elle  eft  entre  zéro  & l'unité > &par 
l’approximation  de  la  troifîémc  méthode  du  troifiéme  Problê* 
me , qu'elle  eft  entre  -jV  > 9“*  ^tant  fubftituéc  à la  place  de  x. 
donne  — , & qui  donne 

On  trouvera  par  le  moyen  des  limites  2 & ^,qae  la  féconde 
racine  de  la  première  équation  des  limites  eft  exactement  4. 

On  trouvera  enfin  par  le  moyen  des  limites  6 & 17  , que 
k troifiéme  & plus  grande  racine  de  la  première  équation  des 
limites  efi  incommenfurable  , & qu’elle  eft  entre  7 qui  don» 
ne  — , & 8 qui  donne  -H. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  proposée  font  o,  oa 
.•^,4,7  ou  g,  & 6y. 

On  clierchera  donc  la  première  & plus  petite  racine  de  là 
propofée  entre  les  limites  o & iV  ou  iV» 

. La  féconde  entre  les  limites  iV  ou  7V  & 4* 

La  troifiéme  entre  les  limites  4 & 7 ou 
■ La  quatrième  entre  les  limites  7 ou  8 & tfj. 

Mais  en  cherchant  la  première  racine  de  la  propofee  par 
le  moyen  des  limites  o & iV  ou  , on  ne  trouve  point  que 
la  fécondé  limite  tV  ou  7V»  donne  le  figne  — qu’elle  doit 
donner.  - . ^ 

De  même  en  cherchant  fa  féconde  racine  entre  le»  lirai* 
tes  ^ on  tV  & 4 1 on  ne  trouve  point  que  la  première  limite^ 
ni  aucune  grandeur  entre  la  première  limite  & la  féconde  4 , 
donne  le  figne  — qu’elle  doit  donner. 

On  trouvera  le  même  inconvénient  en  cherchant  la  tcoifié* 
«K  & la  quatEÎéme  racine  de  la  propofée. 
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. 5*.  Dans  ce  cas  il  faut  approcher  les  limites  en  frayions , & 
fc  fervant  de  la  troifiéme  méthode  du  troifiéme  Problème , 
mettre  plufieurs  zéros  au  fécond  terme  de  la  première  équa- 
tion des  limites , en  mettre  deux  fois  autant  au  troifiéme  ter- 
me qu’on  en  a mis  au  fécond  terme,  en  mettre  trois  fois  autant 
au  quatrième  terme,  & quatre  fois  autant  au  cinquième,  &c. 
trouver  enfuite  les  limites  approchées  de  la  première  & troifié- 
fiéme  racines  de  la  première  équation  des  limites  , de  maniéré 
que  les  deux  limites  pour  la  première  racine , ne  difièrent 
que  d’une  unité , & de  même  les  deux  limites  pour  la  troifié- 
me racine,  &c. 

Il  faut  mettre  ces  limites  pour  numérateurs , & l’unité  pré- 
cédée d’autant  de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond  terme,  pour 
chaque  dénominateur  ; & enfuite  chercher  avec  ces  limites  ap- 
prochées les  racines  de  la  propofée . 

Mais  comme  en  cherchant  la  première  racine  entre  les  deux 
nouvelles  limites , qui  ibnt  des  fraéhons  dont  les  dénomina- 
teurs font  fort  grands , on  trouve  toujours  que  la  fécondé  limi- 
te approchée  ne  donne  point  le  figne  — qu’elle  doit  donner , 
cela  porte  à conclure  que  l’oo  ne  fçauroit  trouver  de  fécondé 
limite  qui  donne  le  figne  — qu’elle  doit  donner,  & qu’ainfi  il 
faut  ou  que  la  première  racine  de  la  première  équation 
des  limites , qui  efi  incommenfurable  , /bit  égale  à la  pre- 
mière racine  de  la  propofée } & que  fi  on  la  pouvoir  trou- 
ver exaélement,  elle  donneroit  zéro,  étant  fubfHtuée  à la 
place  de  x dans  la  propofée  ; que  ce  n’cft  que  parcequ'elle 
efi  incommenfurable  qu’on  ne  peut  pas  trouver  fâ  valeur 
exaéle , qui  étant  fubfiituée  dans  la  propo/ée  donne  zéro; 
& que  dans  ce  cas  les  deux  premières  racines  de  la  propofée 
font  égales  : Ou  bien  il  faut  que  les  deux  premières  racines 
de  la  propofée  fbient  imaginaires  , pareeque  dans  ce  cas  la  /ê- 
conde  limite  de  la  première  racine  de  la  propofée,  quoi- 
qu’approchée  à l’infini,  ne  donnera  jamais  le  figne  quelle  de- 
vroit  donner,  fi  les  deux  premières  racines  de  la  propofée 
étoient  réelles  & inégales . 

' Et  comme  en  cherchant  la  troifiéme  & quatrième  racinesde 
la  propofée,  la  limite  4*  qui  derroit  donner  le  figne-—,  donne 
auffi  le  figne  , quoiqu’on  l’approche  tant  qu’on  voudra , cela 
portera  de  même  à conclure  que  la  troifiéme  & la  quatrième 
zacioes  de  la  propofe'e  font  égales  ou  imaginaires. 

Aaa  (ij  t 
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4”.  Au  lieu  de  la  méthode  de  l'article  troUïéme , on  peut  Ce 
fervir  de  celle-ci , qui  revient  à la  même  cbofe . 

On  mettra  plulleurs  zéros  au  fécond  terme  de  la  propofée, 
plus  00  en  mettra,  & plus  on  lêra  afïuré  que  la  ptopofée 
appartient  au  cas  pour  lequel  eft  ce  fixiéme  exemple.  On 
mettra  le  même  nombre  de  zéros  au  fécond  terme  de  la  pre» 
iniere  équation  des  limites . On  mettra  deux  fois  autant  de  ze< 
ros  au  troifiéme  terme  de  la  propofée , & de  la  première 
équation  des  limites , qu’on  en  a mis  au  fécond  terme.  On  en 
mettra  trois  fois  autant  au  quatrième  , &c.  On  en  met  dans 
notre  exemple  feulement  deux  pour  abréger  le  calcul,  & i’on 
aura  les  transformées, 

X* lÔOOAf’  72OO0OATAf  — 64000000Af  "4*  16OOOOOOOO  = O, 

X*  ~ — 1200XX’^  ^Soooox  1 6000000  O . 

Comme  Ion  a déjà  , par  le  premier  & le  fécond  article  de 
ce  fixicme  exemple,  les  racines  approchées  de  la  première 
équation  des  limites  , qui  font  -jV  ou  ïV  » ^ fécondé  exacte- 
ment 4,  la  troifiéme  7 ou  8 ; on  mettra  devant  chacune  deux 
zéros  , & elles  feront  les  racines  approchées  de  la  première 
équation  des  limites  de  la  transformée.  Ces  racines  approchées 
font  la  première  ;o  ou  60,  la  féconde  exaétemenc  400^  la  tro>< 
fléme  700  ou  8co. 

On  cherchera,  par  la  première  méthode  du  Problème  j 

deux  valeurs  approchées  de  la  première  racine  de  la  transfor- 
mée de  l’équation  des  limites,  qui  ne  different  que  de  l’unité, 

& l’on  trouvera  53  qui  donne  — 54  <3ui  donne-*-. 

On  cherchera  de  même  deux  valeurs  approchées  de  la  troi- 
liéme  racine,  & l’on  trouvera  744  .qui  donne  — , & 745  qui 
donne  -♦« . 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  transformée  de  l’équa- 
tion propofée,  feront  o,  53  ou  54,  4O0,  744  ou  745,  & 
<400000! . 

Mais  en  cherchant  la  première  racine  de  la  transformée  de 
la  propofée,  avec  les  limites  zéro  & 53  ou  54,  on  ne  trouve 
pas  que  la  féconde  limite  5 3 ou  S4  donne  le  figne  — qu'elle 
devroit  donner:  Comme  l'on  fuppofe  qu'on  a mis  beaucoup 
de  zéros  au  fécond  terme  des  transformées  , cqla  porte  à coo- 
dure  que  les  deux  premières  racines  de  la  transfomée  de  la 
propofée,  & par  confequent  les  deux  premières  racine»  de  la 
propofée ÿ font  égales  ou  imaginaires» 
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La  même  chofe  arrivant  en  cherchant  la  troifiéme  racine, 
on  en  conclut  de  même  que  les  deux  dernières  racines  de  la 
popofée  font  égales  ou  imaginaires. 

y®.  On  pourroit,  au  lieu  de  fe  forvir  de  la  méthode  du  3* 
article  de  cet  exemple  , c’eft  à dire  , au  lieu  de  fe  fervir  de  la 
troifiéme  méthode  du  troifiéme  Problème  , etpployer  la  qua- 
trième méthode  du  troifiéme  Problème , pour  trouver  les  va- 
leurs extrêmement  approchées  des  racines  tic  la  première  équa- 
tion des  limites. 

Remarqua  fur  Je  cas  de  ce  fix'éme  exemple. 

O N ne  peut  pas,  dans  le  cas  de  ce  flxiéme  exemple , s’afTu- 
rer  par  cette  méthode  d’approximation  du  quatrième  Problè- 
me, fi  les  racines  de  la  popoff  e,  pour  lcrquelles  on  ne  trouve 
ps  des  limites  approchées  qui  donnent  les  lignes  qu’elles  doi- 
vent donner , font  des  racines  égales  & incommenfurables,  ou 
fi  elles  font  imaginaires . 11  faut  avoir  recours , quand  la  pro- 
pûfée  ne  furpfle  ps  le  quatrième  degré,  aux  marques  certai- 
nes qu’on  a doon^  dans  le  cinquième  Livre  , pur  dillingucr 
les  racines  qui  font  imaginaires , de  celles  qui  font  égales , dans 
le  quatrième,  troifiéme  & fécond  degré. 

On  put  encore  fe  fervir  de  la  méthode  generale  des 
équations  qui  ont  des  racines  égales  , qu’on  a donnée  à la 
fin  du  quatrième  Livre,  c’eft  à dire , chercher  le  plus  grand 
divifeur  commun  de  la  propfée  & de  la  première  équation 
des  limites  ; & trouvant  que  xx  — 4 =:  o , efl  un  di- 

vifeur qui  leur  efl  commun , on  efl  afiuré  que  les  deux  racines 
de  ce  divifeur  commun , qui  font  * = 4 , ;r  = 4 

— 2)^3  , font  communes  à la  première  équation  des  limites  & 
à la  propfée  > & pr  confequent  que  les  deux  premières  raci- 
nes de  la  popfee  fontAr=4 — 2i<^3,A?=4 — &les 
deux  dernieres  font  a?  = 4 a»^3 , ar  = 4 2t<^3  - 

On  put  auffi  fe  fervir  de  la  méthode  du  y*  Corollaire  du 
dixiéme  Théorème , pur  diflinguer  dans  le  cas  de  ce  flxiéme 
exemple,  s’il  y a des  racines  égales. 
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ANALYSE  COMPOSEE. 

O ü 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fc  réduifent  à des  équations 
compofées . 

livre  vil 

Df  V approximation  dci  racines  des  équations  littérales . 


SECTION  I. 

De  V approximation  des  racines  des  équations  littérales 
déterminées. 

PROBLEME  I. 

i-7i. T^ROUVER  les  racines  d'une  équation  littérale  qui  n* a 
qu’une  inconnue  y ou  bien  ks  valeurs  approchées  des  racines  g 
& en  continuer  t approximation  à Tinfini. 

METHODE  GENERALE  POUR  LES  e' QUATIONS 
DE  TOUS  LES  DEGRES. 

Les  lettres  connues  des  cocficicnts  des  termes  de l’êqua- 
tion,  & celles  du  dernier  terme,  marquant  des  graiv 
deurs connues,  il  faut  fuppofer  que  l’une  de  ces  lettres  eft 
l’unité.ou  un  nombre  pris  à difcrction , comme  lo,  20,  30, 

100,  1000,  &C.  ^ Il  ' « 

Le  rapport  de  chaque  autre  lettre  connue  à oeUe  quoo 
vient  de  hjppofcr  égale  à un  nombre , étant  connu  , il  faut 
trouver  les  valeurs  en  nombres  de  toutes  les  autres  lettres 

connues 
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connues  par  rapport  à la  lettre  qu’on  a fuppolee  égale  à un 
nombre . Il  âut  fubAituer  tous  ces  nombres  égaux  aux  leN 
très  connues , à la  place  de  ces  lettres  connues , dans  1 équa- 
tion propofée , & elle  fera  changée  en  une  équation  numé- 
rique . il  faut  trouver  par  le  quatrième  Problème  du  fixié- 
me  Livre , les  racines  de  cette  équation  numérique , ou 
leurs  valeurs  approchées  tant  prés  qu’on  voudra  . Ces  ra- 
cines ou  leurs  valeurs  approchées , feront  les  racines  ou  les 
valeurs  approchées  des  racines  de  la  propofée  -,  ainfi  elle  fera 
refolue . 

Exemple. 

P O U R trouver  les  racines  ou  les  valeurs  approchées  tant 
pès  qu’on  voudra  de  l’équation  — laax-^  aab  = o y il 
faut  fuppofer  fa  grandeur  marquée  par  la  lettre  connue  , éga- 
le à un  nombre  pris  à difaetion , par  exemple  à 30,  & l’on 
aura  a = 30. 

Le  rapport  des  grandeurs  marquées  par  & par  i , étant 
connu , par  exemple  fuppofant  que  f = i,  la  grandeur  mar- 
quée parafera  égale  à 3^,  ainfi  ^ = 36.  11  faut  fubnituec 
CCS  nombres  à la  place  des  lettres  aufquelles  on  les  a fuppofe 
égaux,  dans  la  propofée,  & la  propofée  — laax^^aah 
— O,  fera  changée  en  l’équation  numérique  — 2700* 

32400  = O . 

Il  faut  chercher  par  le  quatrième  Problème  du  fixiéme 
Livre , les  racines  de  cette  équation  numérique  , ou  leurs 
valeurs  approchées,  comme  on  le  voit  dans  le  troifiéme 
exemple  du  quatrie'me  Problème,  où  l’on  refbut  cette  même 
équation } & l’on  trouvera  que  les  valeurs  approchées  en 
entiers  de  trois  racines  de  cette  équation,  font  12  ou  13,44 
ou  45,  y;  ou  55. 

On  peut  continuer  l’approximation  à l’infini  de  ces  valeurs 
approchées  en  nombres  entiers  des  racines  de  la  propofée  , par 
la  troifiéme  ou  par  la  quatrième  méthode  du  troifiéme  ProÛè- 
me  du  fixiéme  Livre. 

Si  on  veut  changer  les  valeurs  approchées  numériques  qu’on 
a découvertes  , en  littérales , on  trouvera  que  12  = f 4 , & 
encore  1 2 = ÿ ^ ; ainfi  f 4 ou.  7 ^ , font  des  valeurs  approchées 
un  peu  moindres  que  la  première  racine. 

On  trouvera  de  même  que  45  = 14,  & encore  45  = f;-4frj 
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ainfi  \ a an ah  t font  des  valeurs  approchées  un  peu  pluÿ 
grandes  que  la  fécondé  racine . 

Enfin  on  trouvera  que  57  = ff-  , & encore  57  = ^ 2,^. 
ainfi  ou  6 , font  des  valeurs  approchées  un  peu  moin- 
dres que  la  troifiéme  racine. 

Cet  exemple  fuffit  pour  faire  concevoir  cette  première 
méthode . 

R E M A R QJJ  E. 

ET  T E méthode  peut  fervir  à refoudre  par  le  fcul  calcul 
de  l'Arithmetique , tous  les  Problèmes  déterminés  de  la  Géo- 
métrie, qui  peuvent  être  exprimés  par  des  équations  où  il  n’7 
a qu’une  inconnue,  quelques  compofées  qu’elles  puiffentêtre, 
c’efi  à dire  de  quelque  degré  que  puiffent  être  ces  équations  ; 
& cela  avec  autant  d’exadlitude  qu’on  refout  les  Problèmes 
de  la  Geometrie  pratique , de  l’Aftronomie , & des  autres  par- 
ties des  Mathématiques,  en  fefervant  des  tables  des  Sinus, 
Tangentes  & Sécantes,  ou  de  leurs  Logarithmes. 

Par  ce  moyen  on  éviteroit  la  difficulté , qui  eft  fouvent 
très  grande,  de  décrire  les  lignes  courbes  très  compofées  qui 
fervent  à la  conftruéiion  de  ces  Problèmes,  & à déterminer 
les  racines  des  équations  qui  les  expriment . Car  il  eft  évident 
qu'il  n’y  a qu'à  prendre  à diferetion  une  des  lignes  données  du 
Problème , par  exemple  celle  qui  eft  reprefentée  dans  l'équa- 
tion du  Problème  par  la  lettre  connue  qui  s’y  trouve  le  plus 
de  fois  , ou  par  celle  qui  a le  plus  de  dimenfions  ; la  divifêr 
par  le  moyen  de  l’échelle  ou  du  compas  de  proportion , en 
tant  de  parties  égales  qu’on  voudra  , par  exemple  en  ico, 
1000, 10000 , &c.  plus  le  nombre  en  fera  grand  , & plus  il  y 
aura  d’exafiitude  dans  la  refolution  ; & fuppofer  cette  lettre 
connue  égale  au  nombre  qui  exprime  fes  parties  égales  ; déter- 
miner enfuite  par  le  moyen  de  l’échelle  ou  du  compas  de  pro- 
portion , combien  chacune  des  autres  lignes  données  du  Prd- 
Même,  contient  de  ces  mêmes  parties  égales  de  la  première; 
& fuppofant  les  nombres  de  ces  parties  de  chaque  ligne 
donnée,  égaux  aux  lettres  qui  reprefentent  ces  lignes  dans 
l’équation , fubftituer  tous  ces  nombres  à la  place  de  ces  let- 
tres connues  dans  l’équation  du  Problème  . Elle  fera  chan- 
gée par  ces  fubftitutions  en  une  équation  numérique  qui  ex- 
prime le  problème. 
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■ On  en  trouvera  toutes  les  racines  ou  leurs  valeurs  appro* 
clie'es  tant  prés  qu’on  voudra  , pr  le  quatrième  Problème  du 
fixiéme  Livre,  & ces  racines  ou  leurs  valeurs  extrememenc 
approchées , contiendront  le  nombre  des  prties  des  lignes  qu’on 
cherche , & le  Problème  fera  refolu  > car  il  n’y  aura  qu’à  Ce 
fervir  de  la  même  échelle  qui  a fervi  à divi/êr  les  lignes  don- 
nées du  Problème  en  priies  égales  , pour  déterminer  les  lon- 
gueurs des  lignes  donc  les  racines  ou  leurs  valeurs  approchées 
marquent  le  nombre  des  prties. 

On  pourroit,  fi  l’on  voaloit , fe  Icrvir  dans  la  refolution  de 
tous  les  Problèmes  d’une  même  échelle , c’efi  à dire , d’une 
même  ligne divifée  en  parties  égales,  comme  en  100,  on  en 
ïooo,  &c.  car  nommant  cette  ligne  r , on  pourroit  pr  le  mo- 
yen des  proprtions , l’introduire  dans  tous  les  coëficients  ôc 
dans  le  dernier  terme,  fans  changer  leur  valeur;  par  exemple, 
en  f'aifant  cette  proprtion  pour  notre  exemple , e.a::  a.  d , 
l’on  auroit  aa  = Jei  & mettant  t/e  à la  place  de  aa  dans 
aé  — ^aax  -t*  aab  ==  o,  l’on  auroit  x'  — •^dex’^bde  = o, 
qui  n’en  efi  diflêrente  que  pr  l’exprefiîon . 

On  donnera  une  autre  méthode  generale  pur  refoudre  ce 
Problème  dans  la  fixiéme  Seélion , oh  il  ne  faudra  pint  chan- 
ger l’équation  littérale  en  une  équation  numérique. 


SECTION  IL 

De  la  réfoJutton  det  équatiom  littérales  qui  ont  deux  ou  plu^ 
fleurs  inconnues  ; & de  la  maniéré  de  trouver  la  valeur 
approchée  â l'infini  ^ ou  tant  prés  qu'on  voudra  ^ de  Vun9 
des  inconnues  de  ces  équations. 

Avertissement. 

* 74”  T lEs  Problèmes  qui  font  exprimés  par  des  équations  qui 
rionc  qu’une  inconnue  , s’appllent  Problèmes  déterminés , 
pareequ’ils  n’ont  qu’un  nombre  déterminé  de  relôlutions; 
Içavoir , autant  que  l'expiant  de  la  plus  haute.  puilTance  de 
l’inconnue  de  l’équation  qui  exprime  le  Problème , contient 
d’unités.  Ainfî  les  Problèmes  déterminés,  dont  les  équa- 
tions font  du  fécond  degré , ont  deux  relblutions  ; ceux 
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dont  les  équations  /ont  : du  troifiéme  degré  , ont  trois  refo. 
lutions  i & ainû  des  autres  ; car  ils  ont  autant  de  refolutions 
que  l'inconnue  a de  valeurs  dans  les  équations  qui  les  ex- 
priment . 

Les  Problèmes  qui  font  exprimés  par  des  équations  qui  ont 
deux  ou  plufieurs  inconnues , s’appellent  indéterminés,  parce- 
qu’ils  ont  un  nombre  indéterminé  de  refdutions,  chacune  des 
inconnues  pouvant  avoir  autant  de  valeurs  que  l’autre  incon> 
nue  peut  reprefênter  de  diHèrences  grandeurs. 

Ces  Problèmes  indétermints  font  très  ordinaires  dans  la 
Géométrie  compofée,  & iled  necetfaire  de  fçavoir  re/budre 
les  équations  qui  les  expriment,  c’ell  à dire,  de  pouvoir  trou- 
ver la  valeur  de  chacune  des  inconnues , laquelle  valeur  ne 
contienne  que  l’autre  inconnue  avec  les  grandeurs  connues  de 
l’équation  : & comme  cette  valeur  eh  d’ordinaire  incommen- 
furable , il  eû  nccclTaire  de  pouvoir  trouver  cette  valeur  par 
approximation. 

Ces  équations  qui  ont  deux  ou  plufîeurs  inconnues  y peu- 
vent quelquefois  fe  refbudre  à la  maniéré  des  équations  qui 
n’ont  qu  une  inconnue  ; & il  faut  toujours  tenter  de  les  refoudre 
de  cette  manière , avant  de  les  re/budre  par  approxima- 
tion , c’eh  à dire , fuppolânc  que  ces  équations  ont  les  deux 
inconnues  xôc y avec  les  grandeurs  connues , qui  font  les  coê- 
fiierents  des  termes,  & qu'on  vueille  trouver  la  valeur  de  ar, 
il  faut  ordonner  l’équation  par  rapport  à x-,  comme  li  x êtoic 
la  feule  inconnue,  & quc>  fiât  connue  ; & voir  fi  l’équatior» 
linéaire  de  x plus  ou  moins  un  desdivifeurs  exaâi  du  demies 
terme , n’eh  point  un  divi/êur  exafl  de  l'équation  r fi  cela 
iè  trouvoit  , l'on  auroit  une  valeur  exaéle  de  4?:  ficela  oe  /ê 
trouve  pas,  il  faut  voir  par  les  Problèmes  du  quatrième  Livre,, 
* fl  l’équation  propofée  ne  peut  point  (ê  réduire  en  d’autres  équa- 
tions commenfurablcs  plus  fimples  irréduflibles , & trouver 
les  valeurs  approchées  dé  x par  la  méthode  qu’on  va  expliquas 
dans  cette  Scélion , ou  celle  de  la  cinquième  Sedlion  fui- 
vante , dans  ces  équations  plus  fimples . Mais  fi  l’équation 
propose  eft  irréductible  , il  faut  y appliquer  immédiatement 
la  méthode  qu’on  va  expliquer,  ou  celle  de  la  cinquième 
Se^on  üiivantCr 
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PROBLEME  II, 

*7/.  y* ROUVER  la  valeur  approché  de  la  racine  X d'une  écpta- 
jion  littefale  , qui  a deux  inconnues  X (5r  y , avec  des  gran- 
deurs connaes  j & en  continuer  l' approximation  d f infini  j ou 
tant  quon  voudra. 

PREMIERE  METHODE. 

I*.  X*-  fuppofer  la  valeur  de  x que  l’on  cherche , repre- 
fcntée  par  une  fuite  infime  de  grandeurs,  précédées  chacune 
du  figne  Toutes  ces  grandeurs  qu’on  appellera  les  ternies 
de  la  fu’te  , doivent  contenir  chacune  deux  choies  î première- 
ment, les  puiffanccs  de  la  fécondé  inconnue  y ou  de  quelqu’une 
des  grandeurs  connues  de  l’équation  propofée,  de  maniéré  que 
ks  expofans  de  ces  puiflances  fbient  en  progrelTion  arithméti- 
que , & aillent  en  augmentantj  ( cette  grandeur  fera  celle  qui 
difiingue  les  termes  de  la  fuite,  chaque  terme  étant  la  quan- 
tité où  cette  grandeur , qui  diftingue  les  termes , eft  élevée  à 
une  puiliance  dont  l’expolânt  elt  different  de  celui  des  antres 
termes.  ) Secondement,  chaque  terme  de  la  fuite  doit  conte- 
nir une  lettre  indéterminée  pour  coêficient,  outre  la  grandeur 
qui  dillingae  les  termes:  Et  comme  l’on  a befoin  cie  beaucoup 
d’indéterminées,  on  Ce  fervira  indifféremment  .des  lettres  de 
l’alpbabet  qui  ne  font  pas  employées  dans  l’équation  propofée. 

On  fuppofera  donc  , par  exemple  , x — ay*  by  o/^ey* 

o/m  dy  ey*  Or  fy'^  &c.  Les  lettres  at  B,  c,  d,  &c.  font 

des  grandeurs  indéterminées  ; il  fiiut  remarquer  que  a f n’effr 
que  a fans  y\  de  même  aPbb  n’eft  que  bb  feulej  car/,  ou-â® 
eft  l’unké  dans  la  progreffion  /,  y*,  &c;  ou  a\  4*,  &c. 

Il  y a des  rencontres  où  H faudra  fuprpofer  *■  = ay  '»r‘bf 
>4-  f/  Of  dy*  ^ &c:  ETautres  où  i!  lâudra  fuppofer  x — ay 
•4-  by'  -4-  r/  ■+«  &c.  En  d’autres  on  fuppolêra  x = 4/  by*' 
cf  &c.  En  d’autres,  x ■==  ay\  ^ hy\  ey\  ^ &c.  Les 
équations  particulières  qu’on  aura  à refoudre,  Serviront  à dé- 
terminer les  expofans  de  îa  grandeur  qut  diftingue  les  termes, 
comme  on  l’enfcignera  dans  la  fuite . 

2”.  Il  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  de  x à tontes  les 
puiflànces  aufquelles  x eft  élevée  dans  l’équation  propofée  ; 
& fubftituer  cette  valeur  de  a?  & fes  puiffances  à la  place  de  a; 
& des  puiffanccs  de  x dans  la  propofée , comme  l’on  a fait 
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dans  les  transforiTiations  , obfervant  de  bien  diftinguer  les 
termes  dans  ces  fubftitutions . Après  ces  fubftitutions , l’é- 
quation propofée  fera  changée  en  une  équation  mfinie , 
qui  aura  dans  chacun  de  fes  termes  une  des  indéterminées 
particulières  de  la  valeur  indéterminée  de  a?  qu’on  a fup- 
pofee  ; on  appellera  cette  nouvelle  équation  * l’équation 
changée . 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  chan- 
gée , égal  à zéro  , & l’on  aura  par  cette  fuppofition  au- 
tant d’équations  particulières,  qu’on  a fuppolé  d’indétermi- 
cées  dans  la  valeur  de  x.  On  déterminera  de  fuite  à l’or- 
dinaire , par  le  moyen  de  ces  équations  particulières  > les 
valeurs  de  toutes  les  indéterminées  qu’on  a fuppofées. 

4”.  Enfin  on  fubftitucra  ces  valeurs  des  indéterminées  à 
la  place  de  ces  indéterminées  , dans  la  valeur  indétermi- 
née de  X qubn  a fuppofée  , & elle  fera  changée  par  ce» 
fubfiitutions  en  une  fuite  qui  eft  la  véritable  valeur  ap- 
prochée de  X que  l’on  chcrchoit . Plus  on  déterminera  de 
termes  de  la  fuite  fuppofée , ôc  plus  on  approchera  de  la 
véritable  valeur  de  r. 


Application  de  la  méthode  aux  exemptee^ 

E X.  E M P L E.  I. 

l,  po  u R trouver  la  valeur  approchée  de  et  dans  l’équation 
=0;  = 

— 2»^  — y 

i“.  il  faut  fuppofêr  x = a’^ly’^cyf^  djp^  ejA  **■ 
&c.oii4t,  b,Cy  dy  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées >.  l’on 
fiippofela  première  grandeur  indéterminée  a fans)»  , à caufe 
de  — a»’  qui  eft  dans  l'équation  propofée  fans  l’inconnue/,.  & 
qu’on  ne  pomroit  pas  employer  dans  la  refolution  fans  cette 
fuppofition. 

Z*.  Il  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  de  x à la  troi- 
fiéme  puiflànce  , & l’on  aura 

**=-■*-  laahy  lahbyy  t’j»’  ^ ^bbey* 

iaacyy  -h  6abcy'  ^accy*  &c. 

' -4-  \aady^  6dhdy^ 

H-  laaey^ 
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Il  font  fubftituer  enfuite  les  valeurs  de  a:  & de  dans  la 
propofée , à la  place  de  a?  , x\  comme  on  le  voit  ici  : 
p— 2«J=— 2«» 

— / =.  —y 

— ^nneyy  -^nndy^  ^n»ey*,  &c. 

® •tr'fjyx  = -^nay  ’^nbyy  ^ncf  ^ndy^,  &c. 

Af’  = •+•3  aahy^  3 abbyy  H»  l^y'*  ÿibcy^,  &c. 

. ^ ^aacyy  •iF  ^abey^  ^■^accy* 

^^aady^  •^èabdy* 

•4“  3 aaey* 

Sc  l’équation  propofée  fera  changée  en  l’équation  infinie  qu’on 
voit  ici , dans  laquelle  il  n’y  a d’inconnue  quej».  On  a mis  les 
feuls  cinq  premiers  termes,  cela  fuffifant  pour  faire  concevoir 
la  mechode>  on  nommera  ici  & dans  toute  la  fuite  de  ce  Li- 
vre , le  premier  terme  celui  oîl  la  grandeur  qui  diftingue  les 
termes  , ne  le  trouve  point  ; ou  bien  , fi  elle  fe  trouve  dans 
tous  les  termes , celui  où  elle  eft  au  moindre  degré  ; le  fécond 
terme  , celui  où  elle  eft  au  degré  immédiatement  plus  élevé 
qu’au  pemier  terme } & ainfi  de  fuite . 

g“.  11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l'équation  changée , 
égal  à zéro  , ce  qui  donnera  autant  d’équations  particulières 
qu’on  a fuppofé  d’indéterminées. 

La  1",  d naa  — xd  = o;  La  2%  iaab  nnb  = — na; 

La  3*,  -^aac  ^nnc=-  — ^abb  — nh  La  4*,  •+•  ^aad’*“nnd= 

6 abc — b^ — 1}  La  S *,  «/7f  H-  laae — — ^bbe — lacc 
■ — nd  — 6abd. 

La  1"  a pour  divifeur  exaéb  a — » = o > & la  divifant  par 
XI  — » = o , 00  trouvera  le  quotient  aa^na*^  2nn  = 0, 
dont  les  deux  racines  font  imaginaires  ; ainfi  a n’a  qu’une  va- 
leur réelle  qui  eft  -♦-  » } on  a donc  a-=’^n.  Par  la  2*  on 
trouve  & = — i ; par  la  3*  on  trouve  c = -4-  ; par  la  4* 

on  trouve  d=-^  s ’.ilr.i  par  la  5*  on  trouve  r = -4- 

4”.  11  faut  fubftituer  ces  valeun  de  <1 , c,  &c.  à leur  place 
dans  X — a by  cyy dy^  ^ ey*  -4- &c.  & l’on  aura  x = 

— rh/r  Ceft  la  va- 

leur de  X que  l’on  cherchoit , qu’on  peut  augmenter  à l’infini. 
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Le  mme  premier  exemple  d'une  autre  maniéré', 

1 77. 5*  la  propolee  — 2«’  nnx  a?’  = o,  la  grandeur/ 

— >*  ^ 

furpaflbit  la  grandeur  « , par  la  nature  du  Problème  exprimé 
par  cette  équation  , il  faudroit-  prendre  la  grandeur  n quon 
fuppolê  à prefent  moindre  que  / , pour  diflinguer  les  termes  , 
afin  que  dans  les  termes  de  la  fuite  , les  puHTances  de  n fe 
trouvaflent  dans  le  numérateur , & les  puifTances  de/  dans  le 
dénominateur , & que  la  fuite  allât  en  diminuant  pour  ap- 
procher de  plus  en  plus  de  la  racine  qu’on  cherche.  Pour’ap- 
pliquer  la  méthode  à ce  cas , il  faut  regarder  n comme  l'on 
faifoit  dans  le  premier  cas/,  & regarder/  comme  fi  c'ctoic 
une  grandeur  connue  ; & fuppolèr , 

1°.  X =d-4-fc» -4- &c.  <»,  hy  Cy  dy  &a 
font  des  grandeurs  indéterminées,  & l’on  ne  met  point  n dans 
le  premier  terme  4 de  la  fuite , pareequ'autrement  il  n’y  au- 
roit  que  la  feule  grandeur  /^ , qui  ne  contient  point  la  gran- 
deur», dans  le  premier  terme  de  l’équation  changée  ; & l’on 
ne  pourroit  pas  faire  une  équation  prticuliere  de  ce  premier 
terme  de  l’équation  changée , par  laquelle  on  pût  déterminer 
une  des  grandeurs  indéterminées  qu’on  a fuppofées. 

Il  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  x à la  troifiéme 
puiflancc } & l’on  trouvera 

“^aahn^  ^•^hhcn*  •4»6cc, 

•4"  •^aacri'^  6abcn^  6abdn* 

•^iaadn*  laccri* 

■4-  laaen* 

Il  faut  fubftitucr  les  valeurs  de  * & de  x»  à leur  place  dans 
la  propofée  , comme  on  le  voit  ici , & l’on  aura  l’équation 
changée  qui  fuit , 

1 — 2»’  = —a»' 


o=i 


«4-»/a:  = 
■4-»»X= 
•4-aJ  = 


•4-^»  *4«t/»*  M-c/»’  •^dyn'*  *4“&c. 

•**an‘  <^bn‘  •*-cn*  ■4-&C. 

a?  laabnar  labbn^  -4-3&frf»**4“&c. 

•4-34»f»’  ^6ahcn^  ’*r‘6abdn‘^ 

•4"  ’^aadn^  •4-  3 aeen*^ 


laaeri^ 
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3®.  Il  faut  fuppofcr  chaque  terme  de  cetfe  équation  chan< 
gée  égal  à zéro  , & l’on  aura  par  cette  fuppofition  toutes  les 
équations  particulières  dont  on  a befwn  pour  déterminer  les 
valeurs  des  indéterminées . 

Par  la  i'’  — / = o » on  trouvera  a =j/ } par  la  a® 

ayn  = o , on  aura  , en  fubftituant  la  valeur  de 
4 =>  à la  place  dea,  é = — f;  par  la  3*  $aac  -*•  lahB 
^ a on  trouvera , en  fubftituant  les  valeurs  de  4 & 

de  h y déjà  découvertes,  à leur  place,  c = îyi  fubfti. 

tuant  dans  la  4*  ^aad  6abc  ••/‘V  b cy  — 2 = o , les 

valeurs  de  4 , , e , on  aura  -irV^7~>  ™ trouvera  de 

même  , en  fubftituant  les  valeurs  de  4,  b,  c,  d,  dans  la  5® 
344e  J4ff  64W  ^bk  = f = -4-  ~Jjr- 

4°.  Il  feut  fubftituer  ces  valeurs  de  4,  6,  c,  d,  e,  dans  =4 
*^hn^  en*  -4-  d/jj  en*  &c.  & l'on  aura  x=y  — 7» 

iîi C’eft  la  valeur  approchée  de  x 

IJ  • 

dans  la  propofee , quand  « eft  moindre  que  y. 

Il  eft  évident  qu’on  peut  trouver  tant  de  termes  qu’on  vou* 
dra  de  cette  valeur , & faugraenter  à l’infini . 

Démonjlratioa  de  la  metbode. 

178.  X_i  A grandeur  qui  étant  fubftituée  dans  une  équation  à h 
place  de  l’inconnue  x,  rend  tous  les  termes  de  l’équation  égaux 
à zéro  ; ou  , ce  qui  revient  au  même , qui  fait  que  tous  les 
termes  fe  détruifent , eft  une  racine  de  l’équation  ; c’eft  à di- 
re , cette  grandeur  eft  la  valeur  de  Tinconnue  x.  * Or  il  eft*3j. 
évident  que  la  fuite  que  l’on  trouve  par  la  méthode  pour  la 
valeur  de  l’inçonoue  x , étant  conçue  infinie , c’eft  à dire , con- 
tenant tous  fes  termes  à l’infini , il  eft  , dis-je,  évident  que  cet- 
te fuite  infinie  étant  conçue'  fubftituée  à la  place  de  x dans 
î’cquatfon  , tous  les  termes  de  l’équation  feront  égaux  à zéro; 

Euifque  ce  n’cft  que  par  cette  fuppofition  qu’on  trouve  la  va- 
lut déterminée  de  chaque  terme  de  cette  fuite.  Par  confe- 
quent  la  fuite  infinie  qu’on  trouve  par  cette  méthode  , eft  la 
valeur  de  l’inconnue  x de  l'équation.  Ce  ^u’il  falloit  démontrer, 

R E M A R Q_U  E 5. 

' I. 

ï79-  Jl  eft  évident  par  cette  démonftration , que  plus  on  pren- 
dra  de  termes  dans  la  fuite  que  fait  trouver  la  méthode 
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pour  la  valeur  de  x , & plus  cette  valeur  fera  apprcxrhéc , 
x’cft  à dire,  moins  elle  différera  de  la  véritable  valeur  de  , 
que  l’on  ne  peut  pas  découvrir  entière  , étant  infinie  . D’oü 
l’on  voit  que  les  termes  de  cette  fuite  doivent  aller  en  dimi- 
nuant, & que  plus  ils  iront  en  diminuant,  & moins  il  fau- 
dra de  termes  pour  la  valeur  approchée  qu’on  cherche , tous 
ceux  qu’on  négligé  ne  failânt  pas  une  grandeur  fênfiblc. 

Or  plus  la  grandeur  qui  diftingue  les  termes  de  la  fuite 
fera  petite , & plus  les  termes  iront  en  diminuant  ; car  cette 
grandeur  fe  trouvant  dans  le  numérateur  de  chaque  terme  , 
& les  autres  quantités  plus  grandes  qu’elles , dans  le  déno- 
minateur, tous  les  termes,  excepté  les  premiers,  feront  des 
fraélions  qui  iront  en  diminuant,  pareeque  les  puiflances  de 
ces  grandeurs  qui  vont  en  augmentant , font  que  ces  gran- 
deurs deviennent  plus  petites,  étant  des  fraélions. 

C’eft  pour  cela  qu’on  a marqué  qu’il  falloir  prendre  pour 
la  grandeur  qui  diffingue  les  termes  la  fécondé  inconnue  y 
de  l’équation  propofée  , quand  elle  eft  plus  petite  que  les 
grandeurs  connues  de  cette  équation  î & que  quand  elle  eft 
plus  grande  , il  falloir  prendre  parmi  les  grandeurs  connues 
de  la  propofée  celle  qui  eff  la  plus  petite  , pour  la  grandeur 
qui  doit  diffinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’on  cherche. 

II. 

i8o.  On  peut  même  préparer  l’équation  propofée  de  façon 
qu’on  y puifle  prendre  une  grandeur  très  petite  par  rapport 
aux  autres , pour  diffinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’on 
cherche . Cette  préparation  peut  fe  faire  de  deux  maniè- 
res : 1°.  fur  les  grandeurs  connues  de  la  propofée  ; a”,  fur 
la  fécondé  inconnue. 

La  préparation  fe  fait  fur  les  grandeurs  connues  par  le 
moyen  des  proportions,  obfervant  de  faire  en  forte  que  la 
valeur  des  coêficicnts  connus  demeure  toujours  la  même 
dans  ces  changemens,  & qu’il  n’y  ait  que  changement  d’ex- 
preffion,  & non  pas  changement  de  valeur.  Par  exemple  on 
pourra  fuppofer  pq  = «»,  en  prenant  la  grandeur  p tant 
petite  qu’on  voudra , & faiiâot  p . »::/».  ^ , ce  qui  donnera 
pq  = »»;  & mettant  cette  valeur  de  nn  dans  la  propofée, 
elle  fera  changée  en  — inpq  •+■  pqx  -4-  o,  qui  ne  diffère 
— y’  •*“  nyx 

de  la  propofée  que  par  l’expreinon  i & l’on  pourra  prendre 
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la  grandeur  p pour  dirtinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  fera 
la  valeur  de  x.  Ceci  fuffit  pour  indiquer  les  moyens  de  faire 
ces  fortes  des  préparations  fur  les  grandeurs  connues  de  la 
propoféc,  qui  peuvent  fe  faire  deplufieurs  façons  différentes; 
parmi  lefquelles  on  choiffra  les  plus  commodes  pour  le  cal> 
cul,  & pour  faire  en  forte  que  les  termes  de  la  fuite  qui  eft 
la  valeur  de  a:,  aillent  en  diminuant  le  plus  qu’il  fera  poflîble. 

La  préparation  fur  la  féconde  inconnue  7 , fe  fait  par  le 
moyen  des  transformations  > par  exemple  , on  peut  fuppofer 
dans  la  propofée  du  premier  exemple  ÿ = ^ , ou  telle  au- 
tre transformation  de  7 qu’on  jugera  la  plus  propre  pour  ren- 
dre 7 moindre  que  les  grandeurs  connues  ; & fubflituer  la 
valeur  dc7  prife  dans  l’équation  ÿ = ou  telle  autre  qu’on 
jugera  plus  propre,  dans  la  propofée  à la  place  de 7,  enfui- 
te  on  prendra  l’inconnue  nouvelle^  pour  diffinguer  les  termes 
d.e  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  x ; & quand  on  aura  trouvé 
cette  fuite,  on  fubffituera  dans  tous  les  termes  à la  place  de 
rinconnue  z,  la  valeur  de  z prife  dans  l’équation  qui  a fer- 
vi  à faire  la  transformation  . On  peut  auffi  diminuer  les  di- 
inenflons  de  7 , par  exemple  s’il  y avoit  ^ au  lieu  de  , 
on  pourroit  fuppofer  7’  = , &c.  Par  le  moyen  de  ces 

préparations,  on  peut  trouver  plufieurs  différentes  fuites  pour 
la  valeur  de  x , & choifir  celle  qui  eft  la  plus  commode  pour 
la  réfolution  du  Problème;  comme  auffi  celle  dont  les  ter- 
mes vont  le  plus  en  diminuant , & dont  par  conféquent  il 
faut  moins  de  termes  pour  avoir  une  valeur  très  approchan- 
te de  la  véritable. 


III. 

1 8 Quand  l’équation  qui  fait  trouver  le  premier  terme  de  la 
fuite  eft  compofée , & contient  plufieurs  racines  pofitives  âc 
réelles  , on  peut  trouver  autant  de  valeurs  de  x , que  cette 
équation  contient  de  racines  pofitives  j & l’on  peut  cher- 
cher celle  de  ces  valeurs  de  x qu’on  voudra , ou  qu’on  Juge- 
ra la  plus  propre  à refbudre  le  Problème;  ou  bien  on  pourra 
les  chercher  toutes  , & l'on  aura  le  même  nombre  de  réfb- 
lutions  du  Problème . Si  cette  équation  compofee  qui  n’a 
qu’une  inconnue  , n’avoic  aucune  racine  commcnfurable  , 
on  trouveroit  les  valeurs  approchées  de  fes  racines  incommen- 
furables  par  le  premier  Problème,  * ou  par  le  Problème 

Ccc  ii 
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de  la  dernière  Sef^ion  de  ce  Livre , & ces  valeurs  approchées 
feroient  prifes  pour  les  premiers  termes  des  fuites  qu’on 
cherche . 

Comme  cette  méthode  cft  de  grand  ufege  dans  la  Géomé- 
trie compofée,  on  va  l’appliquer  à beaucoup  d’exemples,  & 
quand  on  l’aura  ainC  rendue  fanmliere,  on  donnera  la  métho- 
de de  diftinguer  les  expolâns  des  puilTances  de  la  grandeur  qui 
doit  dilVmguer  les  termes  de  la  fuite , dans  le  premier  & le 
lecond  terme,  les  autres  en  étant  une  fuite,  puifqu’ils  doivent 
être  en  ptogreflion  arithmétique. 

IV. 

ï 8z.  Quoiqu'on  ait  dit  que  quand  la  fécondé  inconnue  / poo- 
voit  être  plus  grande  qu’une  des  grandeurs  connues  de  l’é- 
quation propofee  , il  falloir  prendre  la  grandeur  connue  la 
plus  petite  pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  doit 
être  la  valeur  approchée  de  * , cela  n’empêche  pas  qu’on 
ne  puifl'e  dire  que  dans  ce  cas  là  même  on  peut  prendre  la 
féconde  inconnue  y pour  diflinguer  les  termes  de  la  fuite 
qu’on  cherche  : mais  comme  dans  ce  cas  la  fécondé  incon- 
nue  y doit  être  au  dénominateur  , ou  , ce  qui  eft  la  mê- 
me chofè , les  expofans  des  puiflànces  de  y dans  les  termes 
de  la  fuite,  doivent  être  négatifs,  & que  d'ordinaire  onefl 
moins  accoutumé  au  calcul  de  ces  puifTances  dont  lexpo* 
font  cft  négatif,,  on  a cru  qu’il  féroit  plus  commode  de  ne 
faire  faire  attention  au  Leéleur  qu’à  la  grandeur  qui  diftin- 
gue  les  termes  dont  les  puiflànces  ont  des  expofans  pofitifs. 
Cependant  pour  faire  voir  que  l’un  revient  à Tàutre  , or» 
va  rcfbudre  le  meme  exemple  en  prenant  la  féconde  incoo- 
oue  y pour  diflinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’on  cherche  , 
qui  doit  être  la  valeur  de  x. 

Trotfiémf  mumere  de  refoudre  le  premier  Exemple-. 

383.  Pou  R trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l’équatioi» 
nyx  — = O,  lorfque  y peut  être  plus  grande  que  «, 
nnx  — 

en  fe  fervant  pourtant  dey  & des  puiflànces  de;i  pour  diftu> 
gucr  les  termes  de  la  fuite  qu’on  cherche  > 

I*.  11  faut  fuppofer  x = ay  bf  cyT^  -4-  d^*  -4-  ey~^ 
^ &C.  les  grandeurs  b,  r,  &c.  font  indéterminées. 
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2*.  Il  feut  élever  cette  valeur  de  a;  à la  troinème  puiflance, 
& fubüituer  les  valeurs  de  at  & de  dans  la  propolée  , à la 
place  de  AT  & de  AT^ , & l’on  aura  l’équation  changée  qui  fuit  : 
X*  = *+•  3^9'."*  ■*“ 


Mrn/rAr= 

— ~-2n*f 

3°.  11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro,  & l’on  trouvera  par  les  équations  particu- 
lières que  donne  cette  fuppofition ,4  = i,é  = — 7», 
r=— fw»,  On  peut  dégager 

autant  d’autres  termes  , qu’on  voudra,  & continuer  l’appro- 
atimation  à l’infini . . 

4“.  11  faut  fubfiituer  ces  valeurs  de  a,b,c,  d,  e,  dans  x — ay 
H-  by°  -+-  fy""’  ey~^  &c.  & l’on  aura  x=y 

_ i _ i.  n^y-i  &c.  c’eft  la  va- 

leur de  X que  l’on  cherchoit. 

Il  faut  entendre  la  même  chofe  dans  les  cas  lêmbla- 
bles , oïl  l’on  fe  fervira  dans  la  fuite  de  cette  troifiéme 
manière . 


nayy 


•4-  3<rf/  oabef  éabdy~' 

-4“  ^a^dy"^  3<*0~‘ 

-4-  ^dey~' 

nef  ndy~^  -4-&c. 
nnhyl*  -4-  nnc)  "4-  &c. 


• nby 
i nnay 


.Exemple  II. 

s 84*^^rouveR  par  cette  méthode  la  fuite  infinie  qui  exprime 
la  racine  quarrée  de  la  grandeur  rr  — xx,  c’efl:  à dire,  trou- 
ver la  fuite  égale  à y^rr — xx=  rr  — xx*. 

Il  feut  fuppofer  Z = rr  — xx  * , par  confequent  zi  = »’»' 
: — xxfôc  ZK"^  XX — .rr=^Û. 

La  queftion  fe  réduit  à trouver  la  fuite  infinie  qui  exprime 
la  valeur  de  l’inconnue  z dans  cette  équation  , par  les  puiflàn- 
ces  de  x . Pour  la  trouver , 

I®.  Il  fout  fuppolêr  ^ = rf-4-  bxx  ■4-  fx*  -4-  ^x^  -4*  ex^ 
«4-/X’®  &c.  a,byC,d,  ôcc.  Ibnt  des  grandeurs  indéteimiDCCS. 

2*.  Quarrant  chaque  membre  on  aura 
= aa  f¥2abxx  bbx*  -4-  ladx*^ 

•4-2<»fx4«^  2&rx* 

C«t  » 

CC  lij 
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Subflituant  ccttc  valeur  de  Tix.  dans  l’équation  xx< rr 

~\  = O , on  trouvera  l’équation  changée  fuivante , 

2abxx  *4-  bbx*  *4-  2 adx*  « 

2acx^  ibcx^ 

XX 

— rr  = — rr 

11  faut  fitppofer  chaque  terme  de  cette  équation,  changée* 
égal  à zéro , ce  qui  donnera  autant  d’équations  particulières- 
qu’on  en  a befoin  pour  déterminer  les  coëHcients  jodéterminé» 
a,  b,  c,  &c. 

3°»  Par  la  première  aa  = rr  t on  aura  a =.  n par  la- 
fcconde  lab  = — r,  en  fubllituant  la  valeur  de  <1  à fa  place 
dans  2ab,  on  trouvera  b = ^^  En  fubftituant  les  valeurs 
de  <*  & de  ^ dans  la  troifiéme  2ac  = — hb  ^ on  trouvera 
c = . En  fubftituant  les  valeurs  de  a,  t,  r,  dans  la  qua- 

trième 2ad  = — ibc,  on  trouvera  d=  . 

4°.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,  b,  c,  d,  à la  place 
de  a,  bf  c,  d,  dans  « = 4 bxx  H-  àx^  &c.  & l’on 

_T  » 

aurait=  — xx  — rr — xx^  =r ^ arr  — x*- 

• — -î^*‘  &c.  C’eft  la  fuite  que  l’on  chereboie  qui  exprime  la 
racine  quarrée  de  rr  • — <xx\  on  peut  en  trouver  autant  de  ter- 
mes qu’on  voudfa . 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  la  racine  3*,  4',  &e.  de 
la.fomme  ou  de  la  différence  de  deux  grandeurs^ 

Mais  il  faut  remarquer  que  ft  l’on  cherche  la  racine  quarrée^ 
ou  3',  ou  4',  &c.  de  rr  xx  , il  faut  prendre  celle  des  deux 
grandeurs  r ou  qui  efl  la  plus  petite  , pour  en  faire  la  gran- 
deur qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’on  cherche^ 
qui  eft  la  valeur  de  ^ c’eft  à dire,  la  racine  de  la  grandeur 
complexe  propofée . 

Exemple.  IIL 

i8^P.^J_'rou  VER  la  racine  quarrée  (Tune  fuite  infinie  5ji 

cyy  -4-  ey*  •+•  fy'  &c.  c’eft  à dire , trouver  une 

fuite  infinie  qui  fbit  la  valeur  dcy/  a •*‘by’¥- cyy  dy>^^ ey*  &c» 

_ 

= hy  cyy  *4“  dy^  -4-  cy*  &c.  * 

Il  faut  fuppofer  x a hy  cyy  dy^  ey*  &c.  * 

Par  confêquent  xx  = a by  cyy  dy^  ey*  &c. 
Slo  ^ ^ XK  a •*“  by  cyy  dy^  ey*  &c. 
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‘ La  quefHon  Ce  réduit  à trouver  la  fuite  infinie  qui  exprime 
la  valeur  de  ut  dans  cette  équation  , dont  les  termes  foient  di- 
ftiogués  par  les  puiflanccs  de  y . Pour  la  trouver , 

I Il  faut  fuppolcr  x =g iyy  ky^  Ij* •^py^  &C 
les  grandeurs  g , b,  /,  &c.  font  indéterminées, 
a".  En  quarrant  chaque  membre  , on  aura 
xx=gg^^^2ghy^hbyy  ^ 2gky^ zgly*  - 

^ igiyy ihiy^  ■ ' 


• ibk}* 


Subfiituant  cette  valeur  de  xx  à la  place  de  xx  dans  l’équa- 
tion propofée  O = — xx  ^ a ^ hy  ^ cyy  &c.  on  aura 
l'équation  changée  qui  fuit. 

f — =x^’(  — —gg~-'^gb—igby—‘^gk7^  — ïg¥ 

— hhyy  — 2hty^~ — 2hky^ 
• — fiy* 

fy  tjiy  Sec,  = ^ a ^ by  ^ cyy  dy'^  ■+■  ey* 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro  j ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a belbin  pour  déterminer  les  coëficients  indetermi- 
ré»g,  i,  &c.  ^ 

Par  la  première  = <» , on  aura  ^ = <» * = 1/4 . En  fub- 
flituant  dans  la  fécondé  2gb  = & , la  valeur  de  g , on  aura 

L ^ 

» = T-.  En  fubftituanc  dans  la  troilîéme  igi  = c — bb^ 


24' 


les  valeurs  de  g & de  è > on  aura  i — . 


bb 


8. 


24 

En  fubftituant  dans  la  quatrième  2gk  — — zhi-^d , les 

valeurs  deg , b ^ / , on  aura  k.  = ^ , — ^ 

164*  44’ 

On  trouvera  de  même  les  valeurs  des  autres  coefidents;  ce- 
ci fuffit  pour  faire  concevoir  la  méthode . 

4”.  Ilfautfubftituercesvaleursdeg,  h,  #,  à leur  place 
dans  l’équation  x =.  by  iyy  ^ ky^  &c,  & l’on  aura 
^ I bb  bf 

» S=  ^ -H  ^y jyy  ^ -yi 

24*  84*  Ida* 


c he  , 

—jy 

24*  44* 

T>* 

24* 


Scc. 


&C, 

&C. 
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C’cft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit  ^ c’eft  adiré,  cette 

fuite  cft  égale  \ cl  cyy  ^ dy'  &c. 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  la  racine  3* , 4* , 5*>  &C.’ 
de  la  même  fuite . 


Exemple  IV. 


85,  ^_£Vou  VER  la  racine  quarrée  de  la  fuite  infinie  ay  •»-  iyy 
■4-  (y^  -f  -H  &c.  c’eft  à dire , trouver  la  fuite  infinie 

qui  eft  la  valeur  de  ay  hyy  ^ r>>  •+■  ày^'  -H  <7’  4&c. 

— ay^hyy*"  cy'  dy*  ef  &c.  * 

Il  faut  fuppofer  x^ay^byy-^  cy\  dy^ &c.  Ainfi  quar- 
rant  chaque  membre,  on  aura  l’équation  xx  = ay  •^/-hyyor^if, 
•Crdy*  ’Cr‘  ef  &C.&  0= — ATJf  ^ay^  byy  ^ cy^  dy*  ÔCC. 

La  queftbn  fe  réduit  à trouver  la  valeur  de  x dans  cette 
équation , qui  foit  exprimée  par  une  fuite  infinie  dont  les  ter- 
mes n’ayent  que  les  puifiances  de>.  Pont  la  trouver, 

I».  Il  faut  fuppofer  x—gy^byy  -*■<>>  ly*  or  pf  &C, 
lescoëficients^,  i,  &c.  font  indéterminés. 
a“.  En  quarrant  chaque  membre , on  aura 


Ofhhy*  jhiy' ihly*  &C. 

i i/ 

On  peut  mettre  un  des  y de  chaque  terme  parmi  les  coëfi- 
cients , afin  que  les  puiflances>,  jy^  J % J > &c.  fervent  à 
diftinguer  les  termes  ; & l’on  aura 

a^yhbf  •>i‘2yhiy*  ^xyhly^  &c. 
ory'tiy^ 

Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  à la  place  de  A:^dans 
l’équation  propofée  o~  — xx^ay^^yy'*>‘  cf  &c.  & 1 n 

aura  l’équation  qui  fuit,  ' , 

xx-=. e )Yy — “^^byy  — ^gy^ — 

3”.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  égal  a zéro  , ce  qui 
donnera  les  équations  particulières  dont  on  a befoin  pour 

déterminer  les  cocficients  indéterminés  A,  r,  &c. 
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T Jt 

Par  la  première  gyg  = a ^ on  aura  ^ x = 4 • , & 

4»  ^ . En  fubftituant  cette  valeur 
de  gy  dans  la  2*  igyh  = , on  trouvera  A = -♦- 

2a  * 

En  fnbftituant  les  valeurs  de  ^ & de  A dans  la  3'  2gyi  = c 

ib  -i  c -,i. 

— ybh  , on  trouvera  1 j y * rJ  * 

84*  24* 

Subftituant  le*  valeurs  de  ^ , de  A & de  i dans  la  4*  igyl  ^ 

_i.  bc  -i 

— . ryh't  </,  00  trouvera  / = •♦-  j/  * 

164*  44* 

Subftituant  les  valeurs  de  A,  #,  /,  dans 

24* 

la  cinquième  2cg;p  = ^yU  — >»•♦*<?»  O”  trouvera  p = 
sfr*  i affrr  — i hd  cc 

J284*  164*  4<»*  84* 

*>-  7>  '• 

24» 

4°.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  gy,  h,  i,  /,  p,  dans 
l’équation  x = gy  iy  &c.  & Ion  aura  x = 

»^4y  hyy  cy'  ■4-  e»*  &c.  = 

i i h \ hh  \ 6»  2 2-  ^ 

4"/*  tj tJ  <J z>*  &<=• 

2X4*  8X4*  16x4*  128x4* 

1^x42-^ 

XX  4^  4’'^ 

d -L  èd  ^ 

^ T>  * — i>  T 

ax4*  4’»'»* 

« f 

8X4* 

f 

M*  ; J 

2x4'  - 

Ceft  la  racine  ^uarrêc  de  la  fuite  4>  M-  6>jf  f>*  &c.  quç 
l’on  cherchoic . 

Ddd 
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On  trouvera  de  la  même  manière  les  racines  3%  4*,  5»  ^ 
&c.  de  la  même  fuite,  > . 

Avertissement. 

O N peut  trouver  une  formule  generale , par  le  moyen  de 
laquelle  on  aura  tout  d’un  coup,  par  la  limple  fubftitution, 
les  racines  qu’on  voudra  de  la  fomme  ou  de  la  différence  de 
deux  grandeurs;  les  racines  qu’on  voudra  de  la  fomme  de  trois, 
de  quatre,  de  cinq  , de  fix  grandeurs,  &c.  & enfin  les  raci- 
nes qu’on  voudra  d’une  fuite  infinie  de  grandeurs  . On  pourra 
auffi  par  le  moyen  de  la  même  formule  , élever  la  fomme  de 
deux,  trois,  quatre  grandeurs,  &c.  & une  fuite  infinie  de 
grandeurs  à unepuiflànce  quelconque;  ce  qui  abrégera  de  beau- 
coup le  calcul  de  cette  méthode  , dans  la  réfolution  des  équa- 
tions aufquelles  on  pourra  l’appliquer . 

On  fera  ici  une  digreffîon  , oîi  l’on  mettra  tous  les  principes 
qui  fervent  à trouver  & à démontrer  cette  formule  generale, 
à caufe  de  fa  grande  utilité , fons  rien  fuppofer  que  le  foui  cal- 
cul de  l’Algebrc. 


SECTION  III. 

contient  la  principe}  qui  jervent  à démontrer  les  futtet 
des  different  ordres  y & les  uffaget  de  ces  fuites  pour  trouver 
une  formule  generale  pour  la  formation  des  puijfances , & 
pour  l’extraélion  des  racines  quelconques. 

*v 

De’ FINITION  I. 

I S-7.  T i’oN  a nommé  dans  la  Seélion  précédente  une  fuite , la 
fomme  de  tous  les  termes  qui  vont  à 1 infini , qui  eft  la  valeur 
approchée  de  la  racine  d’une  équation  ; & une  fuite  en  gene- 
ral eft  la  fomme  d’un  nombre  de  grandeurs  jointes  cnfemble 
par  les  lignes  -4-  ou  — , ou  par  tous  les  deux , lequel  nombre 
de  grandeurs  va  à l’infini . Il  y a de  ces  fuites  dont  tous  les  for- 
mes ont  quelque  rapport  les  uns  aux  autres  î il  y en  a d’autres 
où  eda  ne  fo  rencontre  pas, 

' Les  fuites  que  l’on  va  expliquer  ici , font  plufieurs  fuites 
de  la  première  forte,  £c  qui  de  plus  font  dépendantes  les 
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nres  des  autres  : la  première  e(l  fuppofôe  avoir  une  certaine 
propriété  qu’on  expliquera  ; la  féconde  eft  formée  par  l’addi- 
tion faite  par  ordre  des  termes  de  la  première;  la  troifiéme, 
par  l’addition  faite  par  ordre  des  termes  de  la  fécondé;  la  qua- 
trième , par  l’addition  faite  par  ordre  des  termes  de  la  troifié- 
me; & ainfi  de  fuite  à l’infini. 

Comme  ces  fuites  contiennent  les  propriétés  generales  des 
fuites  des  nombres  , qu’on  appelle  de  d/fferem  ordres , fçavoir 
du  premier  ordre , du  fécond  ordre , du  troifiéme  ordre,  &c. 
& qu’on  fera  l’application  des  propriétés  de  ces  fuites  generales 
aux  fuires  des  nombres  de  diffèrens  ordres  ; on  peut  auffi  les 
nommer  les  fuites  des  different  ordres. 

Les  fuites  generales  des  differens  ordres. 


I”. 

3'- 

4*.  5*.  6'.  7'. 

1 

& 1 

m 

! w 1 &c.  1 I 

i 

^ 1 

P 

- 1 

^ 1 

^ 1 

î 

>111 

d 1 

k 

^ 1 1 1 

/ 1 

1 1 

f 1 

<11  1 

Demandes  ou  fuppofstions  fur  ces  fuites, 

I. 

igS.XjES  grandeurs  reprefentées  en  general  par  les  lettres  de 
chaque  colonne , font  ce  qu’on  appelle  une  fuite , par  exem- 
ple a,ù,Cfd,f,  font  les  grandeurs  de  la  première  fuite? 

'>  k>  l,  font  les  grandeurs  de  la  féconde  fuite  ; & ainû 
des  autres;  on  peut  concevoir  que  chaque  cobnoe  va  à l’in* 
fini . 

La  propriété  de  la  première  fuite  eft  que  la  fbmme  d’au- 
tant de  termes  qu’on  voudra  prendre  dans  cette  fuite  depuis 
le  premier  a compris , eft  au  produit  du  nombre  des  termes 
de  cette  fomme , par  le  terme  qui  fuit  immédiatement  le 
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dernier  terme  de  cette  même  fommc,  comme  l’unité  eft  à une 
grandeur  donnée  c , qu’on  appellera  l’expolànc  de  cette  fuite  ; 
par  exemple  b c d.  i,  e \ d’oîl  il  fuit  que 

a b c d=  . 

Ainfi  la  propriété  de  cette  première  fuite  peut  auffi  s’expri- 
mer de  cette  maniéré  : La  fomme  d’autant  des  termes  qu’on 
voudra  depuis  le  premier  a compris,  ell  égale  au  produit  du 
terme /qui  fuit  immédiatement  le  dernier  terme  d de  cette 
fomme  , par  le  nombre  des  termes  4 de  la  même  fomme,  di- 
vilc  par  la  grandeur  déterminée  e , qui  ell  l’expolânt  de  la 
première  fuite  a’*-  b c d = ~ ^ de  même  é c 

II. 

I S9,  Dans  chaque  autre  fuite  , c'eft  à dire  dans  la  2*,  la  3% 

* la  4*,  &c.  le  premier  terme  eft  toujours  égal  au  premier  terme 
de  la  fuite  qui  la  précédé  immédiatement  ; le  fccond  terme 
eft  égal  à la  fomme  des  deux  premiers  termes  de  la  fuite  qui 
la  précédé  immédiatement;  le  troifiéme  terme  eft  égal  à la 
fomme  de  trois  premiers  termes  de  la  fuite  qui  la  précède  ; & 
ainfi  de  fuite. 

Dans  la  fécondé  fuite  g=.  a,  B — a»*»  — e, 

= a b c d &c. 

Dans  la  troifiéme  m=g,p  = h,q,  = g’^b  i &c. 
il  en  eft  de  même  des  autres  fuites  fuivantes,  dont  il  faut  con- 
cevoir que  lé  nombre  en  va  à l’infini . 

Première  propofition  fur  les  fuites  , qui  en  etntieset 
la  propriété , 

190.  D ANS  chaque  fuite  la  fomme  d’autant  de  termes  qu*oiî 
voudra  , depuis  le  premier  compris  , eft  égale  au  produit  du 
nombre  des  termes  de  cette  Ibmme , par  le  terme  qui  fuit  le 
dernier  terme  de  la  même  fomme , divife  par  une  grandeur 
donnée  qu’on  appellera  Pexpofant  de  cette  fuite  ^ lequel  expo- 
fânt  eft  toujours  l’expofant  e de  la  première  fuite  ; augmenté 
de  l’unité  dans  la  fécondé  fuite  , augmenté  de  deux  unités 
dans  la  troifiéme  , de  trois  unités  dans  la  quatrième  ÔC 
ainfi  de  fuite. 

Soit  la  fomme  de  tant  des  termes  qu’on  voudra  de  chaque 
fuite  = ^ » 
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Le  nombre  des  termes  de  la  fomme  foit  = » j & comme 
on  n’en  prend  que  quatre  pour  fervir  d exemple  , 4 — ». 

Le  terme  qui  fuit  le  dernier  de  la  fécondé  fuite  eft  l , celui 
de  la  troifiéme  eft  r , de  la  quatrième  ^ , &c. 

Ainfl  la  propriété  de  la  féconde  fuite  eft  s = / x 
La  propriété  de  la  troifiéme  fuite  eft  s = f x ,-4. 

La  propriété  de  la  quatrième  fuite  eft  s = ^ x 
Et  a'infi  des  autres  fuivantes  à Tinfim. 


Démonflratioa  de  la  fécondé  fuite. 

Jl  faut  démontrer  que  h i ^ t = I ’>*■  .-^r- 
Parla  i"fuppof.  dt^C’^h^^a=:f  n 7 =^parla2*fup. 
Par lai"fuppof.  £^l>^a=dn.~  = i parla  i*fup. 
Parla  i"fuppo£  x=^=Aparla  a'fup. 

Par  la  i"  fuppof.  -t-  a = ^ x par  la  a*  fup. 

il  eft  évident  que  o=<ixi^=o. 

Donc-f-*--ï . * T * . r* 

^ .4-  i ^ O ; ou  , ce  qui  eft  la  meme  cnoïc , 

-îf  — — 4 — = 

■H  A O. 

Mais  f I®,  puifque  par  la  fécondé  fuppofition  f*^  d •^c  -4-  b 
^a  = ly  l’ou  ? ** y-t-  b ’*!•  a = 7 x /. 

î*.  n étant  égale  à 4 dans  nôtre  exemple , on  peut  difpofer 
les  produits  négatifs  — JL— .î^dela  maniéré 

fuivante, 

__  ji  -It- — JL  _ -21. /^— r — fe.— ^ 

— -J-  » - « « " ^ " 

— f è — a 


Ainfi  Ton  aura  par  la  fécondé  fuppofition 
— — — ^ — -lL— jii.  — — // — c' — h — a 

— e — b — a 


- — b — a 


Donc  — 4— ^ — -*r  — ^ 
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Mettant  à prefent  dans  l’égalité  a x f b a 
— — ^=^•^*■<■^•*■£■*■0,  ^x/àlà 
place  à la  place 

de  — ^ ^-'r on  aura  ÿ x 1 z*~*~*-y  — ^ 

■»■  I •+•  A •+-  g O ; multipliant  le  tout  par  e , ilc  tranfpofant  ^ 
en  aura  ni  = e x ^ i A •+•  g. i x 4-h  x -4-  b-^g\  dU 
vifant  chaque  membre  par  e i , oa  aura  x lz= 

•*!‘b  g.  Ce  qu’il  falloit  démontrer^ 


Démonjlration  pour  la  troifié’me  fuite, 

J[l  faut  démontrer  que  / = w»*-pH-j-4-r::^/x  ~ . 
Par  ladcmonflr. préced.  k.’^i-i-b  -*-g = x / = r par  la z* fup. 

* ^ “♦■g' = "ir  X 4 = f 
^’*‘g  = i^*i=p 
•^g  = î^^h=m 
il  eft  évident  que  o=;-;^xg=Oi 


Donc,-— 


»»  ' lh  ___  >l.f 

«-fij  ““«^1 


= r-4-^-4-p-4-«7. 


^ ^ ^^g  = 7^y  puifque r = /* 

*4?’  ^ g par  la  fécondé  fuppolition 

1°.  ^ — i — b — g ==  — r par  la  z*fup. 

—i—b—gz=—q 
—b—g  = -~p 

— g = — f» 


e i e-4*  1 

Donc  en  mettant  à la  place  de  ^ x l i h g , 
& — - à la  place  de  — ^ dans  l’égalité 

— xl-^  k-^i-^h’^g  — 

l’on  aura  = r»+-^-4-p*4-«»i.  multipliant 

le  tout  par  e i , & tranfpofant , on  aura  «t  = e i x - 
x r ^ q p-*-  m\  divifant  chaque 
membre  par  e«4«i-4*i=e-+-2,  on  trouvera  t x ~ = r 
w • Ce  qu’il  falloir  démontrer  , 
il  eft  évident  que  la  même  démonflration  peut  s’appliquer 
par  ordre  à la  fuite  4* , à la  j* , 6*  ^ &c. 
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Corollaire  I. 

1 9 1 • nommera  E 1 expofant  de  chaque  fuite , c’eft  à dire , 
on  fuppfera  que  E reprefente  c pour  la  première  fuite  , 
r I pour  la  féconde  , e z pour  la  troifiéme  , &c.  on 
appellera  « le  nombre  des  termes  5 D le  dernier  terme  ; î le 
terme  qui  fuit  le  dernier  terme  5 j la  fomme  des  termes. 

/ = î X I fera  la  formule  qui  fervira  à trouver  la  fomme 
des  termes  de  chaque  fuite . Il  n’y  aura  qu’à  fubftitucr  à la 
place  de  J , le  terme  qui  fuit  le  dernier  terme  ; à la  place 
de  » , le  nombre  des  termes  ; & à la  place  de  £ , l’expofanC 
de  la  fuite  , & l'on  aura  la  fomme  des  termes  de  la  fuite. 

Pour  avoir  une  féconde  formule  par  le  moyen  du  dernier 
terme  D de  chaque  fuite  , on  remarquera  que  le  nombre 
des  termes  qui  precedent  le  dernier  eft  » — * , par  confe. 
quent  la  fomme  des  termes  moins  le  dernier  , fera  / — D 
= 2)  X . Ajoutant  -4-  Z)  à chaque  membre  , on  aura 
J = D X —fi—  . Ainfî  s = D X —J;—  fera,  la  formule  qui 
fervira  à trouver  la  fomme  des  termes  de  chaque  fuite , lorf- 
qu’on  connoîtra  le  nombre  des  termes , le  dernier  terme  , & 
l’expofant  de  la  fuite.  Il  n’y  aura  qu’à  les  fubftituer  à la  pla- 
ce des  lettres  qui  les  reprefentent  dans  cette  formule. 

Corollaire  II. 

I 9*-  fuppofant  que  le  dernier  terme/ de  la  première  fuite 
cit  donné  , que  le  nombre  des  termes  de  chacune  des  fuites 
eft  le  même  qui  cft  auffi  donné  , & reprefenté  par  » , & que 
l’expofant  de  la  première  fuite  eft  e , qui  eft  aufli  donné } on 
peut  trouver  par  le  moyen  de  la  formule  j = D x 
les  fommes  de  chaque  fuite  les  unes  après  les  autres , c’eft  à 
dire  la  valeur  de  chaque  rang  perpendiculaire,  & en  même 
temps  la  valeur  du  dernier  rang  parallèle , ou  la  fomme  éga- 
le à/-4-/>^r-4-^,  &c.  La  même  méthode  fervira  à trou- 
, ver  tel  autre  rang  parallèle  qu’on  voudra . 

1®.  Pouravoir  la  fomme  des  termes  de  la  première  fuite , 
H faut  fubftitucr  dans  la  formule  j = D x / à la 

place  de  D ; l’expofant  de  la  première  fuite  e , à la  place 
de  £ ; & l’on  aura  pour  la  fomme  de  la  première  fuite 
# = / X 2=j-±t  — / par  la  fécondé  fuppoCtion. 
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a-  Pour  la  fécondé  fuite,  il  faut  fubftitucr  la  fomme  de  la 
première  fuite /x  , qui  eft  égale  au  dernxr  terme  / de 
la  fécondé  fuite  par  la  fécondé  fuppofition  a la  place  de  D 
dans  la  formule  / = D x & lexpofant  e ^ i de  la  fé- 

condé fuite,  à la  place  de  £ ; & Ion  aura  pour  la  fomme  de  la 
fécondé  fuite  ; =/x  x / par  la  fécondé  fuppo- 

Pour  la  troifiéme  fuite,  il  faut  fubftituer  dans  la  Ibrmu- 
' le  dernier  terme  de  la  troifieme  fuite , 

X à la  place  de  D,  & l’expolant  e ^ a de 


le7=  Dx=V^" 


fl— 


t = t X ■■  • X 7-  7,  a P**'-'-  uw  • — r 

la  traWme  fuite,  à la  place  de  E;  & l'on  a^ra  pour  la  fora- 

me  de  la  3-  fuite  %rl5'  1,  f„;„ 

D’ob  il  eft  évident  qu’en  continuant  à linhni  la  luite 

r V X X X X &c.  les  produits  de 
(es  termes  pnt  de  fuite  , donneront  tout  à la  fois  & jôm- 
mes  de  chaque  fuite , & les  valeurs  des  termes  du  dernier 

Comme  le  rombre  d«  termes  eft  reprefenté  en  general  par 
»,  en  fubftituant  au  lieu  de  « tel  nombre  de  termes  qu  on  vou- 


Seconde  difpofttion  des  justes . 


Suites. 

- 1 

3*-  4*-  5*- 

« 1 s 1 ° 1 ° 1 ° 

0 

^rpr  1 « 1 0 1 0 

0 
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T roiftime  fuppojition . 

^ 9 3‘  T jES  mêmes  fuites  peuvent  être  difpofées  comme  on  les 
voit  ici.  Le  premier  terme  de  la  troiCéme  fuite  eft  à côté 
du  fécond  terme  de  la  fécondé;  le  fécond  ferme  de  la  troi- 
(iémc  fuite  eft  à côté  du  troifiéme  terme  de  la  fécondé,  &c. 
le  premier  terme  de  la  quatrième  fuite  eft  à côté  du  fécond 
terme  de  la  troifiéme  ; le  fécond  terme  de  la  quatrième  fuite 
eft  à côté  du  troifiéme  terme  de  la  troifiéme  fuite , &c.  & 
’ainfi  des  fuites  5',  6*,  &c. 

Le  nombre  des  termes  de  la  prenliere  & de  la  fécondé 
fuite  eft  égal  ; dans  la  troifiéme  il  eft  moindre  d’une  unité; 
Bans  la  quatrième  , il  eft  moindre  de  deux  unités  ; dans  la 
cinquième  , de  trois  unités  ; & ainfi  de  fuite. 

Nommant  n le  nombre  des  termes  de  la  première  & de 
la  fécondé  fuite  , » — i eft  le  nombre  des  çermés  de  la  troi« 
fiéme  ; « — 2 eft  le  nombre  des  termes  de  la  quatrième  ; 
n • — 3 de  la  cinquième , &c. 

• On  nommera  , comme  ci-deftus , le  dernier  terme  de  cha- 
que fuite  D ; lé  terme  qui  fuit  le  dernier  ^ ; l'expofant  de 
chaque  fuite  £ ; & le  dernier  terme,  de  la  première  fuite  / , 
^u’on  fuppofe  donné  , avec  fon  expofant  e. 

Seconde  propofttion  fur  les  fuites,  qui  eafeij^ne  à trouver  les  valeurs 
. • destermest',  1,  r,*v,  y,  z,  ôcc.  du  dernier  rang  parallèle , 
ou  de  tel  autre  rang  parallèle  qu’on  voudra. 

I 94-  On  fc  lêrvira  de  la  formule  s = Dx  pont  trouver 
la  valeur  du  dernier  terme  de  la  fécondé  fuite , & de  la  fbr- 
. mule  / = î X I pour  trouver  les  derniers  termes  de  la  3' , 4' , 

■ . 5*  fuite , &c. 

I®.  Pour  la  fécondé  fuite,  le  nombre  des  termes  eft  » 5 le 
dernier  terme  / qu’on  cherche  , eft  égal  à la  fomrne  des  ter- 
• mes  de  la  première  fuite.  On  aura  la  fomme  des  termes  de 
la  première  fuite,  en  fubftituant  dans  / = D x — , / à 
la  place  de  £),  & e à la  place  de  £;  ainfi  1=  f x.  , 

2°.  Pour  la  troifiéme  fuite,  le  nombre  des  termes  eft  w — r; 
le  dernier  terme  r eft  égal  à la  fomme  des  téritles  de  la 
fécondé  fuite  , moins  le  dernier  terme  qui  en  eft  exclu . 
Ainfi  il  faut  trouver  la  fomme  des  termes  de  la  1*  fuite;  le 
nombre  des  termes  étant  n — r , le  terme  qui  fuit  Je  dernier 
étant  i = fx  l’expolant  de  la  i*  fuite  étant  f i. 

Eee 
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Il  cft  évident  qu’il  ne  faut  pour  cela"  que  fubftituer  dans 
la  formule  / = î x f , /x  ’-=^  à la  place  de  î;  » — i à 
la  place  de  »,  & f i àla  place  de£  ; & l’on  aura  r=fx 

*3".  Dans  la  quatrième  fuite , le  nombre  des  termes  eft 

„ 1 ; le  dernier  terme  eft  égal  à la  fomme  des  termes  de 

la  troiCéme  fuite,  moins  le  dernier  terme  r qui  en  eft  exclu, 

&quicftégalà/x"-=f^xîii. 

Pour  trouver  le  dernier  terme  v égal  à la  fomme  p 
^ il  eft  évident  qu’il  ne  faut  qucfubftituer  dans  /=îxf, 
j X X à la  ^lace  de  î ; » — a à la  place  de  » ; & 
i’expolkot  é de  la  troifiéme  fuite,  à la  place_  de  £>  & 

I on  aura  v =•/  * —, — * 7^  x 

D’ob  il  eft  évident  qu’en  continuant  à l’infini  la  fuite 
f X =-=7^*  x^x=^xj^x^,  &c.  les  produits  de  fcs 
termes  pris  ‘de  fuite  , donneront  par  ordre  les  uns  après  les 
autres,  les  valeurs  des  termes  du  dernier  rang  parallèle  de 
là  fécondé  difpoCtion  des  fuites/",  /;  r;  o,  jr,  &c.  ^ . 

Mais  » reprefentant  en  general  tel  nombre  de  termes  qu’on' 
voudra,  en  fubftituant  dans  cette  fuite  le  nombre  qu’on  vou- 
dra  à la  place  de  »,  &.le  dernier  terme  de  la  première  fui- 
te qui  répond  à ce  nombre  de  termes,  à la  place  de/,  l’oh 
aura  par  cette  fuite  les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  paral- 
lèle qu’on  voudra. 

Application  de  ce  qu'on  vient  de  démontrer  des  fuites  engeneralf 
‘ aujc  fuites  des  nombres  des  dijferens  ordres.  . . ' 

Nom-bres  des  differens  ordres. 


SJnitis  eu 
fuite. 

1,  Ofdrt  » 

xeefniti. 

i«  trJre , 
3«  fuilt . 

jfcrjre, 

4e 

4e  trJte , 
Se  fuite. 

5c  ordrt. 

6e  trdrt , 
J*  fuite. 

I 

I 

X 

I 

1 

I 

I 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

•7 

I • 

3 

6 • 

10 

15 

21 

28  . 

1 

4 

10 

2Ô 

35 

5^ 

84 

X 

5 

ïy 

35 

70 

126 

2 10 
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• ^atriéme  Jt  ftfofilio». 

19  S»  JjA  première  colonne  contient  les  unités  ; ainfi  chaque  ter- 
me n’eft  que  l’unité , & la  fomme  des  termes  eft  égale  au 
. nombre  des  termes  ;*par  exemple  , la  fomme  de  cinq  unités 
eft  égale  au  nombre  des  termes  5.  Et  de  plus , la  fomme  d’au- 
tant de  termes  , c’eft  à dire  , d’autant  d’unités  qu’on  voudra, 
jjar  exemple  4 , qui  eft  la  fomme  de  quatre  termes , eft  au 
produit  du  nombre  dts  termes  de  cette  fomme  pdV  le  terme 
qui  fuit  le  dernier  qui  eft  % lequel  produit  eft  4,  comme  l’uni- 
té eft  à l’unité  , c’eft  à dire  , à une  grandeur  donnée  5 ainfi  i 
eft  l’expofant  de  la  fuite  des  unités.  Ou  bien,  ce  qui  eft  la 
* même  chofe  , la  fomme  d’autanc  de  termes  qu’on  voudra  ; 
par  exemple , la  fomme  4 de  quatre  termes  eft  égale  au  pro- 
ouit  du  nombre  des  termes  de  cette  fomme  , lequel  nombre 
eft  4 , par  le  terme  i qui  fuit  le  dernier , divifé  pr  l’expo- 
• ” fant  I de  la  fuite  des  unités , car  4 = 

Ainfi  nommant  n le  nombre  des  termes,  / leur  fomme,  l’on 
■aura  / . « x i ; ; i . i > . ou  bien  / = ". 

. • Les  nombres  du  premier  ordre  font  formés  pr  l’addition 
faite  de  fuite  des  unités , & ce  font  les  nombres  naturels  ; le 
pemier  i eft  égal  au  premier  i de  la  fuite  des  unités , le  fé- 
cond 2 eft  égal  à la  fomme  des  deux  premiers  termes  de  la 
fuite  des  unités  2 = i i ; le  troifiéme  3 eft.  égal  à la  fuite 
des  trois  premiers  termes  de  la  fuite  des  unités  3 = 1 -t- 1 >4- 1, 
& ainfi  de  fuite . 

Les  nombres  du  fécond  ordre  font  formés  de  la  même  ma- 
niéré pr  l’addition  faite  de  fuite  des  nombres  du  premier 
ordre . 

Les  nomI>res  du  troifiéme  ordre  font  formés  par  l’addition 
foite  de  fuite  des  nombres  du  fécond  ordre;  & ainfi  des  autres 
ordres . 

Corollaire  I. 

1 96.  jL’eft  évident  que  les  propriétés  qu’on  a démontrées  des  fui- 
tes en  general , conviennent  à ces  fuites  des  nombres  des  diffé- 
rens  ordres.  Ainfi , i" , l’expfant  des  unités  étant  i , l’expiant 
du  premier  ordre  eft  i — 1 = 2;  celui  du  fécond  eft  2 i 
= 3 ; celui  du  troifiéme  eft  3 i = 4;  & ainfi  des  autres. 

2°.  En  nommant  le  nombre  des  termes  de  chaque  fuite  » , 
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Jear  fomme  / , le  dernier  terme  D , celui  qui  fuit  le  dernier 
terme  î,  l’expofant  de  chaque  fuite  E,  l’on  aura  ces  deux 
formules  pour  trouver  la  fomme  des  termes  dans  chaque  fui- 
te ,/=  ^ x a ^ D x 

En  fubflituant  dans  laquelle  on  voudra  de  ces  deux  forma- 
ks  le  dernier  terme  i de  la  première  fuite , ou  le  terme  i qui 
fuit  le  dernier  , à la  place  de  J ou  de  , & l’expofant  i à la 
place  de  E\  l'on  aura  pour  la  fomme  de  la.  fuite  des  unités , 
s=  I X -J  = 5 , qui  cft  le  dernier  terme  de  la  fécondé  par  ht 
quatrième  fiippofition.  ^ 

En,fubftituant  dans  la  fécondé  formule  ; = D x , 
k dernier  terme  du  premier  ordre  , marqué  en  general  par  ‘ 

I X i , à la  place  de  D , & l’cxpofant  z du  premier  ordre  à ♦ 
la  place  de  £ , on  aura  pour  la  fomme  des  termes  du  premier 
orî-e  ; = I X Ÿ X égale  , par  la  quatrième  fuppolition  •, 
au  dernier  terme  15  du  fécond  ordre. 

En  fubflituant  dans  la  même  formule  s — Dx  , le  • 
dernier  terme  i x | x du  fécond  ordre  qu’on  vient  de 
trouver , à la  place  de  D , & l’expofant  3 du  fécond  ordre  à 
la  place  de  £ , on  aura  pour  la  fomme  des  termes  du  fécond  , 
ordre  i x 7 x x égale  au  dernier  terme  35.  du 
troifiéme  ordre  par  la  quatrième  fuppolition. 

En  fubflituant.  de  même  dans  s = D x ^ , k dernier 
terme  i x a x x ^ du  troifiéme  ordre  qu’on  vient  de 
trouver,  à la  place  de  IJ,  & l’e.xpofant  4 du  troifiéme  ordre 
à la  place  de  £ , on  aura  pour  la  fomme  du  troifiéme  ordre 
i = I X 7 X x X ^ . égale , par  la  quatrième  fup'* 
poûtion , . au  dernier  terme  70  du  quatrième  ordre. 

D’où  il  efl  évident  qu’en  continuant  à l’infini  fa  fuite  ■ 

I X i X ^ X X X X , &c.  les  produits  des 
grandeurs  qui  la  compofént , pris  de  fuite  depuis  la  premiè- 
re i , donneront  en  même  temps  par  ordre  les  fommes  des 
fuites , & les  termes  du  dernier  rang  parallèle . 

Et  comme  » reprefente  en  general  le  nombre  de  termes 
qu’on  voudra , en  fubflituant  dans  cette  fuite  le  nombre  do 
termes  qu’on  voudra  à la  place  de  »,  l’on  aura  ks  valeurs 
des  fommes  de  tant  de  termes  qu’on  voudra  de  chaque  fui- 
te ^ & ks  valeurs  des  termes  de  quel  rang  parallèle  on  vou-> 
dra . 
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imités  IM 
, fnSte, 

t.crJre , 
1'  fuite. 

2'  ordre, 
Ÿ fuite . 

l,  ordre, 
fuite . 

ordre, 
fuite . 

5«  erdre» 

1\ 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

2 

I 
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0 

0 

• I- 

5 

I 

’ 0 

0 

1 

4 • 

6 

4 

X 

0 

• 

• 

I 

5 

.10 

10 

3 

1 

9 7,  Cette  difpofition  cft  la  même  que  la  féconde  difpofïtion  des 
fuites  generales  ; ainfî  la  troifiéme  fuppofition  & la  féconde 
propofition,  doivent  être  appliquées  à cette  fécondé  difpofition. 

_ Corollaire  IL 

X AR  confequent  on  peut  trouver  par  le  moyen  des  for- 
mules / = îx^,&/=Dx  ”-^1—,  les  valeurs  des  ter- 
mes du  dernier  rang  parallèle,  ou  de  tel  autre  rang  parallè- 
le qu’on  voudra . 

i“.  Le  terme  de  chaque  rang  de  la  fuite  des  unités  étant 
toujours  I , pour  avoir  le  dernier  terme  de  la  fécondé  fuite 
ou  du  premier  ordre  , qui  efl  toujours  égal  à la  fbmme  des 
termes  de  la  première  fuite  ou  des  unités , il  faut  fubflituer  ’ 
dans  s — D n.  , i à la  place  de  D , l’expofânt  de  la 
première  fuite  i à la  place  de  £ > & l'on  aura  pour  la  fom- 
me  des  unités , ou , ce  qui  eft  la  même  chofé , pour  la  va- 
leur du  dernier  terme  du  premier  ordre,  / = i x 

2®.  Dans  le  fécond  ordre  ou  dans  la  troifiéme  fuite , le 
nombre  des  termes  eft  menndre  d’une  unité  que  celui  de  la 
■fuite  précédente,  ainfi  ceft  « — 1.  Le  dernier  terme  de  la 
troifiéme  fuite  eft  égal  à la  fomme  des  termes  de  la  fécondé 
moins  le  dernier  terme  de  la  fécondé  qui  eft  exclu  de  cette 
femme  r on  vient  de  trouver  que  le  dernier  terme  de  la 
féconde  eft  x x f*  pour  avoir  le  dernier  terme- de  la 
troifiéme  fuite  , il  faut  trouver  la  fomme  de  la  fécondé  fuite 
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dont  on  connoît  le  .nombre  des  termes  » i , le  terme  i x -î  * 
qui  fuit  le  dernier  terme,  & l’expofant  qui  cft  2 . Il  ny  a lju’à 
fubftituer  dans  la  formule  s = ê x.  ^ , i xfà  la'place  de  ÿ, 

M — I à la  place  de  »,  & a à la  place  de  £ ; & l’oa  aura 
pour  la  valeur  du  dernier  terme  de  la  troifléme  fuite  t x f 

^ a • I • 

3*.  Dans  le  troifiéme  ordre  on  trouvera  , par  un  femblable 
raifonnement , que  le  dernier  terme  du  troifiéme  ordre  eft 
égal  à la  fomme  du  fécond  ordre  moins  fbn  dernier  terme 
qui  eft  I X f x ; que  le  nombre  des  termes  cft  » — 2 ; & 
que  l’expofânt  du  troifiémé  ordre  eft  3 . Ainfi  en  fubftituant 
dans  s = ix  I , ixixi^  àla  jJace  de  î,  » — a à la 
place  de  M & 3 à la  place  de  £ , on  trouvera  qqe  le  dernier 
terme  de  la  quatrième  fuite  ou  du.  troifiéme  ordre  eft  1 x f 
* 1 •* 

Formule  generale  y qu'il  faut  bien  remarquer  pour  la  fuite. 

15?.  D O b il  eft  évident  qu’en  continuant  à l’infini  la  fuke 
X x^  x^  xi^  x!^  xyçi  x-^  , &c.  les  pro. 
duits  de  toutes  les.  grandeurs  qui  la  compofênt  pris  de  fuite 
depuis  la  première  i , donneront  par  ordre  tous  les  termes  du 
rang  parallèle , par  exemple  du  dernier  i , S>  lo,  10,  5 , i , 
en  fubüituant  le  nombre  des  termes  5 à la  place  de  » . 

Et  comme  le  nombre  des  termes  marqué  en  general  par»^ 
reprefente  tel  nombre  des  termes  qu’on  voudra  , il  eft  évi- 
. dent  qu  en  mettant  à la  place  dè  » tel  nombre  qu'on  voudra  , 
on  aura  de  fuite  les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  parallèle 
des  fuites  qu’on  voudra  ; & que  cette  fuite  eft  une  £)rmule 
generale  pour  les  trouver  tous. 

Avertissement. 

peut  concevoir  d’autres  difpofitions  des  fuites  gene- 
rales des  diftérens  ordres  , '&  des  fuites  des  nombres  de 
differens  ordres  , que  celle  qu’on  a mife  la  •féconde  ; & 
même  on  peut  concevoir  d’autres  fuites  qui  naîtroieot  de 
ces  fuites  par  la  multiplication  faite  par  ordre  de  chaque 
terme  d’une  fuite  par  lui.même,  ou  par  le  terme  qui  te  pro- 
cédé ou  qui  le  fuit  immédiatement  d^  la  même  mite , ou 


Digitized  by  Google 


L I V R E VII.  407 

qui  s’en  pourroieot  former  de  beaucoup  d’autres  maniérés, qui 
peuvent  avoir  pIuGeurs  ufages;  mais  comme  l’on  h’a  befoin 
* ici  que  de  ce  qu’on  a démontré  de  ces  fuites  dans  leur  pre- 
mière & dans  leur  féconde  difpofition , il  efl  inutile  de  pro- 
longer cette  digreflion  de  ces  autres  fuites . 

_AppUcatioH  de  la  formule  geutrale  i x -J  x ^ x ^ x x 
X &c.  à la  formation  des  putffances  de  la  fommc 
ou  de  la  différence  de  deux  grandeurs  reprejentées  par  a*4-b, 
ou  A — b.  . 


Table  de  la  formation  ordinaire  des  puilT^ances  de  h fommc  ou  de  la 
diderence  de  deux  grandeurs  reptclencccs  par  a b,  ou  a b. 


la 

ib 

laa 

Ofiab 

^ ibb 

1 1,  puilTanee. 

la? 

^aab 

^ iabb 

-+•  ib\ 

puiffance. 

id* 

4a'b 

di^aabb 

ib* 

/ 

4t  puiffance. 

•i‘^a*b 

• 

•^loa'bb 

■4-ioda&» 

tb^  fe  puiffance. 

Il  n’y  a qu’à  mettre  pour  les  puiflànces  de  <1  — b , le  ligne 

' devant  tcius  les  termes  pairs  dans  lefquels  les  dimenfions  de  b 
font  en  nombre  impair , c’eft  à dire  devant  les  féconds , les 
quatrièmes,  lesfixlémes  termes,  &c. 

R EM  A R QJJ  E. 

ZOi  l'on  fe  rend  familière  la  formation  ordinaire  des  puiffan- 
ces  de  deux  grandeurs  a h , ou  a — b on  verra  claire- 
ment, 1*,  que  les  puiflànces  de  ^ font  feules  fans  b dans  le 
prenûer  terme;  que  la  puiffance  de  a diminue  parordre  dans' 
, chaque  terme  qui  fuit  le  premier  , d’un  degré;  &.que  b eft 
toujours  linéaire  dans  le  fécond  terme , & augmenté  par  or- 
dre dans  chaque  terme  fuivant , d’un  degré. 

* Ainfi  .fuppofant  que  l’expofant  de  chaque  puiflànce  à la- 
quelle on ‘peut  élever  a b ou  a — 6,  eft  reprefenté  en  ge- 
neral par  »,  les  produits  des  lettres  a Sx.  b dans  chaque  ter- 
me feront  par  ordre  <a“,  «“7'é,  e^~*bb^  a°~%  d'~*b%  &c. . 
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2®.  On  verra  clairement  que  les  nombres  qui  font  les  coèfir 
dents  des  termes  de  chaque  puiffance,  par  exemple  1,2,1, 
delafeconde;  i,  3,  3,  i , de  la  troifiémej  i , 4,  6,  4,  i , 
de  la  quatrième i 1 , 5 , 10,  ici,  5 , i , de  la  cinquième,  &c. 
font  exaélement  les  termes  de  chaque  rang  parallèle  de  la  fé- 
condé difpofition  des  fuites  des  nombres  des  differens  ordres , 
& que  l’expofantdu  degré  de  chaque  puiflànce , par  exemple, 
lexpofant  2 de  la  féconde , l’expofant  3 de  la  troifiéme  , &c. 
cft  exaélement  le  nombre  des  termes  qui  defigne  le  rang  paral- 
lèle qu’il  faut  prendre  pour  avoir  les  ccëficients  de  la  fécondé 
puillance,  de  la  troifiéme , de  la  quatrième,  &c. 

Corollaire. 


oi.^aR  conlêquent  « reprefentant  ce  nombre  des  termes  dans 
la  formule  1 x 7 x x ~ &c.  qui  (crt  à trouver  les  ter- 
mes de  chaque  rang  parallèle , » reprefente  auffi  le  degré  de 
la  puiffance , piiilque  le  degré  de  la  puiflànce  ell  égal  au  nom- 
bre des  termes.  . 

Ainfi  pour  élever  à quelque  puiflànce  que  ce  puiffe 
être , reprefentée  en  general  par  »,  le  coëficient  du  premier 
terme  de  la  puiffance  fera  égal  à i , le  fécond  à i x -7 , 

le  troifiéme  à i x f x j le  quatrième,  i x i x x 
le  cinquième,  i x x x x i & ainfi  de  fuite  ; ce 
qui  donne  la  formule  generale  fuivante . 

Fortnult  gcncf^le  pour  élever  lafomne  ou  la  différence  de  deux 
grandçurs  a b o«  a — b â une  puiffance  quelconque . 

I X I X i x -H  I X i X 

»_=i  X h-ix=-x‘î4^x!^x 

^ixix=^x  — x=^x  > & ainfi  à l’infini  i 

Il  n’y  a qu’à  mettre^  le  figne  — devant  tous  les  termes  pairs , 
le  fécond  , le  quatrième , lé  fixicme,  &c.  & l’on  aura  la  for- 
mule de  4 . * * îtC 

On  peut  négliger  l’unité  par  oh  commence  chaque  coefi- 

cient  , l’unité  n’apportant  aucun  changement  dans  les  pro- 
duits. ’ . 

On  élevera  par  le  moyen  de  cette  formule  generale  , la 
fomme  ou  la  différence  de  deux  grandeurs  à telle  puiflànce 
cu’on  voudra  , par  exemple  , à la  fécondé  puiffance  dont 
^ ^ ^ ‘ . • . l’expofant 


f 
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l’cxpofanC  eft  t , à Ja  troifiéme  dont  l’expofânt  efl  3,  &c. 
en  fubflituant  dans  la  formule  l’expofant  de  cette  puiflàncc 
à la  place  de  » , & la  première  grandeur  à la  place  de  a , & 
la  fécondé  à la  place  de  & ; ëc  Icn  aura  la  puiÎTance  que  l’on 
cherche . 

2,04.  Quoique  la  formule  foit  infinie , elle  donne  pourtant  la  puif- 
fance  finie  de  la  fomme  ou  de  la  différence  de  deux  grandeurs! 
pareeque  tous  les  termes  infinis  de  la  formule  qui  fuivenc 
ceux  qui  ont  fervi  à trouver  la  puiflàncc  que  l’on  cherchoit, 
deviennent  égaux  à zéro , chacun  contenant  parmi  fes  coëfî- 
cients  une  grandeur  égale  à zéro . Par  exemple  , quand  on 
éleve  par  la  formule , a-^bah  troifiéme  puiflàncc , après 
avoir  trouvé  par  les  quatre  premiers  termes  de  la  formule , 
la  puiflàncc  a’  ^aab  30^  le  cinquième  terme  & 
les  autres  fuivans , contiennent  tous  parmi  leurs  coëficients  la 
grandeur  » — 3=0,  qui  rend  tous  ces  termes  égaux  à zé- 
ro ; puisqu’une  grandeur  étant  multipliée  par  zéro,  le  produit 
eff  zéro. 


C OROLLAIRE. 

S I l’on  le  rend  familière  la  formation  des  puiflTances  de  trow 
grandeurs  <*  ■+■  fc  ^ > de  quatre  grandeurs  a •*“  b c dÿ 
de  cinq  grandeurs , & ainfi  à l’infini , on 

verra  clairement  que  dans  chaque  puiffance,  par  exemple  dans 
la  quatrième,  la  quatrième  puiflTancc  des  deux  premiers  ter- 
mes , qui  eft  4^  -H  44’i  6aabb  •+■  446*  » peut  forvir  de 

formule  particulière  pour  trouver  tous  les  termes  de  la  qua- 
trième puiflàncc  de4-t*i«*“f,  de4*+“^"Hf-H^,  de4*+*& 
f -4-  &d. 

Car  après  avdr  trouvé  la  quatrième  puiflàncc  des  deux 
premiers  termes  b,  il  n’y  a qu’à  fuppofer  que  les  deux 
premiers  termes  a b font  reprefentés  par  4 , & le  troi- 
fieme  c par  b \ & fuppofànt  que  d*  dans  la  formule  particu- 
lière 4*  •+-44’6  6aabb  •+•  44!»’  *4-  t*,  reprefente  la  quatrié. 
me  puiflàncc  de  4 & déjà  trouvée,  le  fécondé  terme  44’é 

marquera  qu’il  fàut  prendre  quatre  fois  la  troifiéme  puif> 
fonce  de  4 *4-  t repreféntée  par  4' , & la  multiplier  p.ir  c 
reprefenté  par  b ; le  troifiéme  ôaabb  marquera  qu’il  faut 
prendre  fix  fois  la  féconde  puiflànce  de  4 -t-  ^ repreféntée 
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par  aa  y & la  multiplier  par  la  féconde  puiflànce  de  c repue-' 

fentée  par  èb  ; & ainfi  de  fuite. 

Après  avoir  ainfi  trouve  la  quatrième  puifiance  de  <*  -♦-  i 
•t-  f , il  faut  fuppofer  a b c reprefentée  p^r  a,  & la  4* 
grandeur  d repreléntée  par  J ; & que  la  quatrième  puifiance 
de  b-^  c eft  reprefentée  dans  la  formule  particulière 
par  a*,  le  fecond  terme  marquera  qu'il  fout  prendre 
quatre  fois  la  troifiéme  puiffancc  de  a'^b-^  c reprefontée 
par  i^y  &.  la  multiplier  par  d reprefentée  par  b . Le  troifiéme 
terme  6aabi  marquera  qu’il  fout  prendre  fix  fois  la  féconde 
puifiance  de  4 -4-  ^ -4-  f reprefentée  par  44  , & la  multiplier 
par  la  fécondé  puifiance  ^ d reprefentée  par  bb  y 6c  ainfi  à 
l’infini . 

11  en  efl  de  même  de  toutes  les  autres  puiffances. 

Or  comme  chaque  puifiance  particulière  de  deux  gran< 
deurs  4 i fert  de  formule  particulière  pour  trouver  la 
même  puifiance  de  trois  grandeurs,  de  quatre,  de  cinq, 
de  fix , & ainfi  à l'infini , de  même  la  formule  generale  4" 

v4““'1»-4-7X  ~-a/^  ~ ^ , &c.  de  toutes  les  puifiances 
de  deux  grandeurs  , fert  à trouver  la  formule  generale 
de  toutes  les  puifiances  de  tant  de  grandeurs  qu’on  voudra,  Sa 
d’une  liiite  infinie  de  grandeurs . Et  comme  il  fuffit  de  fe  ren-  • “ 
dre  bien  familières  les  formations  particulières  des  puifiances 
de  deux  grandeurs , pour  trouver  par  ces  puifiances  de  deux 
grandeurs  les  mêmes  puifiances  de  trois,  de  quatre,  & d’une 
fuite  infinie  de  grandeurs , il  fuffit  de  même  de  fc  rendre  bien 
familière  la  formation  generale  de  toutes  les  puifiances  de 
deux  grandeurs , pour  trouver  foi-même  la  formule  genera- 
le des  puifiances  de  trois , de  quatre , de  cinq  grandeurs  , &: 
d’une  fuite  infinie  de  grandeurs . Ainfi  il  fuffit  de  mettre  ici 
cette  formule  generale  comme  un  Corollaire  de  la  formule  ge- 
nerale des  puifiances  de  deux  grandeurs,  & il  eft  inutile  d’ajou- 
ter un  long  difeours  pour  foire  concevoir  la  formation  de  celte 
formule  generale. 

( Voyét  la  Table»  dont  voici  le  lieu.'  Art.  206.J 

Les  formules  generales  de  la  Table  fervent  élever  une 
fuite  donnée  de  grandeurs  à telle  puifiance  que  l’on  voudra, 
en  fubftituant  dans  les  formules  l’expofant  de  cette  puifiance 
à la  place  de  m ; la  première  grandeur  de  la  fuite  donnée  à 
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jQjr»  contient  les  Formules  generales  pour  élever  une  fuite  dt 

& pour  extraire  la  racin 

Première  Formule  pour  élever  la  fomme  de  deux  graj 
7^^"  = d* f f X if-' 4— * W -»- ■=  X X 

Seconde  Formule  pour  élever  une  fuite  de  grandeurs  « 
a •‘r  by  cyj  dy*  ey*  jf  &c.  = n“  f a'~'  hy  si' 


TroiCéme  Formule  pour  élever  une  fuite  de  grandeurs 

■ ■ ■ ■ I ■ I ^ 

ay^hyy-*’  ly'  -*•  dy^  vf  ey'‘  ^fy*  gy"'  ^ hy'  «v  &c.  = a"/”  p»*  f 

-Vf 
^bd  1 

J 
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la  place  de  a\  la  fécondé  à la  place  de  &&  lincoonue  doo> 
née  à la  place  de  l’inconnue  / , &c. 

Avertissemen  r. 

E s formules  generales  peuvent  fervir  à élever  deux  gran- 
deurs, ou  une  fuite  infinie  de  grandeurs  , non  Iculcment  à 
une  puiffance  quelconque  , dont  l'cxpofant  e(t  un  nombre  en- 
tier poGtif,  comme  on  la  démontré  jufqu’ici  , mais  encore  à 
une  puifiânce  quelconque  , dont  lexpofant  eft  un  nombre  en- 
tier négatif,  & à une  puiffance  quelconque  , dont  lexpofant 
eft  un  nombre  rompu  , Ibit  pofitif , Ibit  négatif.  On  va  don- 
ner une  demonffration  partiwuliere  pour  le  cas  où  Texpofant  eff 
un  nombre  entier  négatif,  & enfuire  on  le  démontrera  par  la 
première  méthode  du  fécond  Problème  , pour  les  cas  où  l'ex- 
pofant  de  la  puiffance  eff  un  nombre  rompu , pofitif  ou  néga- 
tif; & on  mettra  ces  derniers  cas  pour  fervir  de  s',  6*  & de  i* 
exemples  du  Problème . 

Z07.  11  faut  remarquer,  comme  on  l’enfeigne  dans  l’AIgebre, 

que  II  fc  marque  ainû  à"  ' ; fe  marque  ainû  i 

0 -4- 

* e*  fe  marque  ainfi  a-*- b' x.a^c~*i  & en  general 

« fe  marque  ainfi  a b “ . 

D’où  l’on  voit  qu’un  expofant  négatif  marque  que  la  puil^ 
lance  de  la  grandeur  dont  il  eff  l’expofant , eff  dans  le  déao4 
minateur  d’une  fraéVion . 

11  faut  auffi  remarquer  que  les  incomraenfurables  le  mar- 
quent comme  les  puiffances , & leurs  expofans  font  des  ixim» 

I ^ 

bres  rompus.  Par  exemple  ✓4  = 4 * ; ^ aa=*  ^ 

= 4^/9  = 4^**"  7^;  y 4-  = 4">y4=«""; 

«“  » -4-- 

<*““07  4’“yf4=4“  “ ; & ainfi  des  autres, 

“JT roifiéme  propofith»  , qui  contient  1er  principes  ou  Problème t qui 
fervent  à démontrer  que  ks  formules generakt  qui  fruedent , 
s étendent  aux  puiffances  de  deux  grandeurs  y ou  dune  fuite 
infinie  de gjrandeursfdont  lexpofant  ejl  un  nombre  entier  négatif 

zo  8.  P O ü R.  trouver  la  fuite  infinie , qui  eft  la  valeur  de  - ' — 

Fff  ij  ‘ 
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DEMONTRE' E, 

■t 


= a •¥•  è 


de 


a mk»  i'  <«  *+<  4^  ^ 

J &C.Î1  faut  faire  les  operations  fui  vantes. 

' I ®.  Il  faut  partager  4 ^ = 44  •*»  zab  bb  en  deux  graOi 

deurs , dont  la  première  eft  aa-^ab,  la  fécondé  ab-^hb. 

Il  faut  de  mênie  partager  a b'  ^aab  ^abb  if 

en  4^  2aab  -4-  abb , &.  ^ àai  -4^  zabb  -4^  fcJ . 

Et  de  même  4 = 4*  "+■  44'^  6aabb  ■4-  446*  -4- 

en  4*'"4- j4'l>  •+■  ^aabb’^aVy  & -4- 4'^  *4- 344tfr  >+■  34^^  ^ • 

& ainfi  des  autres  puiflànces  fuivantes . 

Pour  faire  ce  partage,  il  faut  que  la  féconde  partie  on  graiK 
deur  étant  le  numérateur  d’une  fraélion , & la  première  le  de- 
nominateur,  cette  fraélion  foit  égaleà^i  ce  qui  eft  pofliblc 
dans  toutes  les  puiflànces  de  4 & ou  de  4 — i . 

Il  faut  enfuitc  divilêr  l'unité  par  aa-^zab-t^bb  dans  la 
fécondé  puiflance  , par  4’  ^aab  -4-  3 aW  -4-  i*  dans  la  troi* 
liéme,  & ainfi  des  autres,  en  prenant  pour  première  partie 
du  divifeur  la  première  grandeur  , & pour  la  fécondé  partie 
du  diviièut  la  fécondé  grandeur , qu’on  a déterminées  cW 
deflus . 

Cette  divifion  donnera  des  quotiens  qui  auront  des  termes  â 
l’infini , & tous  ces  termes  feront  des  frayions . 

2*.  II  faut  faire  fur  chacune  de  ces  fraftions  ce  qu’on  a fait 
dans  la  première  operation , c’eft  à dire  , divifer  le  numera- 
teui  par  le  dénominateur  , prenant  le  feul  premier  terme  du 
dénominateur  pour  première  partie  du  divifeur  , & tous  les 
autres  termes  du  dénonûnateur  pour  la  féconde  partie  du 
divifeur . 

Tous  les  quotiens  qu’on  trouvera  à l’infini  de  ces  fécondes 
divifions , contiendront  des  termes  qui  étant  ordonnés  de  fui- 
te les  uns  iôus  les  autres  , donneront  des  fuites  dont  on  trou- 
vera les  Ibmmes  par  le  moyen  des  fuites  qu’on  a dénaontrées. 
ci-deiTus. 

3°.  En  trouvant  les  fommes  de  chaque  colonne  de  ces  fuites 
par  les  méthodes  des  fuites  précédentes , on  aura  la  fuite  infr 
nie  qui  exprime  la  paiflanec  que  l’on  cherche, 

(«ci  s’éclaircira  par  les  operations  fuivantes , 
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Pour  la  fécondé  fuiffance . 
^ou  R trouver  la  fuite  égale  à 


= a^b  - = 


> ^*  » *^  dénominateur  ou  divL. 

feur  aa  -*•  ^ab  hh  en  deux  parties , dont  Ja  première  eft 
aa**»  abf  la  fécondé  ab’^bb  y de  maniéré  que  ^ . 

II  faut  divifer  i par  aa  -4-  ah,  ab*^  Ib,  en  prenant  aa  -+-<a^ 
pour  la  première  partie  du  divilêur,  &.  ab  bb  pour  la 
féconde. 

f aa  •^ah,  ab  bb , divitéur. 


Grandeur  à . 
divifer.  * < 

i"refte,  — ^ J l-*'*'** 
a'refte,  -t-^ü 

MM 

3*  refie,  — 

4*  refie. 


quotient. 


M*  f¥snb 


lA 


«<  >ta44S 


i fijn'f* 

JMtf  la  gran^ 
aeur  ijtie  cette 
tni'.ryiie  pré. 
teùe  , ejl  ef. 
f»lée. 


&C. 


En  divifânt  i par  db,  on  trouvera  le  quotient  1 

enfuite  il  faut  multiplier  ce  quotient  par  la  icconde  partie 
du  divifeur  , & l’on  aura  ==  i ; & comme  il  faut 

foufttairc  ce  produit  de  la  grandeur  à divifer , il  faut  écrire 
le  premier  refie  7 au  nombre  à divifer  avec  le  figne  — . 

Il  faut  enfuite  divifer  ce  refie  — 7,  par  la  première  partie 
du  divifeur  an  ^ ab  , & Ion  aura  le  quotient  — > 

c’efl  le  fécond  terme  du  quotient. 

11  faut  multiplier  par  ce  quotient  la  fécondé  partie  du  di> 
vifeur  ab  bb , & Ton  aura  — 

ôter  de  la  grandeur  à divifer,  & l’on  aura  le  2*  refie  4r- 

En  continuant  la  divifion,  on  trouvera  un  quotient  qui  au- 
ra une  iorinité  de  termes,  qui  font  ceux  que  l’on  voit  ici  mar- 
qués au  quotient . 

a*.  Il  faut  prendre  par  ordre  chaque  terme  du  Quotient, 
& trouver  par  la  divifion  du  numérateur  par  le  dénomina- 
teur, la  fuite  mfînie  qui  en  eft  le  quotient , c'efl  à dire,  qui 
efl  la  valeur  de  la  frailion  qui  forme  ce  terme  . On  appel- 
lera cela  réduire  chaque  terme  en  la  fuite  infinie  qui  en  e:l 

Fff  iij 
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la  valeur.  On  trouvera  , en  feifant  ces  divifions  , que  le 

1 **  D-- 

1”  terme  -Am  fc  réduit  en  — — «»“*“?■  "t-occ. 

pf%  .M*.  — — — T “T  “ï*  OCC. 

tu  4.  ^ <»•  »» 

. * ».  »A  •» 

en 
en 


èt 


U 


Il 

m' 


1— il&c. 


le-» 
le  <5* 


-il^il-4&c. 

«I  «»  »’ 


pS  ata  ^ 

5 


en 

en 


&C. 


X&Ci 


Ce  qu’on  peut  continuer  â l’infini» 

En  prenant  la  fomme  de  chaque  rang  perpendiculaire  j 

^ , T-*  I *4  . 44 

on  aura  —î—  = ^ ^ ^ ^ 


~ ,*b 

^ &c  OU , ce  qui  efl:  la  même  chofe  , 14”*^ 
. — xa~^h  •+•  la^^hb  — 44“*^*  %a~^h*  — éa  &C* 


Pour  la  troiftéme  putffance^ 

^oüR:  trouver  la  fuite  qui  efl  égale  à *—  = 4-»-^ 

I,  ü«+»4’' 


» 1%  après,  avoir  partagé  af  h-  J44& 
labb  ■4-P  en  deux  parties  a?  -4- 144&  •^abby^aab  i4i^' 
-4-  qui  font  telles  que 

l’unité  par  le  diVifeur  4’  -4«  2446  -4-  4ii^  -4»  aai  -4-  24^^  -4* 
en  prenant  la  première  de  ces  deux  parties  pour  la  première 
partie  du  diviièur  ,.  & la  féconde  partie  pour  la  fécondé  par-^ 
tie  du  divifeur , & l’on,  trouvera  q^uc  le  quotient  efl  la  fuite 


U 


y* 


V 


a*  "^a4H^a*W 


&C- 


2®.  On  réduira  par  ordre  chacun  des  termes: de  cette  fuite), 
en  la  fuite  infinie  qui  lui  efl  égale  ^ ce  qui  fe  fait  en  divifant 
le  numérateur  de  chacun  par  fbn  dénominateur en  prenant 
la  puiflTance  de  a feule comme  4^  dans  le  premier  terme  > 
A*  dans  le  fécond  , &c.  pour  la  première  partie  du  divifeur  , 
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& le  refie  du  dénomluateur  pour  la  fécondé  partie  du  divi< 
fcur;  & l’on  trouvera  que 

I /■  » J » iS  . ti’  ■ a 

^ fe  en  y— ^ P 

ÈL 2Èi^Ûl 4*1^ 

__  il  2^  __  1*1  ^ 

•4-^  — ^-4-4‘&C. 


ii 

*' 

i* 

laih^n'bb 
b' 

' o«  w^ia'b.^itHb 
bt 


en 

en 

en 

en 

en 


O 

i' 


o’  pH  l»*btbft»’bb 

On  peut  continuer  cette  fuite  à llnfini. 

En  prenant  les  fbmmes  de  chaque  rang  perpendiculaire  , 
on  aura  — = a-^b  — -^r  — ^,4-  ^ ^ 

*+•  ^ -H  ^ &c.  ou , ce  qui  efl  la  meme  chofe , 

ia~^  — ^a~^b’br  6a  — io<a~®fc’-t«  i^a'~'’b^ — b\ 

P*-  2^a~’’P  &C. 

Poi/r  la  quatrième  puijfanee. 
e mên 

I®,  en  la  fuite 


&c. 


On  réduira  de  même  — ^ — = a’*-b~*  = 

«■Hi 


+ ^ 4«i>  * 

b 


bb 


' J«’t  ♦ ]M/i  ■♦■  P** 

b< 


^ Id^b  ^ 

i+ 


- *’  &c. 

2®.  On  réduira  enfuite 


4*4-l«’fr4-J45W"*-«'*' 


I 1 

ji  . 6ii 

1 

•^1 

£1 

»’•+•  3«’i>44  j«4Üi44ii£>  "i?" 

4»  4* 

4^  * 

4’ 

b 

«i’  J.  «Oi* 

•'  3»®i  J4  '^i  «*4  4»S  « ^ 

1 

I** 

] ^ 

\ 

l“4 

1 

4?  ^ 4» 

-^occ. 

bb 

-.ü  — 

ji®»t4  34'i»+4j«*w  ,4,41*1  en 

-;^occ. 

— &c. 

4'  >4«34‘^  144  34’ii 

7" 

b* 

î*'  &C. 

4»p4-34’i.*-34‘WH-«’** 

■^r  OCC. 

/tr/. 

y Pf  34‘i.44  3 4’«.t44®*’^'' 

**’ 

^ occ; 

On  peut  continuer  cette  fuite  à l’infini. 
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En  prenant  les  fomnies  de  chaque  rang  perpendiculaire , 


OD  aura 


^>—4^ X 4»  . 

-4  = <*  ’♦*  ® 4^  4«  4‘’  • 


41 


_ 5i^  &c.  = la^*  — ^ b 

^ — 564-»fc*&c. 


104' 


— 204-7  i» 


■i;  = 


On  trouvera  de  racme  que 

^ ^ yW  il^’  ^ 75^  — iî«*L  &c.  ou  , ce  qui  eft 

la  mêmcchofc,  i4~’  — %a~‘ b isa-’’ bi  SS-*"*^* 
^ 704“’  b*  * 

■*  * I <i  : illi  ^ _Lî.®iî. 

1— ^ = 4"»‘P  -^ï 4»  4« 

&c.  ou,  ce  qu»  eft  la  même  chofe,  I4“*  — 6a~'^  b 

^iîa-”ib  1264- “t*  — 2^2a~"  b^  Scc. 

On  peut  continuer  ces  operations  fur  la  feptiémc  puiflance, 

h huitième,  &c. 

Remarques. 

I. 

cC“  - 

négatif,  aug  P j.  • le  fécond  terme  de  la 

^firif%2.gn.entL  par  orare  d’un  degré  dan.  chaque  ter- 
jne  fuivant. 

Ainfi  les  puiffances  de  4^fc“  peuvent  être  marquées  en 
. *l-h  A b",  &c. 


IL 


general  par  4-" , a~"~^  b,  4 
Que  les  coê 

..,,.me?a„  fécond  rang  prune»  — 

fuites  1,  2,  3,  4>  5,  6 , 7 > ‘ ,,  ,Q  dans 

ceux  du  troifiéme  rang  parallèle,  i,  3,  6,  10 

la  troifiéme;  ceux  du  quatrième  rang  parallèle,  i , '♦»  * 

ao”„  5d  ; 84 . &C.  Lr  la  quatrième^  ceux  du  e.nqu,emn 


« Oue  les  coêficients  de  chaque  terme  font  par  ordre  les  ter- 

^'“;.n.?a“;  ë^rang  pa^«c  A de  la  — 
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rang  parallèle,  i , 5,  15,  35,  70,  jié,  210,  Sec.  dans 
la  cinquième  ; & ainH  de  lüite  : de  maniéré  que  l’expo- 
fant  2 de  la  fécondé  puiflance  , marque  qu’il  faut  prendre 
pour  les  coëficients  de  la  fécondé  puilTance , les  termes  du 
lêcond  rang  parallèle  } l’expofant  3 de  la  troiféme  , mar- 
que qu’il  faut  prendre  de  fuite  pour  les  coëficfents  de  la 
troifiéme  puHTance,  les  termes  du  troiûéme  rang  parallèle  » 
ôc  aind  de  fuite. 

Ainfi  fuppofant  que  » reprefente  en  general  le  degré  de 
chaque  puiflance,  l’on  a démontré  dans  la  première  difpofi-*  ipj. 
tion  des  fuites' , * que  i x f x x ^ x &c.  eft 
une  formule  qui  fait  trouver  par  ordre  les  termes  de  cha- 
que rang  parallèle,  i x f eft  le  fécond  terme,  i x f x 
eft  le  troifiéme  terme , & ainfi  de  fuite;  l’on  peut  négliger 
dans  chaque  terme  Tunité , qui  n’apporte  aucun  changement 
dans  les  produits. 

Par  confequent  la  fuite  x x ^ x x x &c. 

fera  trouver  les  coëficients  des  termes  des  fuites  égales  à 

,<»•+•&  , &C.  I eft  le  coéficient  du 

premier  terme  ; f reprefente  le  coéficient  du  fécond  terme  ; 
ç X repreféntc  le  coéficient  du  3*  terme  ; ÿ x x 
reprefente  le  coéficient  du  4*  terme»  **  “-4^  ^ x ^ 
reprefente  celui  du  y*  terme;  & ainfi  de  fuite.  11  n’y  au- 
ra , pour  trouver  ces  coéficients , qu’à  mettre  2 à la  place 

de  » pour  la  fécondé  puiffanoe , 3 à la  place  de  « pour  la 

troifiéme,  & ainfi  de  fuite , & rendre  négatifs  les  coéficients 
des  termes  pairs  , c’eft  à dire  du  fécond , du  quatrième  , 

*du  fixiéme,  &c.  fuivant  ce  qui  eft  démontré  dans  les  ope- 
rations precedentes.  * •io8f, 

III. 

Quand  il  y a ’ , &c.  les  coëficients  des 

termes  pairs , c’eft  à dire  du  fécond  , du  quatrième  , du 
■fixiéme,  &c.  font  négatift,  & ils  feroient  pofitifs  sll  y avwt 


IV. 


^ La  fuite  de  chaque  puiflance  eft  toujours  infinie , quand 
Texpofant  eft  négatif. 

Ggg 
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Corollaire,'  ' ; 

Où  l’on  démontre  quea  mettant  — a au  lieu  de  n 
dans  la  formule  generale  des  puiffances  de  a’^b"  = la* 

«*•  fa'^’“b  ^ i X ^ i X ^ X &c 

la  meme  formule  devient  la  formule  generale  des  puiffances 
de  a-^b  " , dont  Vexpofant  eji  négatif 

. ^ * 3*  *FjN  mettant  dans  la  formule  generale  | x 

a'^-'bb  &c.  — » à la  place  de  *♦■  » , Û eft  évident , 
ï°,  qu’on  trouvera  les  memes  puiffances  de<*  & dc^,  qui 

**  109* conviennent  à a^b~"  par  la  première  remarque.  * 

2*.  Que  les  coêficients  feront  les  mêmes  que  ceux  de 

* iio.a*^b~'‘  de  la  fécondé  & troifiéme  remarques , * car  Tunî- 
té  fera  le  coëficicnt  du  premier  terme,  — f le  coêficicnt  du 
fécond  terme , qui  doit  être  négatif  par  la  troifiéme  remar- 

•ii i.quc ; * ■ — T même  que  le  troifiéme  coefe- 

dent  s puifque  les  deux  grandeurs  négatives  — 

J donnent  le  même  produit  pofitif  que  les  deux  po« 

fitivw  r évident  que  l’on  trouvera  de  même 

que  les  coëfidents  de  la  formule  generale  feront,  après  avoir 
mis  — » à la  place  de  •4"  n,  les  coêficients  marqués  dans  la 
fécondé  & la  troifiéme  remarque . 

Par  confequent  l’on  a démontré  qu’en  mettant  dans 

la  formule  generale  a b = -h  t T ” ^ 

^ a"~‘'bb  &c. » à la  place  de  -4-  «,  elle  fera  la  forma- 

le  generale  pour  trouver  toutes  les  puiffances  de  » 

lorfque  leur  expofant  cft  négatif. 

X 1 4.  Et  comme  la  formule  generale  pour  élever  une  fuite  de 
grandeurs  à une  puiffance  quelconque  , eft  une  fuite  necellai- 
rc  de  la  formule  generale  pour  élever  deux  grandeurs  a uM  . . 
•lof. puiffance  quelconque  ) * il  eft  évident  qu’en  mettant  ^lu 
— 8 à la  place  de  » dans  la  formule  generale  des  puillan- 
ces  d’une  fuite , l’on  aura  la  formule  generale  des  puiffa^cs 
de  la  même  fuite,  lorfque  les  expofans  de  ces  puiflances  font 
des  nombres  entiers  négatifs. 

Si  l’on  veut  démontrer  ce  ftcond  cas  par  les  ojxratioca 
•ivS.de  la  propofition*  qui  précédé  ce  Corollaire , il  nyaqua 
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continuer  fa  diviCons  dans  la  fécondé  puiflânce  par  le  divi- 
fcur  entier  aa  W h-  ^ac  ihc  ^ es  ••r'  lad  -*■  zbd 

icd  -*•  dd,  &c.  après  avoir  déjà  trouvé  les  quotients  qui 
conviennent  à la  première  partie  du  divifeur  aa  •+•  ^ah  •+•  W , 
& continuer  de  femblablcs  divifions  dans  la  troiliéme  puiflan- 
cc,  la  quatrième,  &c. 

Avertissement, 

j^^FIN  que  les  formules  pour  élever  deux  grandeurs  ou  une 
fuite  de  grandeurs  à une  puiflânce  quelconque  , foient  genera- 
les en  toutes  maniérés,  il  refte  à démontrer  qu’elles  convico. 
tient  aufli  à toutes  les  puiflânees  de  deux  grandeurs  ou  d’une 
fuite  de  grandeurs , dont  les  expolâns  font  des  fraélionsj  ou  des  * 
nombres  rompus  pofitifs  ou  négatifs  > ou  , ce  qui  eft  la  même 
chofo,  quelles  fervent  aufli  à trouver  les  racines  quelconques 
de  deux  grandeurs , & d’une  fuite  infinie  de  grandeurs  On 
démontrera  ces  derniers  cas  par  la  première  méthode  du  fé- 
cond Problème , & on  les  prendra  pour  des  exemples  de  ce 
Problème. 

T . ' 


SECTION  IV. 

I * 

Où  l'on  continue  lei  exemple»  de  la  première  méthode  du  yê» 
cond  Problème  : On  ’enfeigne  à appliquer  la  même  metho- 
’ de  aux  équattont  qui  contiennent  les  i'fferencet  ; & Fo» 
, explique  le  retour  det  fuites. 


Exemple  V.  du  second  Problème, 

* ROUVER  la  fuite  in^nie  'qui  exprime  la  racine  n de  a^b, 

ce  fl  à dire  , trouver  la  fuite  infinie  qui  efl  égale  d 


■Jl  faut  fuppolér  a:  = Vrf  ^ ^ _ 

En  élevant  chaque  membre  de  cette  équation  à la  puiflan* 
ce  >f,  on  aura  x’"  — a by  Sc  tranfpofant,  ar"  — - 4 ^ = o, 

r La  quedion  fe  réduit  à trouver  la  fuite  infinie  qui  eft  la  va- 
leur de  X dans  cette  équation  a"  — a — • & = o . Pour  la 
trouver.  . * , 

Ggg  ij 
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1*.  Ilfautfuppofer  x=C’*‘db^*-ehb’*-fb'’*‘gb*-^hMScc. 
le*  grandeurs  c,  </,  e,f,g,  &c.  font  indctcrminées. 

a".  11  faut  élever  chaque  membre  à lapuiffancei»  parla 
•ioS.  formule  generale , * & fubftituer  la  valeur  de  à la  place 
de  at“  dans  l’équation  x"  — a — fc  = o,  & l’on  aura  l’équa- 
tion changée  fuivante . 


Z*® 


^n-i  ^ i X f"-*  deh>  4,5x’-^x  ddea^ 

dfh 


^ l\  n fautfuppofcr  chaque  terme  de  cette  équation  chai»: 
gee  égale  à zéro  y ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a befbin  pour  déterminer  les  grandeurs  indétermir 

aécscy  dy  Cyf,  g,  &C. 

Par  la  première  c*  — <*  = o,  on  trouvera  f = a". 

^ En  fubftituant  la  valeur  dec  dans  la  fécondé  lc'^~*d i 

= O , on  trouvera  d = . 

Subftituant  les  valeurs  de  e & de  d dans  la  j*  «v»  ^ 


^ = O,  on  trouvera  e = i x 

Subftituant  les  valeurs  de  r,  d,  e,  dans  la  4%  7c “ - i < 
^ X --T—  X -»■-  c'^-^d^  y en  trouvera 


^ ^ ^ R ^ X ^ ^ *• 

» " an;  . | » ’ 

Subftituant  les  valeurs  de  c y d,  c y f,  dans  la  5.'  7 c , 
7 * — X *-7--  X i-r.f"— on  trouvera  g ==  7 x 


Lr,?.  X w 


4°.  Il  6ut  fubftituer  ces  valeurs  de  r,  d,  e,f,  g,  dans 
^db^eib^fli -^gb*  6lc.  & l’on  aura  k = a*4- é ” =<»-'' 

» n 


4 : 

r X — TT" 


iniiL 


J ** 


b^SiC, 
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C'cft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit , c’eft  à dire , c’eft  la 

-I 

fuite  infinie  égale  à 4 Ce  qui  étoit  propojé. 

R E M A R QJJ  E s. 

I. 

Z 1 ^ I l’on  fubftitue  à la  place  de  n dans  la  formule  gene- 
rale â"“  *hh  *4-  f X ^ X 

^a"-  &c.  on  trouvera  exactement  la  fuite  qu’on  a 

trouvée  dans  le  cinquième  exemple  ; par  confequent  la 
formule  generale  convient  à toutes  puifbnces  de  deux  gran- 
deurs , qui  ont  pour  expofant  une  fraélion  dont  le  numé- 
rateur efl  l’unité  J & le  dénominateur  tel  nombre  qu’on 
voudra . 1 1. 

Z 1 7»  On  trouvera  de  la  même  maniéré  la  fuite  infinie  qui  eft 

---  • — 

la  valeur  de  b —a  -h  f» “ , en  fuppolânt  x = b " ^ 

ce  qui  donnera  x^  = . 

On  fuppofera  x = c àb  tbh  fb^  &c.  les  grandeurs 
V,/f,  e,/,  font  indéterminées , & on  prendra  la  valeur  de  a:"  par 
cette  Quation . 

, On  réduira  auiïi  b “ en  la  fuife  infinie  qui  lui  eft 
égale . 

On  fubftituera  les  valeurs  de  <!-♦•/“  dans  l’équa- 
tion x"  = 4i  -4-^* , ce  qui  donnera  l’équation  changée. 

On  en  fuppofera  chaque  terme  égal  à zéro  \ & par  les  équa- 
tions particulières  que  donnera  cette  fuppofitioo , on  détermi- 
nera c,d,e,fy  &c. 

On  Aibllituera  les  valeurs  déterminées  de  c,  d,  e,  f Scc, 
0 

dans  l’équation  x = “ •=  e db  ^ ebb  •tr  fb^  &c, 

. . m 

. & Ton  aura  la  fuite  infinie  égale \.a^  b'^  y qu’on  trouve-' 

ra  être  exadtement  la  formule  generale  <i  :t=  a" 

7 a"  &c.  après  avoir  fubftitué  dans  la  formule  genera- 
le 7 à la  place  de  ». 

III. 

Z 1 84  On  trouvera  de  la  meme  maniéré , en  cherchant  les  fui- 

Ggg  iij 
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Analyse  démontré' 


tescjui  font  les  valeurs  de 


^ 4 ^ S 


=;  = 4 ^ fr”  * & de  - -î. 


_ 4 

■=ia^it  “jquc  ces  fuites  fcnt  exaflement  la  formule  gé- 
nérale de  a^hy  en  fubftîtuant  dans  cette  formule  — à la 
place  de  n dans  le  premier  cas , & — ? à îa  place  de  » dans 
Je  fécond  cas»  . ' 

IV. 


* 9*  II  fout  auflî  remarquer  qu'en  éîevant  par  le  moyen  de  Ta 
formule  generale,  deux  grandeurs  reprcfentces  en  general  par 
fl  à une  puidance  quelconque,  dont  l’expofant  eft  mar- 
que en  general  par  n , on  peut  commencer  par  la  féconde 

* --  te 

comme  s’il  y avoit  b a , de  manière  que  b fût  fa  premiè- 
re, & 4 la  lêconde  j & il  fout  choilîr  celle  des  deux  manie-  . ^ 
tes  qui  donnera  la  fuite  dont  les  termes  feront  les  plus  commo- 
<des  pour  Id  réfolution  que  Ton  cherche» 


V. 

î to».  La  même  formule  generale  peut  fervîr  â trouver  les  racincf 
quelconques  approchées  à l’infinr,  ou  autant  pré*  qu'on  vou- 
dra , des  puiflances  numériques  imparfoites  ; il  n y aura  qu'à 
partager  la  puifTance  numérique  imparfaite  en  deux  parties ,, 
dont  la  première  foit  la  plus  grande  puifTance  numérique  par- 
, foire  contenue  dans  là  puiflànce  numérique  imparfoite  propo- 
se, & la  fécondé  partie  foit  lé  nombre  qui  reftera>  après 
avoir  ôté  de  là  puiliànce  innparfaite  propofee  la  plus  gran- 
•de  puifTance  parfaite  qui  y efï  contenue.  Il  faut  enfuite 

flippofêr  que  ^ 4 H-  ^ , ou  a •*- b-  reprefente  la  puiflâner 
oumerique  imparfaite  propofée  , que  a reprefente  fo  premiè- 
re partie,  &^Ia  fécondé  priiez  & que reprefente  Tex- 
pofant  de  la  racine  qu'on-  veut  extraire,  il- faudra  enfin 
îûbfliruer  dans  la  formule  generale  à là  place  de  4>  t,  *r,  les 
'|randéurs  numériques  qu’elles  reprefentent  & après  les 
‘ fobftitutions  J l’on  aura  la  racine  approchée  que  l’on-  chcr- 
choir,  Ainfi’  pour  trouver  la  racine  troifiéme  de  12,  on  fup- 

pfera  4-*-A"  = 8^4*  , &on  fubflituera  les  grandeurs 
numériques  à la.  place  des  littérales  dans  la  formule  genc* 
salé. 
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A • 

Exemple  VL 

Z 1 1 . y*  ROUVBR  la  fuite  infinie  fui  efl  la  valeur  J!ra>t-by-t-cyy 
«t-  dy^  ey*  •+•  &c.  * 

Tl  faut  fuppofer  x=-a’^by-^cyy’^dy^^ey*  •+*j5'‘  &c.  ^ 

Par  confcqucnt  x"  ~ a ^ ^ cyy  dy^  ^ ey*  fy^  Scc, 

En  tranfpofânt  o = — x"  a ^ hy  ^ cyyor  dy'  &c. 

La  queftion  Ce  réduit  à trouver  la  valeur  de  x dans  cette 
équation.  Pour  la  trouver, 

i'.  Il  faut  fuppolèr  x ^by»fiyy  &c. 

les  grandeurs  g,  »,  k,  &c.  font  iodérerminécs . 

2”.  Il  feut  prendre  la  valeur  de  a:"  par  cette  équation  en 
<ê  fervant  de  la  formule  generale,  * & fubftituer  cette  valeur  • 
de  ar“  à la  place  de  — x“  dans  l’équation  o = — 4 * 

•4“  hyo/^cyy  occ.  & l’on  aura  l’équation  changée  fui  vante. 

■ \g^^hy~h%"^ÿ-^bhyy-\%^%^g^~  x==-’ 

1 ' ■“  T .S 

h-  ^ cyy  dy*  ’ 

. 3“.  11  faut  fuppoftr  chaque  terme  de  cette  équation  chao- 
gée  égal  à zéro,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières  dont 
on  a befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  g,  b,  i,  4»  &c 
» ^ 

Par  ,1a  première  g’'  =<»,  on  trouvera  g = a". 

En  fubftituant  cette  valeur  de  4 dans  la  fécondé 


/ 

n-,J 


in? 

“ b. 


^hf  on  trouvera  4' 

En  fubftituant  les  valeurs  de  gfb^  dans  la  s’i-g”'*'  * = 

t a n 

7 X bh»*^Ct  on  trouvera  # = -h  •;  x ^*4  5 bb 

I-— tt 

En  fubrtituant  les  valeurs  de^, h,$,  dans  la  4*  k ~ 
— f X X bf  — 7 X g pH  d,  00  trou. 

vera  it  = m-  i x -4“^-  x a~^h*  M-  ^ x 4-’ 
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4i4  Analyse  demontre^e; 

On  trouvera  de  la  même  manière  les  valeurs  de  /,  de  p, 
&c. 

- 4®.  II  faut  fubftituer  les  valeurs  de  g,  h,  »,  k,  &c.  dans  a:  ==  ^ 

— - - ■ ■ ^ 1 

iyy  ky  &c.  & l’on  aura  xT^a-^by^r^cyy  •‘rdy^  «3cc.  » 

a~^Pk-^a~by^^x  a " blyy  fcy 

I — n > ^ > ft 

• ■ • ••■  -,  •*-■^4'^ 

Ce  qui  étoit  propofé . 


• byy  dy^  •4»  e_y’  &c.  ■ 

«4-  y "4-  ■4“  <51’  &C. 

• ay  ^ byy  cy^  ■+■  •4«  <5t* 


Exemple  VIL 

2 2, 1,  7*  RO  VVER  la  fuite  infinie  qui  efi  la  valeur  de  zy byy 

-4-  cy^  >*•  dy^  -4-  ey’  &c.  “ 

J L faut  fuppolcr  x — ay  • 

Par  confêquent  x'  — ay 
Et  traofpofant  o = — x^ 

^ &c 

La  quefHon  fc  réduit  à trouver  la  valeur  de  x dans  cette 
équation.  Pour  la  trouver, 

i“.  Il  faut  fuppofer  -4-  % -^  »>’  -4-  -4-  ly'  &c. 

les  grandeurs  g,  b,  »,  &c.  font  indéterminées . 

2®.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  x"  par  cette  équation  en  ft 
• xo6.  lêrvant  de  la  formule  generale  , * & la  fubftitucr  à la  place 
de  — AT®  dans  l’équation  o = ■ — x'^  ay  byy  &c.  & l’on 

aura  l’équation  changée  qui  fuit. 

U-  x"=-gy- 

I - _ « ...  « 

^■*.«;Hrtw4-fj'lcev=  H- •^hjy  ■ ■'  H»  Çjr* 

Pour  donner  à cette  équation  changée  la  forme  qui  lui 
convient  , afin  que  les  puiffances  dey , prifes  de  fuite  y,yy,y\ 
y,  &c.  en  diftinguent  les  termes , il  faut  faire  en  forte  que 
y“~’  fe  trouve  dans  chaque  coéfident  , en  confideranC 
qu’on  prend  pour  coèficients , toutes  les  grandeurs  qui  pré- 
cèdent dans  chacun  de  ces  produits  les  puiffances 
y*,/*,  &C.  de  l’inconnue  y,  qui  doivent  diftipguçr  les  termes 

de 


hy 

bif  &C. 
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de  l’cquation  j & il  faut  qu’en  failânt  ce  changement , chaque 
produit  ait  toujours  fa  même  valeur,  & que  cela  ne  la  change 
point . 

En  fàifant  ce  changement,  comme  on  le  voit  dans  l’équa. 
tion  fui  vante,  on  aura  exadiement  la  même  équation  chan- 
gée, qui  ne  didère  de  la  precedente  que  dans  la  feule  expref 
lion,  & les  termes  de  l’équation  feront  diftingués  par  les 
puiflànces 

» hjy — f y * ^ f'-  ’ hy 

— fy h;y,S 
f g""  ' y~  ’ y 


r -x“= 


-I 


3®.  Il  faut  fuppofer  cliaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée  égal  à zéro , ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  indéterminées 

& K L 

Par  la  première  de  ces  équations  y*  on  trouver» 

g = a'^  ^ Scgy  = a~"  y^. 

En  fubftituant  la  valeur  de  g ou  de  dans  la  féconde 

_y— Il 

î-yy'^=^>  on  trouvera  = ^ 4 by  . 


En  fubftituant  les  valeurs  de  dans  la  3*  fg"“*  t 
— — T y"”'  c,  on  trouvera  i = -4-  i x 

»-»n  i-B  i-n  i-n 

■V?  4 “ bhy  " -4-  4 “ “ . 

En  fubftituant  les  valeurs  de  g,  h,  »,  dans  la  4*  f g ^ 

= — f X i y’^-'  h> — -2  X bi 

d,  on  trouvera  ^=»4-  ■;  x a t b^y  l -h-jX 

• 1 — an  I— n i«-n 

^4  “ dy  . 

‘ 4°,  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  deg,A,»‘,it,  dans  x-=igy^byy 


*^if  •^ky^’^iy  &c.  & l’on  aura  x = 4y-t- byy^ cy^^dy^ &c.  ■ 

JL  L i--n  I *^n  I »—  an  i ^ a g 

?=4“/“4«-;4  “ ^ 


■;  X 4 ” hby  “ 

i—n  1 4-  m 

— ^ cy  * 


"H  h h' 
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1 — jP  _ ^•*•3 


1 — a O 2^ 

1— n > •♦■ 

^^4  " • 


i» 


4» 


^ — 40  1 4»  4J» 

Û n 

y-r*  ?ft  Y 4ft’ 

n bh^y-ir- 
^ ~ J"  1 ■»  4Br 


“ (cy 


» ■*• _5_» 


H-i  4 


<7 


C’cft  îa  fuîtc  qui  eft  la  valeur  de  aj/  iy)  cy  iiy*  ècc.’*- 
Ce  qui  <ftoit  fropofé. 


R E M A R QJU  E S. 

I. 

2. 1 3.  Jl  faut  faire  fur  le  fixiéme  & le  feptieme  exemple  les  mêmes 
remarques  que  l’on  a faites  fur  le  cinquième  exemple,  & l’on 
verra  clairement  que  la  première  méthode  du  fécond  Problè- 
me étant  démontrée,  les  formules  generales  pour  élever  deux* 
grandeurs  & une  fuite  infinie  de  grandeurs  à une  puiffance 
quelconque,  font  aufli  démontrées  pour  tous  les  cas;  c’eft 
à dire  , on  verra  clairement  qu’on  a démontré  qu’elles  fer- 
vent à élever  deux  grandeurs  & une  fuite  infinie  de  gran- 
deurs à une  puifTance  quelconque,  quelque  nombre  qu’en 
puifle  êtte  l’expofant , foit  entier  , foit  rompu , foit  pofitif , 
foit  négatif}  & qu’il  eft  aufii  facile  d’élever  par  cette  for- 
mule deux  grandeurs  ou  une  fuite  infinie  de  grandeurs  à une 
puiflance  fort  élevée  , qu’il  eft  aifé  par  la  méthode  ordinaire 
de  les  élever  au  quarré  ou  à la  troifiéme  puiftànce;  & qu’il  - 
«ft  aufli  làdle  d’en  extraire  la  racine  quelconque,  que  d’en 
extraire  la  racine  quarrée  ; puifqu’il  n’y  a qu’à  fübftituer  dans 
ces  formules  generales  le  nombre  entier  ou  rompu , pofitif  ou 
négatif,  qui  eft  l’expofant  de  la  puiftànce  qu’on  veut  trouver', 
à la  place  de  » qui  le  reprefente , & les  grandeurs  dont  on 
cherche  la  puiftànce  ou  la  racine,  à la^place  des  grandeurs 
4,t,f,&c.  des  formules  generales.  ’ 

On  verra  aufti  que  quand  l’expofent  de  la  puilTance  à la- 
quelle on  veut  élever  plufieurs  grandeurs , eft  un  nombre  en- 
tier pofitif,'" l’on  trouve  une  fuite  finie;  mais  qu’elle  eft  infinie 
dans  les  trois  autres  cas , c’eft  à dire , quand  l’expofanC  de- 
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■ h puiflànce  eft  un  nombre  entier  négatif,  & quand  il  eft  un 
nombre  rompu  pofitif  ou  négatif. 

IL 

On  verra  l’ufage  de  ces  formules  generales  qui  fervent  à éle- 
ver deux  ou  plufieurs  grandeurs,  ou  une  fuite  de  grandeurs^ 
une  puiflance  quelconque,  dans  les  exemples  fuivans,  & l’on 
.doit  avertir  ici  qu’elles  font  dune  extrême  utilité  pour  trouver 
des  formules  generales  qui  fervent  à uécouvnt  la  réfolutioa 
des  Problèmes  les  plus  compofés. 

Exemple  VII  L , 

P ou  R trouver  la  valeur  de  a:  dans  l’équation  x* — ** 

p^—x* — ’jnnyyxx'^ppy^  =0» 

* «4- 

1*.  Il  faut  (uppofer  x=ay^-^by^  cy^"^  I &c. 

ayh,c,6cc.  font  des  grandeurs  indéterminées. 

2®.  11  faut  fubftituer  dans  la  propofée  les  valeurs  de  x,  prifes 
.de  cette  équation  indétermbée  , & Ion  aura  l’équation  chan- 
gée qui  fuit. 


X*  z=p>fay^  Pir^ôa'hy*  ^ \^a‘’hhy'’ 


-€x^  = 


n-z 


rh'  &c. 


* « 


a* 


f 


— - -jnnyyxx  = — ytmaay^  — ij^nnaby* — jnnbby' 

>4-  i4»»4rj(* 

.ppf  = pi^ppy* 

. 6'»y  — -4-  6ny 

5®.  11  faut  fuppofor  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
|ée  égal  à zéro  , ce  qui  donnera  les  équations  dont  on  z 
Dcfoin  pour  trouver  les  valeurs  des  indéterminées  &c. 
Par  la  première  a*  — yana*  -4-  6»*  = o,  on  trouvera  que 

I 

la  plus  petite  valeur  pofirive  de^ell  «*,  czr  aa  — n=:o, 
elt  un  divifou  r exaél  de  — •jnncla’^6n^=.o^ 

En  fubllituant  la  valeur  de  a dans  la  2*  nnnab  — 6ab^=i 

' PP , on  trouverai  = — — ^ -4»  — ~~r 

8»* 


&c. 

&c. 


liV 

r 


Hhh  IJ 
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£n  fubAicuant  les  valeurs  de  a,  b,  dans  la  3'  i^.n»ac — 6a^c 

z=z**»~ b’^i%a‘*hb  — 7/7«W,  on  trouvera  f= 

” «* 


64»*  64»* 

4*.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  <1,  fr,e,  dans  k =ay* 
...  ...  .. 

rr/ 


•^by  ^•>fcy  * &c.  & l’on  aura  ;v=fl*/*- 


' i 158  f 
8«"  6.\n‘ 


U' 


64»*  64a* 

On  peut  continuer  l’approximation  autant  qu'on  voudra  ; 


Application  de  U première  méthode  du  Retond  PreAteme  k la 
réfolution  des  équations  qui  contiennent  des  différences . 

Avertissement. 

T . E fécond  Problème  lcrt  aufllî  à la  rclôlution  des  équationâ 
qui  contiennent  des  différences,  die  l’on  peut , par  la  première 
méthode  de  ce  Problème  qu’on  a expliquée,  & par  la  féconde 
qu’on  expliquera  dans  la  fuite , trouver  la  valeur  approchée  à 
l’infini  de  laquelle  on  voudra  des  inconnues  de  l’équation , ex- 
primée par  une  fuite  qui  n'aura  que  les  puiffànces  de  l’autre  in- 
connue, ou  des  autres  inconnues,  s’il  y en  a plufieurs , avec 
des  grandeurs  toutes  connues.  Et  comme  cela  donne  la  réfolu- 
tion  de  plufieurs  beaux  Problèmes  de  Geometrie,  on  va  faire 
l'application  de  la  première  méthode  à plufieurs  équations  qui 
contiennent  des  différences.  On  fuppofe  feulement  qu’on  fçait 
le  calcul  des  grandeurs  différentielles,  qui  eff  expliqué  dans  la 
première  SeSlion  de  rAnaîjfedes  Injinimens  Petits  ; & C on  veut 
l’appliquer  aux  équations  qui  contiennent  des  fécondés  diffé- 
rences ou  des  troifiémes  différences,  &c,  il  feut  fçavoir  le  cal- 
cul de  ces  différences  fécondés,  troifiémes, écc.  qui  eft  expli- 
qué dans  l’Article  65  du  même  ouvrage. 


Préparation  des  équations  qui  ont  des  differentes , e^n  d'y  appliquer 
la  méthode  du  fécond  Problème. 

Supposant  que  les  équations  différentielles  aulquelles  on 
veut  appliquer  la  méthode  du  fécond  Problème , ont  les 
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deux  ifxxjnnues  x Ce  y , avec  leurs  différences , & qu’on 
‘ cherche  la  valeur  de  x par  une  fuite  dont  les  termes  n’ayent 
que  les  puifTances  de  y avec  les  grandeurs  connues  des  équa.* 
tionsi  il  fàuctoujoun,  avant  d’appliquer  la  méthode,  faire 
en  force  par  la  multiplication,  la  divifion,  &c.  que  la  diflè* 
rence  ây  de  la  fécondé  inconnue  , foie  dans  le  dénomina- 
teur, & ne  foie  point  dans  le  numérateur.  Par  exemple,  fi 
l’on  propofe  de  trouver  la  valeur  de  x dans  l’équation  dx 
■4-  ydx  — I dy  — O,  il  faut  divifer  tous  les  termes  par  dy^  & 
l’on  aura  l’équation  préparée  -jt  ^ — * = o.  De  même 
fi  l’on  propofe  de  refoudre  l’équation  dsd  = dy*  y il 

faut  multiplier  tous  les  termes  par  i — yy,C^  enfuite  lesdi- 
Tifer  par  , & l’on  aura  l’équation  préparée  i — 

= O . Si  l’on  propofe  l’équation  dx  x 

* ^rr  —XX 

= \dy  , il  faut  multiplier  chaque  membre  par  2>/ rr  — xx  y 
& enfuite  les  divifer  <ç>zr  dy  , & l’on  aura  l’équation  préparée 

~dj  X -4-  / — q Xy/rr  — xx — V rr  — ■ xx  =^o. 

Il  en  efi  de  même  des  autres  équations  diflèrentieiles . 

Exemple  IX. 

Zzy.PoüR  trouver  la  valeur  de  a?  dans  l’équation  différentielle 
TJ-  ^ ^ 

1®.  11  faut  fuppofer  X = ay  •*“  hyy  cy^  ey*  -4-  fi/*  &c. 
d’où  l’on  déduira  en  prenant  les  différences  de  chaque  mem- 
bre,  -^  = -4«  liy  -4-  ^cyy  -4-  qey^  »4»  ^fy*  &c. 

2*.  11  faut  fubftitucr  la  valeur  de  -Ÿj-  dans  la  propofée,  & 
elle  fera  changée  en  l’équation  qu’on  voit  ici. 

r -4--v^= -4-/* -4-26/-4-3fyy^4<?^*-4-s/)*  &c. 

0= -4  ■4*^7=  •^“ay  <^2l>yy"*~3ey>  •^4xy*âcc. 

L—  ï =— * 

3®.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro , ce  qui  donnera  autant  d’équations  particuliè- 
res qu’on  a fuppofé  de  coêficients  indéterminés  , lefquelles 
ferviront  à en  trouver  les  valeurs. 

Par  la  première  -4-<s  — 1=0, on  trouvera  4 = 1. 
Par  la  fécondé  -4-  -4-  4^  = o , on  trouvera  è = — ï, 

Hhh  i;j 
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Par  la  troifiéme  -4-  icyy  xhyy  = o,  on  trouvera  ^ 

Par  la  quatrième  -+■  yy'  =o,  on  trouvera 

Par  la  cinqii  cmc  •4»  $fÿ*  ^cy*  =o,  on  trouvera 

4».  En  lUbftuuant  ces  valeurs  de  <* , fr,  f , r , à leur  place 
dans  x = ^y’*‘l'yy^  cy^  -4-  ty^  -♦-//,  on  aura  jr  = ^ 

^ i^> &c. 

C’e'il  la  valeur  approchée  de  x que  l’on  chcrchoit. 


Exemple  X. 

il 8, 1^0 HR  trouver  la  valeur  de  x dans  l’équation  xx  — rr 

•*“-ÿ  =o- 

1“  Il  faut  fuppofer  x = ay -fi- by^  cy'  -4-  e/  &c. 

les  coéficients  a^btCy&Lc.  font  indéterminés.  On  ne  peut  pas 
fuppofer  X =■  ^y  ”4“  bty  -+■  cy^  •+*  ej»*  &c.  pareeque  dans  cette 
(uppolîtion,  on  ne  pourroit  pas  trouver  toutes  les  équations 
particulières,  propres  à déterminer  les  valeurs  de  tous  les  coë- 
ficients  indéterminés. 

En  prenant  la  différence  de  chaque  terme  de  x = ay  by  f 

-4-  dkc  on  aura  = <»  -4-  ^byy  -4-  $cy*  -f-  jây*  -4-  &c» 

quarrant  chaque  munbre  de  cette  équation , on  aura 


r = aa  6aéyy 


• pbby* 
loacy^ 


' lobey* 


' T-sccy*  &c. 


' ^ihef 


quarrant  auffi  chaque  terme  de  l’équation  fuppofee  x — ^ 
*^hy^  cy'  &c.  on  aura 

XX  = -4-  aayy  -4*  ^ayf  •*“  Voy^ 

-4-  racy*  -4-  ibef 


2».  II  faut  fubffituer  ces  valeurs  de  & dexa?  à leur 


f 


place  dans  la  propofée  , & elle  fera  changée  par  cette  fubfti- 
tution  en  l’équation  infinie  qu’on  voit  ici  » 

-4-  aayy  -4-  'uAy'^  bly^  laey 


' XX 


^acy' 


xbcf 


; — rr  = 

^ = i ^ = 

- -4-  


-rr 


&c. 


l 


aarr-^  6 abrryy  phhrry*  -4-  i/^erry  »4-  2$ccrry 

•4“  loacrry*^  lobcrry*  •4»  itafrry* 

-4-  /p.berrj* 

3°.  U faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  h zéro , ce  qui  donnera  autant  d équations  jwrticuhe- 
rcs  pour  déterminer  les  coëficients  indéterminés  , qu’on  a fup- 
pofé  de  ces  coë&cicnts  indéterminés.  ‘ 


•3o. 
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Par  la  première  on  trouvera  «<4  = 1,  d’où  l’on  déduira 
4 = I . Par  la  fécondé  on  trouvera  b — — ^ : par  la 
troifiéme,  c = -t-  par  la  quatrième,  c = — par 
la  cinquième,  /=  jnïnr,. 

^ 4“,  Il  faut  fubftitucr  ccr  valeurs  de  4,  b,  r,  &c.  dans  l’équa- 
tion fuppofée  x = ay  A- by^  cy^  &c.  & l’on  aura  x 
’ — . C’eft  la  valeur  approchée 


éir  fior*  $040^ 

de  X que  l'on  chcrchoic 


Exemple  XI. 
a i 9.  Pou  R trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation 

r/  r/  &c.  d’oîl 
yiy"  -f  5j0-«  &C. 


-:ijr  — O , 

i“.  On  fuppofera  x = ay  A‘  by'^ 
l’on  déduira  a a-  ^yy  a-  ^cy*  a- 

en  quarrant  chaque  membre , on  aura 
jip  = A~  aaA“  6ahyy  -H  ^hhy*  a-  i^acy* 
Ax  loacy^Ar  "^olcy^ 


isecf  &C. 

rZaff 
i^ihey* 

2*.  On  fubftituera  cette  valeur  de  dans  la  propolee, 
& Ton  aura 


' I ^ 1 . 

— ^ =—44  — iahyy  — ^bby*  — \/^ey*  ■ 


■ 2yr9>* 
•3otr/  — 184// 
—^ihcy* 

' <)lly*  «4-  i^aey* 

■ ioacy‘  A-  ^obcf* 

3*.  On  fuppofera  chaque  terme  de  cetre  équation  changée 
égal  à zéro. 


A-^"  — 


— 1049’ 
a^y  »4“  6aby* 


&c. 


&c. 


Par  ces  équations  particulières  on  trouvera  a — a»  i . 
i = -4“  i , C —I—  , t — ~7  •4“  -f  }J 

« » *0  i ^ ^ii»i  J iij»* 

4°.  Un  fubltituera  ces  valeurs  de  4 , fr,  c,  &c.  à leur  place 
dans  x — aywAhy^  &c.  éfc  l’on  trouvera  a:  =9' 

TTv/  •+-  rfh-;*  &c.  C’eft  la  valeur  approchée  de  x que 
l’on  cherchoit. 


Exemple  XII. 

3 O*  So  I T ptopofé  de  trouver  la  valeur  de  — — x par  le  moyen 
de  l’équation  a-  pyy  — rrx  — ■ — pxx  = o. 
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• I*.  Il  faut  fuppofcr  x=^ayy’^hy'>’^cy*  S^c.àoh.  l'on  dé- 
duira = -♦-  4^’  6cy'  &c.  & xa:  = aay^ 

jahy^  bby'  &c. 

-4-  ^acy* 

2*.  Onfubftituera  ces  valeurs  dex^  xx  i leur  place 
dans  la  propoféc , & Ion  aura 
f^fyy=^pyy 

\^rrx=  — arryy  —brry*  —erry^  &c.  . ^ 

O — :r^^5  — larryy — ^brry*  — 6crry^  ôcc. 

^ pxx  = ■+■  . &c- 

3“.  U faut  fuppofcr  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro. 

On  trouvera  par  ces  équations  particulières  d = 

hr=z  fxVx'inrro- 

• 4®,  Il  faut  fubflitucr  ces  valeurs  de  a,  b,  e,  &c.  dans  l’équa- 

tion fuppofée  A-  = ayy  by*  h-  cy*  &c.  & l’on  trouvera 
.r  = -♦-  -^^y  rxTxfkp/  d’où  l’on  dé. 

duira  — x = -j jhj!/ — 

Ce  qui  était  propofèe. 

’ Si  l’on  veut  fuppofcr,  pour  abréger,  on  trou- 

-A  ' • «6  M 


vera  — x — n — 


sXfn' 




]XsX7X»«> 


&C. 


f.  > 

E X E M P L E XIII. 

2^  ^ J ^ JP©  U R trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation . 

X qr  ^ t' — q X \/rr  — xx  — y/rr  • — xa?  = o , 

1*.  11  faut  fuppofcr  X = ay^by'  -4-  cy'  ey^  &c.  d’où 
l’on  déduira  = -4-  d -4-  ^byy  -4-  scy*  -4-  7;/  &c. 

-4-  XX  = *4“  aayy  -4“  laby*  -4-  bhy*  &c.  -4-  «♦  = H-  a*y* 

«4-  &c.  »4-  X*  =-4-  4*/  &c. 

U faut  aufli  réduire  y/rr  — xx  =rr  — xx  * en  la  fuite 
qui  exprime  cette  grandeur,  par  le  moyen  de  la  formule  gene- 
*103. raie,  * où  il  ne  faut  que  fubflituer  -j  à la  place  de  »,  rr  àja 
place  de  4,  & — xx  à la  place  de  bi  & l’on  aura  ^rr  — xx 

rr  — XX  • = r — 77-  — rxVTî* 

' U 6ut  concevoir  cette  valeur  de  ^rr  r-r  xx  à la  place  ^ 

de 


0 = 
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dans  la  propofée,  & fubftituer  les  valeurs  de 4j-, 
XX  i X»,  x*i  &C.  à leur  place  dans  la  propofée,  &l’on  aura 


Xfr 


= •+•  3 S cqrf  qeqry*  &c. 


xf/rr — MX^^atr  -^^btryy  •^^ctry*  •^jetry* 


—-iyy 


2±îfL«4  îfiîyS 

ïr  »r  7 

6Mih  . 


jj«tf 


ir  •'  »r  ■' 


&C. 


fl*  «4 

xXv’’ 


« 

ïr  / 

♦‘“li*  HJ* 

1X4'’*  ' 

aX4r‘ ' 

lK4Xir’-' 
fi 


•H  ^ X — f /rr— XX = — 4Tf  —ihqryy ^^cqry^—  qcqry 


*ï?-v— „ 


% 

ir  / ir  / 

lX4r*/  ^ *r  > 


&C. 


— v'rr-«»=— r 


»X*r' 

‘-^y. 

»X4Xir’-' 
xr  J 


.-  44't 

^ lX4f 

“S 

“^iiüXir 


&C. 


î/ 

t/ 


a*.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
géc  égal  à zéro. 

3%  On  trouvera  par  ces  équations  particulières  <*  = ■»-  f , 

z__  ■?  lOff-Py» 

^ '6rri4  ^ ixar»»'  J040j'‘»“' 

4*.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,  b,  c,  &c.  dans  l’équa- 
tion fuppofée  X 4xy  bf  cy'  &c.  & l’on  trouvera 

„ 2 _ O.  «°??— 

lior-»»’  J 


50444f— ai5f»f  » &Ç 

10  J 


Ç’eft  la  valeur  de  x que  l'on  cherchoit. 


j040r*»‘ 

lii 
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Exemple  XIV. 

a 31.  Pour  trouver  la  valeur  de  x dans  l’équation  xx  • — 

. — ««  -4-»y  =0, 1*.  il  faut  fuppofcr  x=ii  •*r‘by 
H-  &c.  les  grandeurs  h,  e,  lont  indéterminées. 

2*.  11  font  prendre  par  cette  équation  fuppofée  la  valeur 
de  -7^,  & l’on  trouvera  ^ 2/7  397  ■«-  &c. 

Il  âut  fubftituer  la  valeur  de  x:ir  & celle  de  , dans  la 
propofée , & l’on  aura  l’équation  changée  fuivante . 

XX  ■=  aa^rdby^hbyy  ^ibcy^ 

•^lacyy-^iaey^ 

— —V  — — &c. 

w^ny  — ^ny 

— nn  = — nn 

3".  11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
à zéro,  & l’on  trouvera  par  les  équations  particulières  que 
donnera  cette  fuppofition,  x = b — — \ \c  — — 

2 

• - 1 4 Hm  * 

4*.  11  faut  fubftituer  ces  valeurs  des  indéterminées  à leur 
place  dans  x=a^^by^cyy  •^fScc.ôc  l’on  aura  x—n — ^ 
— ^yy  — r^y^jSic.  C’eft  la  valeur  de  ;v  que  l’on  cherchoir. 

Stconde  mamtre  de  nfoudre  U rmmt  exemple. 

S*  » moindre  que  y , il  faudroit  prendre  une  fuite  oh 
les  puidances  dey  fe  trouvancnt  dans  les  dénominateurs  des 
termes,  c’eft  à dire,  il  faudroit  que  les  cxpofans  des  puiflàn- 
ces  de>  fijifcnt  négatifs,  de  la  maniéré  fuivante. 

i*.  Il  £iut  fuppofcr  X — ay  ly*  cjT^  <7“*  •¥>ôcc. 

1®.  II  faut  prendre  la  valeur  de  par  lé  moyen  de  cette 
équation,  êc  l’on  trouvera  — a — <y~*  — &c. 

11  faut  fubdituer  les  valeurs  de  xx  & de  dans  la  pro< 
poféC)  & l’on  aura  l’équation  changée  fuivante, 

XX—  •*‘iaîy ’**bb  H-aér/*”  ■»■&& 

— ^■=.—ayy  * •»-c  — agr* 

•^ny  = ^ny 

- — un  = < — w» 

3®,  Il  feut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
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i zéro»  & Too  trouvera  par  cette  fiippoUtioti  a b :=. 
— i»k  ( — i»«,  e=-t-  TiV»*. 

4“.  Il  faut  fubftkuer  CM  valeurs  dans  AT  =:<<X  •^h/‘  ’*’cy~* 
•^écc.  & Ion  trouvera  x =y  — \n  &c. 

Ceft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoic. 

Exemple  XV,  oîi  il  y a trois  inconnues. 
Avertissement. 

J*  Jl  y a des  Problèmes  de  Geometrie  oîï  l’on  efl  obligé  d’em- 
ployer trois  inconnues  X , avec  leurs  différences,  dans 
l’équation  qui  en  exprime  toutes  les  condicions:  Et  il  ftut 
remarquer  que  cette  équation  qui  exprime  toutes  les  con- 
ditions du  Problème  , a été  formée  par  les  équations  par- 
ticulières qui  ont  été  réduites  à cette  feule  Quation  qui 
les  contient  toutes;  & que  par  confequent  s’il  y a trois  in- 
connues , ou  un  plus  grand  nombre  » il  doit  y avoir  des 
équatioos  particulières  qui  expriment  à part  le  rapport  des 
unes  aux  autres:  ces  équations  particulières  doivent  être 
données  ou  connues  dans  les  exemples  où  il  s’agît  de  trou- 
ver la  valeur  de  l’une  des  trois  inconnues  par  une  fuite  qui 
ne  contienne  que  les  deux  autres  avec  les  grandeurs  con- 
nues de  l’équation. 

Pour  trouver,  par  exemple,  la  valeur  de  x dans  l’équation 
^dx  — xdy  — ntfy  = o,  ou  divifant  par  dy , dans  l’équation 
^ — X — n =o>  où  l’on  (uppofe  que  dans  le  Problème 
qui  a donné  cette  équation  , Ton  a l’équation  particulière 
7idi  —xdy  —yiy  =o,  out^  = xdy  ou  = i -♦-£ 
=.  I •+•  qui  exprime  le  rapport  de  à : pour  trouver» 
dis-je  » la  valeur  de  x dans  ^ — x — « = o , i*  , il  fau6 
lùpixdcr  X = axry  bz~y  ^ ^ 

r»  c,  font  des  grandeurs  indéterminées . 

Z*.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  dx  dans  cette  équation 
{uppo(ée,  & l’on  trouvera  d'abord  dx  = axT'dy  — oK~*ydz 
H-  ihr*ydy — zbxrydz-*^  yt~y<!iy — ^ 

— -&c.  Ilfàutfubffituer  auDcu  de  dz  là  valeur  idy 
& divHêr  le  tout  par  de  l’on  aura 

= az~'dy  ^bz~*y  icz~*y‘  dcc. 

— aC‘y  — az~y  — ihzT^^y 

— ihry—icrry 

lii  ij 
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Il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  & de  x dans  la  propo>» 
fée,  & l’on  aura  l’cquation  changée 

= a ibxr'y  3<0*  &C. 

—ac'y  y 

— ikry — 3(i~y 
— Af=  ^ac'y  —h~y  —c'Clf 
— »=— » 

3*.  Il  fout  fuppofêr  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
à zéro , ce  qui  fera  trouver  4 = »,  & = »,  c = ^,e=^ 

TT® tf  ® ^ 

4®.  11  faut  fubftituer  ces  valeurs- de  a,  f,  Cj  &c.  dans  l’équa- 
tion fuppofée  , & l’on  aura  x = n:C'y 
-4*  éce,  C’eft  la  valeur  de  x que  l’oo  cherchoit. 


Corollaire f fui  fuivent  de  la  première  méthode  du  fécond 

Prohlemr. 

C O R or  L L A I R R l. 

^li  contient  ce  fu'on  appelle  le  retour  der  fuitet,  ou  la  manïerff 
de  trouver  la  ftite  mverje  d'une  fitite  donnée.  ^ 

?4-  T .ORSQU’ON  a la  valeur  de»  exprimée  par  uoefoite  de» 
puillances  dc^-,  avec  des  coêfioents  connus  dans  tous  les  ter-- 
mes  , par  exemple  x =x  ap  byy  cy^  ejé  "^fy"  &c. 
ou  bien  x = ay  orbjé  ey"^  ’^fy^  &c.  ou  bien  » = 

^ by*  ^ fjt  &c,  ou  de-  quelqu’autre  maniéré  que  ce  puifla 
être»  on  peut , par  la  même  méthode,  trouver  la  valeur  de  jt 
par  une  fuite  des  feules  puiflances  de  * dont  les  coêficient» 
connus  n auront  que  les  grandeurs  connues  a,  by  c , e , &c- 
de  la  fuite  fuppdfce  connue , C’eft  ce  qu’on  appelle  le  re-r 
tour  des  fitites^ 

On  fuppofe,  par  exemple,  x^ayofhyy»/»  cy' 

&c.  lescoèficients4,  &,  c,  r,/,  &c.  font  fuppofés- reprefe^ 
ter  des  grandeurs  connues . Pour  trouver  la  valeur  de  / , 1 e- 
quation  propoféc  fera  o = — ‘ x ay  byy  ey^  ey\ 
•^fy^  &c. 

I®,  On  fuppofêra  y = ^ mxx  -4- »»’  fx^  ■♦■r»* 

&c.  les  coêficicnts  /,  »,  &c.  font  fuppofés  indéterminés. 
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a*.  On  déduira  de  cette  fuppofition  yj  = îlxtt  H-* 

•t»  mmx*  -4-  2/pAf*  ■+■  nnx*  &c.  > 

M-  2Îttx*  rmnx^  -f  2/f 

-4-  zwpAf* 

j>  = /^Af*  •4*  limmx^  -4-  3//px*  &c, 

3//«x*  "4-  6lmnx* 

■4-i7)’jr‘ 

7+  = p4-4^/wx’  »4-  iUmmx*  &c. 

7»  = /*ar»  -4-  5/+WAf*  &C. 
y*  = l^x'‘  &c. 

On  fubdituera  ces  valeurs  de  7,77,  &c.à  place  de  y,yjf  &c, 
dans  la  propofée,  & l’on  aura 


ay  alx’^amxx’*»anx^  •^•aqx^  •^•arx^ 

t^fbyy  = bllxx  ■4«  iblrttx^  •¥>  bmnx*  2&/px  -4- 

•¥»ièln*  •^zbmnx^  ^zb/jx* 
■4“  ibmpx^ 

-4-  3fy/flAr’  bctmnx^ 


^ey*  •==■ 


^fhx*  •^^ePnix^ 
•^fl^x* 


■ SeUmmx* 
’4f/’/»x* 


•^fy^  -=x:  •^fl^x*  ^^fl‘^mx*’ 

t^gy*  = ■4-^/*x* 

3°.  On  fuppoféra  chaque  ternie  de  l’équation  changée 
égal  à zéro,  & l’on  trouvera  par  ces  équations  particulières 

t 


/=^i,  I» 


a^jr~4(  ^ J4ie— 3^»  «4« 

^ P — 2j  , 


14*^  *4»  |4*rc  <•  V « -. 

5 — f t r ; 

Até^beg^ *9/fâih*  *♦*  70* e*  74’  4/—  4^ 


4®.  On  fubftitnera  ces  valeurs  des  coeficients  indétermi- 
nés I,m,  »,  &c.  à fcur  place  dans  y — hc^  mxx  -+-  «x*  &c.’ 

& l’on  trouvera  y =sz  ^ 

!•  * 


lii  ii) 
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tiék  — itsshe*  — ^ 7a’m  ^ ^ « 

iit  t ^ C5CC« 

C’cfl  la  valeur  dejy  que  l'on  cheirhoit^ 


Remarqjj  ES;  . 


I. 

îX'  peut  de  la  même  manière  trouver  la  valeur  de  /dan» 
les  équations  A^=  -t-  cy’  ôcc.  x^—  an  cf' 

&c  Ce  dans  les.  autres  où  les  expofâns  des  puiflànces;  de  y font 
en.  wogreflion  arithmétique-^ 

Quand,  on  aura  les  valeurs  de  ^ dans  tous,  ces  casdiÆrens» 
ces  valeurs  ferviront  de  formules  pour  trouver  tout  d’un 
coup  la  refolutioo  des  Problèmes  qui  font  les:  inverfes  de  ' 
ceux  qui  font  exprimés  par  les  équations  oît  l’on  a trouvé 
la  valeur  de  a?  par  une  fuite  qui  contenoit  les  puiflànces  de  y^. 
dans  les  exemples  précedens^  & dans  tous  les  autres  feni* 
blables.. 

Pour  en  faire  voir  ici  une  application,  on  fe  fervira-  duoeu» 
vieme  exemple , * qui  fert  dans  la  Geometrie  à trouver  lelo* 
garithme  hyperbolique,  reprefente  en  general  par  de  tout 
nombre  donné  reprefenté  en  general  par  i 

L’on  a trouvé  le  logarithme  x ~ ly  — iyy  fy» ^ 

■Kf  &c.. 

Pour  trouver  le  nombre  r-4-^,  qu’on  fûppofè  à prefent  in- 
connu par  une  fuite,  qui  contienne  les.  puiflànces  du  loga- 
rithme connu  X,  il  ne  faut  que  fuppofer  i—ay 7 = ^ 

7 = i = & fubftituer  ces  valeurs, 

de  4,6,r,  &c.  dans  la  formule  y = ^ *“^7“  &c- 

& Ton  trouvera  y = f — 7 ara?  •+•  — &c. 

Ajoutant  l’unité  à chaque  membre  on  aura  i >^y/=if^  f 
— 7 ara?  Afi  &c.  où  x étant  fuppofée  connue,  y l’cft 
au{&..  Ce  qulétoit  propolé.. 


36..  Sans,  ftpputer  de  nouvelles;  formules  pour  fe-  retôur  de» 
fuites  dans  les  cas  où  les.  cxpolàns'  des  puiflànces  des/j  ne 
font  pas  dans  la  prc^tcfTion  naturelle  i,  2,  J^&c.  mais;  fui- 
vant  U progreflion'  2,  4,  6,  ôcc:  ou  r,  3,  f^j^Ôcc.  ou  une  autre 
quelconque  dont  les  termes  font  des  nombres,  entiers  ; on 
peutfefaviz  dans  ce&  cas  de  la  formule  feule  du  i*'  Corol- 
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!aire  î par  exemple , la  valeur  dej  &c. 

peut  fcrvir<Ie  formule  pour  trouver  tout  d’un  coupla  valeur 
de  y par  les  puiflànccs  de  »,  dans  les  équations  infinies  oîi 
les  puiflances  de  y feroient  y,y\f,y\  &c.  en  fuppofant. 
1%  tous  les  termes  de  la  formule  où  fc  trouvent  les  puiffan- 
ces  paires  de  ar,  comme  »»,  x*,  &c.  égaux  à zéro  & re- 

tranchés de  la  formule^  & en  fuppofont,  a",  égaux  à zéro  tous 
les  cûcficients  Scc,  des  puiflances  paires  ôcy^  comme 
7h f,  &c.  <ie  l’équation  fuppofee  x — ay^^hyi  .4. ci* 

Pour  trouver,  par  exemple,  la  valeur  de  y dans  l’équa- 
tion  X ==7  if  ^ rh  -H  rfh-r  &c.  par  le’ 
moyen  de  la  formule  precedente,  00  fuppofera,  1%  les  ter- 
mes — ^ "“*■»*,  & les  autres  où  les  puiflances  de 

» font  paires , égaux  à zéro , & retranchés  de  la  formule. 

On  fuppofera , 2”,  afin  que  l’équation  propofée  » = * 
M-  -i/  &c.  foit  reprefentée  par  ^ ev* 

^=1,  ^ = o,  c=  J,  c^o,f=-i-, 
^ = o,é=y^,,&c. 

3".  On  fiibftituera  dans  les  termes  de  la  formule  ou  les  puif- 
fances  de  » font  impaires,  les  valeurs  precedentes  de  a,  b r, 

• aura  &c.  C’eft  la  valeur  de 

y que  l'on  cherchoit. 

On  peut  de  même  fe  ftrvir  de  la  valeur  de  y 

)c^  &c.  pour  le  retour  des  fuites  dans  les  autres  cas 
III. 

» 3 7.  Si  » n’etoit  pas  linéaire  dans  la  fuite  diredle  x=ay^bvv 
H.  Cf  ^ &c.  mais  qu’il  y [eût  par  exemple  x^^Jy^  L 
^ cf^  &c.  ou  en  general  »“  = ^7  -4-  byy  ^ cf  &c.  il  fai. 
drort  dans  ces  cas  commencer  par  élever  chaque  membre  à la 
puiflmcej  oui  ce  qui  rendroit  » linéaire  dans  le  premier 
menibre,  & enfuite  on  trouveroit  la  valeur  de  y exprimée  par 
une  luire  où  il  n’y  aurmt  que  les  puiflTances  de  » avec  les  coèfi- 

rôSre  ^ propofée,  comme  dans  le  premier Co- 

Corollaire  IL 

a 3 8. P 01 T une  équation  dont  chaque  membre  contienne  une 
luite  infime,  comme  ük  bxx  r»»  -h  Jx*  h-  ex*  fx*  &c. 


aiÿ. 
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ly  piyy  p>*  ■*"  *♦“  »">*  &c.  dont  les  coêfî* 

cients  /ont  /uppoiés  reprefenter  des  grandeurs  connues,  & 
dont  chaque  membre  ne  contient  qu’une  inconnue , c’eft  à 
dire , que  Hneonnue  d’un  membre  ne  Ce  trouve  point  dans 
l’autre  membre  ; On  peut , par  la  même  méthode , trouver 
la  valeur  de  l’une  des  deux  inconnues,  par  exemple  de  x, 
exprimée  par  une  fuite  infinie  qui  ne  contiendra  que  les 
puillànces  de  avec  des  coeficients  connus.  Cette  équa-  139, 

tion  peut  fc  remarquer  ainfi  par  tranfpofition , ax  •*~bxx  ex* 
ex’  fx*  &c.  — ly  — myy  — — />/♦  — <jy’ 

ry*  &c.  = O . 

Pour  trouver  la  valeur  x,  i®,  il  faut  fuppofer  x = Ay 
Byy  Cf  Dy^  ôcc.  les  coëfidents  B, 

C,  &c  font  indéterminés. 

On  fubftitucra  cette  valeur  de  x^  & les  pui/Tanccs  de  cette 
valeur  à la  place  de  x & de  Ces  puifiances  dans  la  propo/ee , & 
l’on  aura  l’équation  changée  fuivante, 


•X  — ^*»Cf 

Bcè. 

p>f*bAAyy^  xtABj^ 

P^xbADy'  bCCf 

4-iMCy4<iiSC/  p^xbAEf 
•4-  xbBDy* 

8cc; 

PtpyA^Bfph  yAB^’p^p  eS’yO 

p^yAACy'p^  ScABCy* 

&C. 

•4a  yAADp 

44  JA’t*  tdAABBf*  acc. 

4>  4dA'Cy^ 

dbPtA'y'  p4"  itA^Bji* 

&c’ 

p^fAY 

&c. 

p^pY  —iÿ'  P-rJ* 

2®.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  a zéro. 

3®.  11  faut  déterminer  par  ces  équations  particulières  les 
coeficients  indéterminés ^4, 5,C,&c.&  l’on  trouvera 

— — n p—  t,BB  — 

- M > ^ a > •^  * 

On  trouvera  de  même  la  valeur  des  autres . 

Pour  abréger  le  calcul , on  lai/Te  les  capitales  yl,B,C,D,  &c, 
qui  font  les  coeficients  indéterminés,  au  lieu  de  leurs  valeurs 
qui  les  précedem  , & ces  capitales  les  reprefentent. 

4°.  Il  faut  fubüitucr  ces  valeurs  de  B,  C,  &c.  dans 

K^Ay^ByywifCy’f^Dy’^,  ^ 
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& l’on  aura  ac  = ^ y jy 

^ f — IBB  — ik^C— 

Ç’cft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 


•141 

tà^  I 

é y 


R E M A R Q_U  E S. 

I. 

* ^ (^ETTE  valeur  de  x peut  fervir  de  formule  peur  trouver 
tout  d’un  coup  la  valeur  de  x dans  les  cas  où  les  expofans  des 
puiflTances  des  x & des  7 font  dans  une  autre  progrefTion  arith- 
métique que  celle  des  nombres  naturels  r,  2, 3,  &c. 

Dans  les  cas  , par  exemple , où  les  expo/âns  des  puiflànces  / 
des  X & des^  font  impairs , comme  i,  3,  5,  7,  &c.  il  faudra 
fuppofer  , 1",  dans  l’équation  ax  -4-  hxx  cx^  ■+•  dx*  -4-  ex' 
•^fx*  &c.  = ^ -4-  myy  -»•  ny^  -H  py*  -4-  &c.  les  coë- 

ficients  b,d,f,6cc.  m,p,r,  5tc.  des  puiflances  paires  des  xÔc 
des  y,  égaux  à zéro:  £r,  2%  retrancher  de  la  formule  x—-^y 
77  &C.  tous  les  termes  où  les  puiflances  de  7 font 
paires,  fçavoir  le  2%  le  4*,  le  <5*,  &c.  comme  étant  égaux  à 
zéro. 

S’il  étoit  propofé , par  exemple , de  trouver  par  le  moyen 
de  la  formule  précédente , la  valeur  de  x dans  l’équation 
a?-4-4-xJ-4-Vr  rfr  -rÜT  ^ = ^y  •*“  rf -:^y' 

-4-7Vi7’‘*“Tr5  il  fàudroit  fuppofer,  afin  que  cette 

équation  fuft  reprefentée  par  ax  h-  bxx  •*‘Cx'  dx*  -H  ex' 

•^fx*  &c.  = ^-4-  myy-^ny' py^-^qy'-ti-ry*  ÔCc.  que  <»=:r, 
J=o,  f =^,  d=o,e  — :^,f  = o,  &c.  /=f,  w = o, 

»=  — o,f  = , r = o,/ ==rTT, , &c.  Il  fàudroit  en- 

core fuppofer  que  les  termes  des  puifiances  paires  de 7,  fçavdr 
le  2*,  le  4*,  le  6%  &c.  de  la  formule  x = {y 
en  font  retranchés , étant  égaux  à zéro  ; & fubfiituer  enfuite 
les  valeurs  de  a,b,c,d,  &c.  dans  la  formule,  & l’on  aurait  la 
valeur  de  x dans  l’équation  propofée  exprimée  par  une  fuite 
infinie  où  il  n’y  a que  de$7  ; ce  qui  ell  facile . 

II. 

, I 

*40.  Ce  fécond  Corollaire  contient  le  premier,  c’eftàdire,  la 
formule  que  fait  trouver  ce  fécond  Corollaire , contient  la 

Kkk 
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formule  ou  la  valeur  de  x du  premier  Corollaire-,  il  ny  a qua 
mettre  ‘dans  l’équation  // •+■  tny  &c.  =ax~^bx* 

cx’  &c.  X au  lieu  de_y  dans  le  premier  membre,  au 
lieu  de  a?  dans  le  fécond  membre;  & fuppofer  dans  le  premier 
membre  1=  i,  ôcm=o,  n = o,  c’eft  à dire,  Atppofcr 
que  le  premier  membre  ne  contient  que  le  premier  terme 
& cette  équation  deviendra  jx=  cf  aly*^ey* 

•*-  Sec.  qui  eft  l’équation  du  premier  Corollaire.  Ce  qui  fait 
voir  que  U formule  du  fécond  Corollaire  deviendra  la  for. 
mule  du  premier,  en  fuppofant  dans  cette  formule  du  fé- 
cond Corollaire  a?  à la  place  de^  6c y à la  place  de  x,  & /=  i m 
= Ofn  — o,p  = o,^=o,6cc.  ’ 

Corollaire  III. 

O N peut  par  la  même  méthode  trouver  la  valeur  de  a?  dans 
l’équation  fy  -H  myy  py^  ^ &c.  = ccat  /2yx 

’*■  yyyx  ty»x  &c.  h-  bxx  tjxx  ^ nyyxx  -H  /8/xa? 

’*•  ^fxx  Sec.  ^ Cx>  -*•  AyAf»  fjLyyx>  ry'x>  -4-  py*x>  &C. 

-4-  àx*  -4-  ryx*  -4-  vyyx*  -4-  <py^x*  -4-  6cc.  dont  tous  les 

coefiaents  font  fuppofes  reprefenter  des  grandeurs  connues, 
&0Ù  les  deux  inconnues  xSey  font  mêlées  enfcmble  ; on 
peut , dis>je , trouver  la  valeur  de  x par  une  fuite  Infinie 
qui  ne  contienne  que  les  puiffances  de  y avec  des  coefi- 
cients  connus.* 

Pour  trouver  la  valeur  de  x,  après  avoir  mis  par  trans-' 
pofition  le  premier  membre  dans  le  fécond  , il  fiut , i°,  fuppo- 
fer  Af  = .diy  -H  Byy^Cf-^Dy*  Sec.  les  coëficients  A, B fi,  6cc. 
font  indéterminés. 

Il  faut  enfuite  fubflituer  les  valeurs  de  x,xx,  x%  &c.  qui  fè 
déduifent  de  cette  fuppofition , dans  l’équation  propofée  , & 
l’on  aura  l’équation  changée  qui  fuit , 


O = 


»4^«  = 

z= 

= 

H-J)''*  — 
*4*Sxx  — 

= 

H’HJ'J’XX  — 

H«fx»  — 


■4-xrx>  - 
•*^Jx*  '■ 


S/]/ t4mecC/i  *4^aD/*  Scc. 

-4-(flC>*  8cc. 
t^yAp  etc. 

Sec. 

&c,‘ 

H*ÇAAy  t.^-rÇASyy  8cc. 

•^nAAj*  Scc. 


fy  —myj 


♦+<(-<>/>  f^jeAAJiyScc.' 

&c, 

Scc. 

— BJP»  Scc 
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2\  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro. 

3°.  Il  faut  trouver  les  valeurs  des  ccêficients  indéterminés 
A,'BfC,  &c.  par  le  moyen  de  ces  équations  particulières. 

4“.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  A,  B,C,  &c.  à leur  pla- 
ce dans  x=.A)’^  Byy  Cy^  &c.  & l’on  trouvera 

/ m — BA- — iAA  n—'BB  — yA  — xbAH  — tAA—eA'  . 

x = - y M ^ — — yy  H 

f — l}C  — yn  — {'A~-iBB—‘iiAC — i^AB  — yiAA  — uAAB  — "KA'  — dA^ 

i — 


C’eft  la  valeur  de  ^eque  l’on  cherchoit. 

On  a laifle  , pour  abréger  , les  lettres  capitales  à la  place 
de  leurs  valeurs . 

Cette  valeur  de  x peut  fervir  de  formule  pour  refoudre 
toutes  les  équations  qui  peuvent  être  reprefentées  par  la 
propofée . 


R E M A R Q_U  E. 

E troifiéme  Corollaire  contient  le  fécond  Corollaire , & 
par  confequent  il  contient  auffi  le  premier  Corollaire  j c'eft 
à dire  , la  formule  de  ce  troifiéme  Corollaire  deviendra  celle 
du  fécond  Corollaire,  en  fuppofant  dans  cette  formule  du 
troifiéme  Corollaire,  /3  = o = o,  J =o,  f=o,  (=  o, 

>I  = b,  fl  = P,  * = O,  A =0,  O,  >>  = O,  p = o,  T = O, 
ü = O,  <p  = O,  = O,  &c. 


Corollaire  IV. 

Pour  trouver  les  formules  des  Corollaires  précédents, 
on  peut  fe  fervir  de  la  méthode  de  prendre  les  chifres  d’une 
maniéré  indéterminée  t/e  M de  Leibnits , qui  ell:  dans  les 
A£les  de  Lipfic  * . Par  exemple,  pour  avoir  la  formule  du  *dc  l’ai» 
‘fécond  Corollaire  qui  fort  à trouver  la  valeur  de  a:  dans  tou-  17°®- 
tes  les  équations  reprefentées  par  ax  •+•  ixx  fx’  dx*  &c. 

= ly  -4“  myy  -4-  ny^  -4“  py*  &c.  qui  eft  l’équation  du  fécond 
Corollaire , où  l’on  fuppofe  que  les  coëficients  a,  c,  &c. 

7,  m,  »,  &c.  reprefcntent  des  grandeurs  connues , on  fuppo- 
ftra  toutes  les  mêmes  équations  reprefentées  par  lox-^ioxx 
•4-  gox’  -^*40x'*’  -4-  50X*,  &c.  = oiy  -4-  Qiyy  -4-  oj/’  -4»04y* 

*4«  05/  &C 

• Le  premier  chifre  du  rang  le  plus  à gauche  dans  chaque 
terme  reprefonte  le  coëftcient  de  la  puiflance  de  x dans  ce 

Kkk  ij 
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terme}  par  exemple  dans  le  terme  le  chifre  3 dii  rang 

à gauche  reprefente  le  coëficient  du  terme  où  eft  r*,  dans  le 
terme  4ox*,  le  chifre  4 reprefente  le  coëficient  du  terme  où 
edx*,  & ainfi  des  autres:  Et  comme  il  n’y  a point  de  x dans 
le  fécond  membre,  >1  n’y  a que  des  zéros  dans  le  rang  à 
gauche  de  chaque  terme  de  ce  fécond  membre. 

Les  ehifres  du  premier  rang,  c’eft  à dire  du  rang  le  plus 
à droite  dans  chaque  terme,  reprefentent  les  cocficicnts  des 
termes  où  font  les  puiffances  de^.  Par  exemple,  dans  le  ter- 
me 03/,  le  chifre  3 reprefente  le  coëficient  du  terme  de  l’équa- 
tion où  edf,  dans  le  terme  o^y*,  le  chifre  4,  reprefente  le  coë- 
ficient du  terme  où  cd y*,  & ainfi  des  autres. 

Par  e.xemple,  l’équation  tox  ioxx  »+•  4ox'* 

-t-  50A-’  &c.  = oiy  -t-  ozyy  o4y*  -+-05/  &c.  repre- 

fentant  l’équation  ax  -4-  bxx  cx^  H-  dx*  -4-  ex^ , &c.  = ly 
■4-  tTJyy  &c.  le  chifre  i du  terme  lox  repre- 

fente le  coëficient  a du  terme  ax  repre/enté  par  lOx . Le  chifre 
2 du  terme  zoxx  reprefente  le  ccëficient  h du  terme  -4-  l^xx  re- 
prefonté  par  ioatat,  & ainfi  des  autres.  Dans  le  fécond  mem- 
bre le  chifre  i du  terme  01^,  reprefente  le  coëficient  / du 
terme  ly  reprefente  par  01^}  le  chifre  2 du  terme  ozyy,  re- 
prefénte  le  ccëficient  m du  terme  myy  reprefénté  par  ozyy  j & 
ainfi  des  autres. 

Les  valeurs  de  2, 3,4,  &c.  des  ehifres  de  Téquation  10.1c 
-4-  zoxx  -4-  3o;t’,  &c.  = 01^-4-  ozyy  -4-  03y,  &c.  fervent  feu- 
lement à faire  reconnoîcre  quels  font  lés  coëficicnts  qu’ils  repre- 
fentent, pareeque  2,  par  exemple,  dans  zoxx étant  à l’ex- 
pofant  de  la  puifTance  atjc  dans  zoxx^  quand  dans  la  réfolutioo 
on  aura  20,  cela  fera  connoître  que  20  reprefente  le  coëficient 
du  terme  où  eft  xx. 

De  même  dans  03^,  le  chifre  3 étant  égal  à l’cxpofânt  de 
la  puiflànce/,  fera  connoître  dans  la  réfolution  que  03  repro 
fonte  le  coëficient  du  terme  où  eft  y , & ainfi  des  autres  - 

Pour  trouver  une  formule  qui  reprefente  la  valeur  de  x 
dans  les  équations  reprefentées  par  ioj?  -4«  zoxx  -4-  ^ox*  ÔCC, 
= or/  -4-  ozyy  -4-  03/^  &c. 

1®.  Il  faut  fuppofer  2 = ioi/-4-  102// -4-  103/’ -4-  104^ &c 
les  cocficicnts  loi,  102,  &c.  font  indéterminés  , & ils  ont 
trois  rangs  pour  faire  recounoître  que  ce  font  les  cocficicnts 
indéterminés.  . 
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Les  chifrcs  i , 2 , 3 , 4,  &c.  du  piwiier  rang  à droite,  fer- 
vent à faire  connoître  les  termes  & à les  diflinguer  , le  chifre 
I marquant  le  premier  terme  oDi  eft  > , le  chifre  2 marquant 
le  fécond  terme  oh  edj/y , le  chifre  3 marquant  le  troiûéme 
terme  oh  eft/» , &c. 

. 11  faut  fubflituer  dans  la  propofée  lox  20xx  30Ar*  &c. 

017  — oiyy  — o^y^  = o > à la  place  de  x , xx,  x\  &c. 

leurs  valeurs  prifes  dans  l’équation  fuppofée  indéterminée 
X = loiy  •*“  loiyy  103/  &c.  & l’on  aura  l’équation  chan- 
gée qui  fuit, 

loXx  = ICXIOI/  -t-ioXiox^y  i+liOXiov» 

Z —1 

»^ioXxx=  »f<loX>oi  Xio  XioiXioir'  ^-toXioi;r+ 

.+.(»;xio>ioiXioj/  &e- 

4*joX»'=  H«3oX«oi rtKj)X3oXioiXioiy’’ &c- 

V — 

14*40  X*t=  14*40X101 

I/— 03JTW 04^+Scc.=:  -^ot/  , oiyy  03  — 04jr 

2°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro  , ce  qui  donnera  les  équations  particulières  qui  fer- 
vent à trouver  les  valeurs  des  coëficients  indéterminés  toi , 

102,  103 , &c. 

3°.  Par  la  première  de  ces  équations  lO  x loi  = oi  , on 

“ —a 

trouvera  loi  = ; par  la  fécondé  lo  x 102  20  x 101 

.3 

;=  02,  on  aura  102  = - ■-°->  par  latroifîéme  10  x 103 


•4-  (2)  X 20  X loi  X 102  30  X 101  = 03,  on  trouvera  103 

= ° r-(»ixa  oxi  o^ix»  °»~i°xi  ° < . pgp  Ig  quatrième  10  x 104 


«4-  10  X 102  -4-  (a^  X 20  X loi  X 103  -4-(3^  X 30  X 101  X 102 
*4-4ox  ioi  =o4,on  aura  104  — ° » ) x :i  o x ■ ° » x ■ , u 


.._(iixiox.°.xi»i-4"X.<.i*  On  laifTc  dans  ces  valeurs,  pour 

I «a  * ^ 

abréger  le  calcul , les  et  cficients  indéterminés  loi , 102  , occ. 
à la  place  de  leurs  valeurs  déjà  trouvées . 

4*  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  des  crëficients  indétermi- 
nés IOI  , 102  , &c.  à leur  place  dans  l'équaticn  fuppofée 
fc  = loiy  •4»  ïoiyy  103/’  &c,  & l’on  aura 


x—^y  -^r 


lyy  ^ 


^^04—1  oXioj— li)XloX»°»X»°î— lllXîoX'°'Xio  1— ♦ eX  » o i ^»3CC. 

C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit , ou  p’utô:  c’efl  la 

Kkk  iij 
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formule  generale  qui  fert  à trouver  la  valeur  de  x dans  tou- 
tes  les  équations  leprefentées  par  loar  -4-  loxx  ^ &c. 

= 01/  •+»  02//  03/’  &c.  11  n’y  aura  plus  qu’à  ifubftitucr 

dans  cette  formule  les  coëücients  des  équations  qu’on  voudra 
refoudre , à la  place  des  coëHcients  de  la  formule  qui  les  re* 
prefentent , & l’on  aura  la  valeur  de  x que  l’on  cherche  ex- 
primée par  une  fuite  oh  il  n’y  aura  que  des/. 

Avertissement. 

T iES  chifres  r & 3 renfermés  par  des  parenthefes  , ne  font 
pas  reprefentatifs  comme  les  autres , mais  véritables  ; par 
exemple  dans  la  grandeur — (2)  x 20  x lor  x 102,  le  chifrei 
marque  qu’il  faut  prendre  le  produit  20  x loi  x 102  deux 

fois;  de  même  3 dans  — (3)  x 30  x loi  x 102  > marque  qu’il 

faut  prendre  trois  fois  le  produit  reprefenté  par  30  x loi  x 
102  J & ainfl  des  autres . 

Corollaire  V. 

*■44*  Pou  R avoir  une  fëmblable  formule  qui  ferve  à trouver  la 
valeur  de  x dans  les  équations  reprefêntées  par  celle  du  troi- 
fiéme  Corollaire,  où  les  x font  mêlés  avec  les/,  on  fuppo- 
fera  que  ces  équations  font  reprefentées  par  l'équation  lox 
iiyx  •+•  iiyyx  i^y'x  -H  14/^ a:  &c.  -f-  20xx  ziyxx 
2 lyy XX  -4-  i^y^xx  -v-  24/*.rAM5tc.  -4-  30A:’  3 i/x*  •4-  3 lyyx^ 

■4-33/'af* -4-34/*a?^&C.  -4-40AC'*  -4*4l/Af4  -4“42//x*  -4*  43/*x* 
-4-  44/*X*  ikc.  = oiy  ^ 02//  ^ 03/  -4«  04/*  -4-  05/’  &C. 

Les  ctcficients  de  chaque  terme  reprefentent  les  coêficients 
donnes  des  termes  de  chaque  équation  donnée,  qui  ellrepre- 
fëntée  par  celle-ci.  Pour  les  diftinguer  & les  reconnoître,  il  y 
a deux  chifres  dans  le  coèficient  de  chaque  terme  , celui  qui 
eft  le  plus  à gauche  eft  égal  à l’expofant  de  lapuiflànce  de  a?, 
& celui  qui  eft  le  plus  àdroite  eft  égal  àl’expofânt  de  lapuif 
iânee  de/  par  laquelle  la  puiftance  de  x eft  multipliée. 

Par  exemple,  dans34/*x’,  le  chifre  3 eft  égal  à l’expofant 
de  la  puiftance  & le  chifre  4 eft  égal  à l’expofant  de  la  puiA 
fàncc/S  mais  les  deux  enfemble  34  marquent  fimplement,  ou 
reprefentent  le  cocfîcicnt  donné  du  terme  de  l’équation  donnée 
ou  fc  trouve  le  produit  y*x*  ; & ainfi  des  autres . 
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Pour  trouver  la  formule  qui  reprefënte  la  valeur  de  ar , ex- 
primée par  les  feules  puiflances  de  , & par  les  cocficients  don- 
nés reprefentés  par  ceux  de  l’équation  precedente , 

I®.  Apres  avoir  mis  le  fécond  membre  dans  le  premier  par 
tranfpofition  , on  fuppofêra  x = loij'  -t~  loiyy  103^ 
1047''^  &c.  les  cocficients  10 1,  102  , &c.  font  indéterminés , 
& ils  ont  trois  rangs  pour  les  faire  reconnoître  . Leschifres 
1,2,3,  *'3ng  le  plus  à droite  , fervent  à en  diftinguer 

les  termes  > le  cfiifre  i marquant  le  premier  terme  où  elt  y , 
2 marquant  le  fécond  où  eft  , 3 marquant  le  troiûéme  où 
&c. 

On  fubflituera  enfuite  dans  la  propofée  lor  h-  jjyx 
i2yyx  &c.  à la  place  de  x , xx , x\  &c.  leurs  valeurs  prifes 
dans  l’équation  indéterminée  >:  = 1017  102^7  -v- 103/  &c. 

& l’on  aura  l’équation  changée  qui  fuit , 

lox*  = 10  X 1017  loX  lOî// 


«+•11  Xjfx  ■=: 

■♦•IJ/'*  = 

&c. 

■♦•10**  =; 


■ Il  X io>x/ 


*+«iox  loj/i 
■^11  X loï/* 
•♦■izX  loi/' 


•HloXioi  //■♦■fi)X:oXioi  Xioi/i 


■♦■XI/**  =: 


■♦■XlXiOI  /I  ■+• 


^xyryxx  : 
Sec. 
•♦•30*1 


— J 

■♦■joxioi  /' 


•♦•JI/*’ 

«ce. 

k >^♦0*'*  rr 

— Oi/— -8*//— oj/>— 04/*Scc.=:— 01/  ^°3/' 

2®.  On  fuppofêra  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à zéro , ce  qui  donnera  les  équations  particulières  pro- 
pres à déterminer  les  coëficients  indéterminés  10 1,  102,  &c. 

3®.  Parla  première  de  ces  équations  particulières , qui  eft 
10  X loi  = 01,  on  trouvera  loi  = 7^;  par  la  a*  10  x 102 


<4-IO,(IOÇ/4 

■♦■11x104/+ 

■♦■I1XIOZ/+ 
■♦•I JX1CI/+ 
X 

■♦•loyioî  X* 
(x)XIOXlOI  XlOJ/4 
(■x)XlI  XlCI  XiOî/4 

2 

■^22X101  /+ 
2 

(j)XjOXioi  Xi02^+ 
3 

•♦■31  Xloi  /+ 

4 

■♦-40XI0I  /+ 
*—  0y4 


*t-iixioi-^-2oxioi  =02,onaura  102 — y,x-i»x«o»-»;x«°i. 
par  la  3*  10  x 103  -♦■  1 1 x 102  -♦•  12  x 101  »♦•  ( 2 ) x 20  x 

— » — j 

lox  X 102  -♦■  21  X loi  30  x loi  = 03  , on  aura  103 


par  la  4*  •♦-  10  x 104  H-  ii  x 103  12  x 102  13  lOï 
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-♦•2ÔX  I02*-t-(  2^  X20X  lOI  X 103  H-(l)X2I  X 101  X 101 

•+•22  X 10i*-+“(3)  X30  X lOI  X 102  -+- ^1  X 101-+-40X  lOI 

2 

... 04— T îXt  O î — T ix  ï O i— t IX  f O I*-*  0X1  O a 

=04,00  trouvera  104= rs — 

— 1 — * —J  — 4 

6jXaoX»oiXîOf— j'iJXitXiof 

“ 10  . . * 

4”.  On  fubftituera  ces  valeurs  des  coëficients  indétermi- 
nés  101  , 102  , &c.  à leur  place  dans  a?  = loi^  -t-  loiyy 

^ io3>’  &c.  & l’on  aura  x^^y-^ 


, , _iiXioi-»»Xia»— t»lX>°Xi°«Xi°J— »»X«°«-i°Xi 


2 

«A^iiXto?— i»Xioa— »jX»«t— aoXioa~(*)XaoXto»Xioj 
i,WxtXioiXîo^"»»Xtoi— (OXîoX>o»XToa  — tïXioi— 4 0Xit>iyf 

Ceft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit , ou  plutôt  c’eft  la  for- 
mule generale  qui  fert  à trouver  la  valeur  de  x dans  toutes  les 
équations  reprefentées  par  l’équation  propolee  lor  ■+■  iiyx 
-4-  I zyyx  •+•  I ^y^x  &c. 

• 11  n’y  aura  qu’à  fubftituer  dans  cette  formule  les  coëficients 
des  équations  qu’on  voudra  refoudre,  à la  place  des  coëfidcnts 
de  la  formule  qui  les  reprefentent , & l'on  aura  la  valeur  de  x 
que  l’on  cherche  exprimée  par  une  fuite  oh  il  n’y  aura  que 
des  y- 

11  faut  faire  ici  la  même  remarque  fur  les  chifres  2 , 3 , &c;  . 
renfermés  pardesparenthefes.qu’onafàite  dans  l’avertiflement. 
On  a laide  dans  la  formule  les  grandeurs  indéterminées  loi  , 
102,  &c.  à la  place  de  leurs  valeurs,  pour  abréger  le  calcul. c -- 


CorollaiRE  VI. 

24J-  Oh  peut  rendre  plus  generaux  les  Corollaires  précedens , 
•zoïj.par  le  moyen  des  formules  generales  * pour  élever  deux 
grandeurs  & une  fuite  infinie  de  grandeurs  à une  puidance 
quelconque;  on  prendra  ici  pour  exemple  le  fécond  Corollai- 
re : car  au  lieu  de  l’équation  du  fécond  Corollaire  ax  -+-  hx 
•+■  f*'  &c.  — myy  nf  &c.  on  peut  propofer  l’équarion 
generale  ax'^  -+■  •+•  dx^"^^  &c.  = If  -*•  my^f 

ny^*^  -4> py('*‘i  &c.  les  coc'ficients  ay^,Cyd,  1,1»,  &c.  font 
donnés,  ou  reprefentent  des  coëficients  donnés,  & t reprefente 
en  general  une  puidance  quelconque  de  a;  & de  j*. 


Digitized  by  Google 


0=4 


Livre  VII.  449 

Pour  trouver  la  valeur  de  a:  dans  cctre  équation  generale  , 

ou  la  formule  generale  qui  reprefente  cette  valeur 

Il  faut  Puppofer  x = A,*  îy,  - Cf  * Or  &c.  I« 
coêficients  A,  B,  C,  &c.  font  indéterminés.  u * u., , 

2“  Il  faut  trouver  par  le  moyen  de  la  formule  generale  les  zotf. 
valeurs  de  ^ &c.  dans  l’^uat.on  a = Ay 

Byy^Cy^  &c.  en  fubflituant  dans  la  formule  generale 

t r *4“  1 &C.  à la  place  de  ». 

* Il  faut  enfuite  fubftituer  ces  valeurs  de  a?*  , **■*“>  ^‘ 
à la  place  de  a*,  &c.  dans  l’équation  propofée,  & 1 on  au- 
ra l’équatioo  changée  fuivante , , 4t-.DD.t-a 

&c. 


&C. 


— my 


\ — ^ 

2».  II  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro  , ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a befoin  pour  trouver  les  valeurs  des  coëficientt 
indéterminés  : On  trouvera  par  la  prem^re  « 

A = A;  par  la  fécondé  , B = ” y^^t-T~  » troifié- 

n — cA^*‘  — bA^-*  — T X ^ X BB 

me,  C — — * 

Onlaiflc,  pour  abréger  le  calcul , les  lettres  .fl , B,  C,  &c. 
à la  place  de  leurs  valeurs  déjà  trouvées . ^ - x , 

a/  11  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  -.1 , B , C , &c.  à la 
pk«  de  A.  B,  C.  &c.  dans  x = A,  * B„  * Cf  dce. 

ft  to  — b 

& l’on  aura  x = —f 


— &c. 


ta  A 


h AT*  — f X aA^ 


BB 


7’  &C. 


taA^ 


C’en  la  valeur  de  « que  l’on  ehcrchoit  . f? 

la  fotiuule  generale  qm  la  reprefente  . & qu.  fett  à la 

.trouver. 
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11  ny  aura  plus , pour  la  trouver  , qu’à  fubftituer  dans 
cette  formule  les  coëficients , & les  cxpolàns  des  puiflanccs 
de  & de  ^ marques  par  t des  équations  qu’on  voudra 
refoudre  , reprefenrés  par  ceux  de  l'équation  generale  ax'^ 
^ bx^'  cx"*-^  ôcc.  =ly  •¥•  &c. 


Remarques  oh  l'on  explique  la  maniéré  de  cormoitre  Us  expofam 
des  ptiifj'ances  de  la  quantité  y qui  doit  difiinguer  . 

Us  termes  de  la  fuite  qui  efi  la  valeur  de  x. 

I. 

Z 4 6.  i°-Il  faut  que  toutes  les  grandeurs  de  l’équation  propolee 
dans  lefquelles  l’inconnue  x , dont  on  cherche  la  valeur  , ne 
fc  trouve  point , foient  employées  dans  l’équation  changée  , 
c’eft  à dire,  il  faut  que  dans  les  équations  particulières  que  l’on 
- trouve  en  fuppofant  chaque  terme  de  l’équation  changée  égal 
à zéro,  chacune  des  grandeurs  de  l’équation propofée  our  n’eft 
point , ferve  à détermioer  la  valeur  des  indéterminées;  d’où  il 
fuit  que  fi  quelqu’une  de  ces  grandeurs  ne  peut  fervir  à déter- 
miner ces  valeurs,  ce  qui  arrive  lorlqu’el/e  fait  feule  un  terme 
de  l’équation  changée,  il  efl  certain  que  les  expofâns  des  puiA 
fances  de  ^ ne  font  pas  dans  la  progreflion  arithmétique  qu’il 
faut , dans  la  valeur  de  x que  l’on  a fuppofee  ; c’efl  à dire , 
que  l’équation  propofée  ne  peut  pas  être  refoJue  par  cette  va- 
leur de  X qu’on  a fuppofee;  ou  bien  que  l’équation  propofée 
a befoin  de  préparation  pour  être  refolue  par  cette  méthode 
du  fécond  Problème,  & qu’elle  ne  le  peut  pas  être  dans  l’état 
ouellceft. 

- 2*.  Il  faut  que  dans  l’équation  changée  on  puiflè  faire  une 
équation  de  chaque  terme , qui  ferve  à déterminer  les  valeurs 
d^  indéterminées  qu’on  a fuppofées;  & ficela  n’arrivoit  pas, 
on  en  conclurait  les  mêmes  chofes  que  dans  l’article  précèdent  ; 
ainfi  il  faut  que  dans  chaque  terme  de  l’équation  changée  il  y 
ait  au  moins  deux  grandeurs  différentes . 

3°.  Les  expofans  des  puifTanccs  de  la  quantité  qui  diftingue 
les  termes  font , comme  on  l’a  vu  dans  les  exemples , en  pro- 
greffion  arithmétique;  & cette  progreflion  arithmétique  va 
en  augmentant  quand  ces  expofans  font  pofitift  , & ca 
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augmentant  pour  ainfi  dire  en  négation , quand  ils  font  tous 
négatift  : mais  quand  les  premiers  expolâns  des  mêmes  puif- 
fances  font  pofitifs  & deviennent  au  fécond  terme , ou  aux 
autres  termes  , négatifs  > les  pofitifs  vont  en  diminuant , & 
les  négatifs  en  augmentant  dans  leur  négation. 

4*.  On  voit  par  là  qu’il  fuffit  de  trouver  les  expofans  des 
puilTanccs  de  la  quantité  qui  difiingue  les  termes  de  la  valeur 
de  X dans  les  deux  premiers  termes , pour  avoir  tous  les  au- 
tres. 

II. 

Pour  lei  iqudthns  fui  n'ont  pat  àc  différences . 

1*.  ^^0  A ND  il  y a une  quantité  toute  connue  dans  l’équa- 
tion propolee,  comme  dans  le  premier  exemple  , & qu’on 
veut  chercher  la  valeur  de  x par  une  fuite  dont  les  termes 
font  diftingués  par  les  puifiânees  àcy  qui  ont  leurs  expolâns 
pofitifs;  il  faut  que  le  premier  terme  de  la  fuite  indétermi- 
née qu’on  doit  fuppofor  pour  la  valeur  de  x,  n’ait  qu’une  gran- 
deur indéterminée  fans  aucun/;  ou , ce  qui  eft  la  même  cho- 
fe  , l’expofant  de/  doit  être  zéro  au  premier  terme  ; ainfi  on 
fuppofera  dans  ce  cas  x = ay"‘  ^ &c. 

Pour  trouver  dans  ce  cas  l’expo/ant  de/  dans  le  fécond  ter- 
me , U n’y  a qu’à  confiderer  attentivement  quel  expofant  doit 
avoir/  dans  le  fécond  terme  de  la  valeur  indéterminée  de  x 
a hy &c.  afin  qu’on  puific  avoir  par  la  fubftitution 
des  deux  termes  a-^  by  confiderés  comme  la  valeur  de  x , à 
la  place  de  x dans  l’équation  propofée , un  fécond  terme  de 
l’équation  changée , qui  étant  fuppofé  égal  à zéro,  donne  une 
équation  par  laquelle  on  puific  déterminer  la  Valeur  de  & ; & 
l’on  verra  dans  le  premier  exemple  quil  faut  fuppofer/’  dans 
le  fécond  terme  de  la  valeur  indéterminée  de  x . Ainfi  l’on 
voit  dans  le  premier  exemple  qu’il  faut  fuppofer  x = a’^by 
c/  &c.  En  appliquant  le  même  raifonnement  aux  cas 
Icmblablcs,  on  trouvera  la  fuite  des  expofans  de/,  qu’il  faut 
fuppofer  dans  la  valeur  indéterminée  de  x. 

3*.  Quand  il  n’y  a aucun  terme  qui  foit  tout  connu  dans 
réquation  jxopofee , comme  dans  le  huitième  exemple  ar* 

X ^ 

— Af*  -*•  . ynnyyxx  -»•  f//*  = o, 

^ LU  ij 
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& qu’on  veut  trouver  la  valeur  de  x par  une  fuite  (A  les 
expofans  dey  foient  poHtifs dans  ce  cas,  y doit  être  dans  le 
premier  terme  de  la  valeur  indéterminée  de  x . Pour  avoir 
lexpofant  de  > dans  le  premier  terme  de  cette  valeur  indé- 

terminée  de  = ay'  &c.  il  faut  avoir  égard  à la  gratr- 
deur  -t-  6ny  , dans  laquelle  / eft  au  moindre  degré  fens 
qu’il  y ait  de  J , & voir  quel  eft  l’expofant  qu'd  faut  donner 

a y dans  le  premier  terme  de  x = 4/  &c.  afin  qu’en  éle* 

r 

vant  l’équation  indéterminée  ar  = 4y*  &c.  à la  fixiéme 

puifiànce , x*  = a*/  &G.  l’on  puiüé  avoir  la  quantité  a‘y* 

qui  fa/Te  avec  Ta  quantité  6»y  de  la  propofée  le  premier 
terme  de  l’équation  changée,  de  maniéré  quen  fuppofant 
ce  premier  terme  égal  à zéro , on  puifie  déterminer  la  valeur 
de  la  première  indéterminée  a.  Or  il  efi  évident  dans  le 

huitième  exemple,  qu’il  faut  fuppofer  x = 4/ .4-  &c.  L’on 
a donc  déia  le  premier  expofant  de  j*',  il  ne  fkit  plus  trouver 
que  le  fécond. 

4®.  Pour  trouver  ce  fécond  expo/ant  dey  dans  Ta  valeur 

îndécerminée  de  x = ay^-^-  by  * ■+•  &c.  il  feut  voir  quel 
eft  celui  qu’on  peut  fuppofer  pour  avoir  ces  deux  chofes  t 
la  première , que  la  grandeur  -4-  ppy*  de  léquation  propofée 
dans  laquelle  x n’eft  pcânt,  fe  puifle  trouver  dans  un  des 
termes  de  l'équation  changée  avec  quelqu’autre  grandeur 
qui  contienne  quelques  unes  des  indéterminées  ; car  fans 
cela  ppy*  ne  pourroit  être  employée  dans  la  rcfolution  de 

i 

l'équation  : La  -fécondé  , qu’en  Lifant  la  fubftitutibn  de  af 

by  * dSjc.  =:  T,  à la  place  de  a?  dans  la  propofée,  oa 
trouve  un  fécond  terme  dans  l’équation  changée  , qui  étant 
fuppofé  égal  à zéro  , donne  une  équation  particulière  par 
laquelle  on  puifle  déterminer  la  valeur  de  la  féconde  indé- 
terminée i . Or  l’on  découvre  aifément  qu’en  fuppofant 

X = ay^  ^ by  ' &c.  l’on  aura  ces  deux  chofes  > aihfi 

I "4-  7 eft  le  fécond  expofant  de  y dans  l’équation  indétci- 

minée X = •4»  ' -4-&c.  ce  quldonnc  tous  lésait- 

■ très  fui  vans. 
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Ces  Remarques  fuffifentpour  apprendre  aux  Lecteurs  celles 
qu’il  faut  faire  dans  tous  les  cas  femblablcs , pour  découvrir 
lesexpofans  qu'il  faut  donner  aux  7,  dans  la  valeur  indéter- 
minée de  X , qu’il  faut  fuppofer  pour  en  découvrir  la  véritable 
valeur  par  cette  méthode  ; & apres  s’être  rendu  cette  nnetho- 
de  bien  familière  en  l’appliquant  à beaucoup  d’exemples  > ils 
découvriront  aifément  les  expofans  qu’il  faut  donner  aux^, 
dans  la  valeur  indéterminée  de  x , lorfqu’on  veut  chercher  cet- 
te valeur  par  des  y dont  les  expofans  foient  négatifs  ; & ils 
pourront  facilement  l’appliquer  à toutes  les  équations  qui  au- 
ront deux  ou  plufîeurs  inconnues,  fans  qu’ils  foit  neceflàite 
d’en  groffir  ce  Traité, 

III. 

Pour  les  équations  qui  ont  des  différences  : 

T i E s Réglés  que  l’on  a données  dans  les  articles  de  la  pre- 
mière remarque  pour  prendre  les  expofans  des  y tels  qu’il  âut 
dans  la  fuite  indéterminée  que  l’on  doit  fuppofer  pour  la  va- 
leur de  X , conviennent  auffi  aux  équations  qui  ont  des  diffé- 
rences; c’efl  à dire  que  pour  réfoudre  les  équations  diftèren- 
ticlles,  il  faut  fuppofer  une  fuite  indéterminée  égale  à x,  oîi 
ks  expoftns  des/ foient  en  progreflion  arithmétique,  & aillent 
en  angmentant,  quand  ils  font  pofitifs,  &en  augmentant,  pour 
ainfi  dire  , en  négation,  quand  ils  font  négatifs,  & que  s’ils 
commencent  par  être  pofitifs,  ils  aillent  d’a^rden  diminuant, 
Sx.  enfuite  en  augmeixant  en  négation  des  qu'ils  deviennent  né- 
gatifs} que  ces  expofânts  des^  dans  la  fuite  indéterminée  qu'on 
fuppofe  , foient  tels,  1%  que  toutes  les  grandeurs  de  l’équation 
propofée  fé  trouvent  employées  dans  l’équation  changée,  & y 
fervent  à déterminer  ks  valeurs  des  indéterminées}  2%  qu’on 
puific  faire  de  chaque  terme  de  l’équation  changée  une  équa- 
tion particulière  en  le  fuppofant  égal  à zéro  , laquelle  ferve  à 
trouver  la  valeur  de  .quelque  indéterminée,  & qu’ainfi  cha- 
que terme  de  l’équation  changée  ait  au  moins  deux  grandeurs 
differentes;  3%&  qu’enfin  A on  ne  peut  trouver  de  progreffion 
arithmétique  des  y , fok  pofitive,  foit  négative , propre  à rem- 
'plir  ces  deux  conditions,  on  foit  affuré  que  l’équation  propofée 
ne  peut  pas  être  réfolue  telle  qu’elle  efl , du  moins  ü l’on  n’y 
-£i\t  quelque  préparation , 

LU  iij 
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expofaos  font  en  progreffion  arithmétique , qui  va  en  augmen- 
tant quand  ils  font  podtifs , qui  va  en  augmentant , pour  ainfi 
dire , en  négation  , quand  ils  font  négatifs,  & qui  va  d’abord 
en  diminuant  quand  ils  font  au  commencement  pohtifs,  & 
qu’lis  deviennent  eofuite  négatifs , & elle  augmente  après  en 
négation . 

On  donnera  une  méthode  uniforme  pour  trouver  chaque 
terme  de  la  valeur  de  jt  , c’ell  à dire  , la  maniéré  de  trouver 
le  premier  terme  de  cette  valeur , fera,  auffi  celle  qu’on  em- 
ployera  à trouver  le  fécond  terme  , le  troifiéme  , & tous  les 
autres . Cela  rendra  la  méthode  plus  facile  à concevoir  & à 
pratiquer  ; cependant  on  enfeignera  dans  les  Remarques  com- 
ment après  avoir  trouvé  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x, 
on  peut  trouver  le  fécond  , le  troifiéme , & tous  les  autres  fui- 
vans  par  la  quatrième  & par  la  cinquième  méthode  d'approxi- 
mation du  fixiéme  Livre  , art.  159  & 166.  Voici  en  quoi 
conCftc  cette  fécondé  méthode. 


Seconde  Méthode. 

P ou  R trouver  le  premier  terme  de  la  valeur  de  a:;  1%  il 
faut  fuppofer  une  indéterminée  a pour  le  coëhcient  de  ce 
premier  terme  ; on  Tuppofêra  cette  indéterminée  feule , ou , 
ce  qui  eft  la  même  chofe  , multipliée  par^,  s’il  y a quelque 
grandeur  toute  connue  fans  y dans  l’équation  proposée , & 
^u’on  veuille  que  les  expofans  des  puidànces  dej»,  qui  doi- 
.vent  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  x, 
ibient  pofitifs,  & aillent  en  augmentant.  S'il  n’y  a aucune 
grandeur  toute  connue  fans  y dans  la  propofée , on  fuppo- 
fera  l’indéterminée  a multipliée  par  une  puiffance  dey,  qui 
foit  telle , qu’en  fubftituant  le  produit  de  a par  cette  puif 
fance  dey^  la  place  de  x dans  la  propofée  , l’on  puiftê  trou- 
ver après  la  fubftitution  au  moins  deux  grandeurs  differentes 
dans  lefquellcs  la  féconde  inconnue^  foit  au  même  moindre 
degré , pour  en  foire  une  équation  propre  à déterminer  la 
valeur  de  l’indéterminée  a . Cette  grandeur  indéterminée  4 
feule  ou  multipfiée  par  une  puiffance  dey,  reprefentera  le 
premier  terme  de  la  fuite  qu’on  cherche , qui  doit  être  la 
valeur  de  x. 

• 2°.  11  fout  fubftituer  cette  grandeur  indéterminée  qui  re- 

prefeotc  le  premier  terme  de  la  valeur  de  à la  place  de 
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dans  l’équation  propofée  ; fuppofer  toutes  les  grandeurs  dans 
lefquelles  y ne  fe  |troiive  point , apres  la  fubftitution , égales 
à zéro  ; & fi  ^ fe  trouve  en  toutes , fuppfer  égales  à zéro  cel- 
les où^  efl:  au  même  moindre  degré  ; & trouver  la  valeur  de 
l’inde'terminée  a par  l’équation  que  donne  cette  fuppfuion  , 
& ce  fera  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x que  l’on  cher- 
che , fi  on  a fiippfé  l’indéterminée  a feule  faosy  ; & fi  on  a 
multiplié  l’indéterminée  par 7,  multipliant  cette  valeur  de 
a par  la  même  puiflànce  dey  par  laquelle  on  voit  multiplié 
l'indéterminée  le  produit  fera  le  premier  terme  de  la  va- 
leur de  X. 

3“.  Il  faut  fuppofer  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x 
qu’on  vient  de  trouver  plus  une  inconnue/,  égale  à a?  , & fub- 
fiituer  cette  valeur  de  x à là  place  dans  l'équation  propfée, 
& l’équation  qui  en  viendra  fera  la  première  transfiirmée,  qui 
fervira  à trouver  le  2*  terme  de  la  valeur  de  x . 

Pour  trouver  ce  fécond  terme  de  la  valeur  de  x,  1%  jl  fout 
prendre  une  indéterminée  é , & la  multiplier  par  une  puifian- 
cedey,  qui  foit  telle,  qu’en  fubftituant  le  produit  de  A par 
cette  puifi'ance  de  y,  à la  place  de  / dans  la  première  trans- 
formée , on  ait  au  moins  deux  grandeurs  differentes  dans  lef- 
quelles  y fbit  au  même  moindre  degré . Ce  produit  de  é par 
cette  puifîance  de  reprefentera  le  fécond  terme  de  la  valeur 
de  X que  l’on  cherche . a“.  Il  fout  fubftituer  ce  produit  qui 
reprefente  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x,  à la  place 
de  / dans  la  première  transformée  ; faire  une  équation  des 
grandeurs  dans  lefquelles  y eft  au  même  moindre  degré , 
trouver  par  cette  équation  la  valeur  de  l’indéterminée  I,  & 
multiplier  cette  valeur  par  la  même  puiflànce  de  y par  la- 
quelle i efl  multipliée  ; & le  produit  fera  le  fécond  terme  de 
la  valeur  de  x.  3MI  faut  fuppofér  ce  fécond  terme  plus  une 
nouvelle  inconnue  g,  égal  à l’inconnue  / de  la  première  trans- 
formée, & fubflituer  cette  valeur  de /à  fa  place  dans  la  pre- 
mière transformée,  & l’équation  qui  viendra  de  la  fubfli- 
tution  fera  la  fécondé  transformée  i on  trouvera  par  fon  moyen 
le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  x,  de  la  même  maniéré 
qu’on  a trouvé  le  premier  & le  fécond  ; & ce  troifiéme  terme 
fervira  à foire  une  troifiéme  transformée  ; qui  féra  de  même 
.découvrir  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x-,  & ainfi  de  fui- 
.leàTijifini. 

Quand 
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Quand  1m  «xpofâns  des  puiflànccs  de  y qui  doivent  diftkvT' 
gucr  les  termes  de  la  valeur  de  commencent  par  être  pofi- 
tifs,  & deviennent  enfuite  négatifss  pour  trouver  Je  premier 
terme  de  la  valeur  de  y,  il  faut  multiplier  la  première  indé- 
terminée a par  une  puifTance  de 7,  qui  foit  telle,  qu’en  fubfti- 
tuant  le  produit  de  a par  cette  puifl'ance  de  y,  à la  place  de  x 
dans  l’équation  propoiee,  on  puiffe  avoir  au  moins  deux  gran- 
deurs differentes  dans  lefquelles  y foit  à la  même  puifTance  la 
jjIus  élevée  ; & pour  trouver  le  fécond  terme , il  faut  mul- 
tiplier la  fécondé  indéterminée  b par  une  puifTance  de  y,  qui 
foit  telle,  qu’en  fubftituant  le  produit  de  b par  cette  puifTance 
dey,  à la  place  de  l’inconnue  f de  la  première  transformée, 
dans  la  première  transformée , on  ait  au  moins  deux  grandeurs 
dans  lefquelles/  foit  à la  puifTance  la  plus  élevée;  & faire  le 
refte  comme  on  l’a  marqué  pour  la  recherche  des  deux  pre- 
miers termes  de  la  valeur  de  x,  quand  les  cxpofâns  des/  de 
cette  valeur  font  pofitifs . 

Les  expofans  des  puifTances  de  y qui  diftinguent  les  termes 
de  la  valeur  de  x,  devant  être  en  progreflion  arithmétique, 
il  fuffit  d’avoir  les  expofans  de  y dans  les  deux  premiers  ter# 
mes  de  cette  valeur , pour  avoir  tous  les  autres  : Ceft  pour- 
quoi quand  on  a découvert  ces  deux  premiers  expofans , i| 
haut  fuppofer  x égale  à une  foite  indéterminée  dont  chaque 
terme  contienne  une  indéterminée  multipliée  par  la  puifl 
fancc  dey  qui  convient  à ce  terme  . Par  exemple,  pour  trou- 
ver la  valeur  de  x dans  l’équation  -4-  nyx  — /»  = o,  après 

H-  nnx  — 2»* 

avoir  trouvé  que  la  puifTance  de/ qui  doit  multiplier  Je  pre- 
mier terme  de  la  valeur  de  x,  doit  être  celle  qui  doit 
multiplier  le  fécond  terme,  doit  être/';  on  fuppofera  x=ay*. 

dy\-^  ef  -4-  &c,  a,  i,c,  ôcc.  font  indéterminées: 

Si  » efl  moindre  que  /,  il  faudra  que  les  expofans  des  y com- 
mencent par  être  pofitift  à caufe  de/* , & deviennent  enfuite 
négatifs  ; & ajjrés  avoir  trouvé  que  les  expofans  de  / dans 
les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  x,  doivent  être 
ay^f^bf,  on  fuppofera  x = 6/' -4-r/— -4•/^’^-&c.  ' 

b,  c,  &c.  font  indéterminées . 

De  même  pour  avoir  la  valeur  de  x dans  l’équation  x*; 

— yx'  ^ — ynnyyxx  -4-  fpy*  = o,  quand  on  au- 

sa  trouvé  que  les  expofans  de/ dans  le  premier  & Je  fécond 

Mmm 
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i ‘ . X 

terme  de  la  valeur  de  x,  font/‘ on  fuppoiëra  que  x=.aÿ- 

•*‘hy'  ^ cy  ^ ^ dy'  ey  * -4-&c.  a,hfe,Scc.  font  in- 
déterminées. Il  en  elt  de  même  des  autres  exemples. 

On  aura  par  ce  moyen  la  fuite  irxiéterminée  qui  reprefente 
la  valeur  de  x\  il  ne  faudra  plus  pour  avoir  la  valeur  déter- 
minée  de  x,  que  trouver  la  valeur  de  chacune  des  indétermi- 
nées, ou  de  chaque,  terme  indéterminé  ; on  1^  trouvera  cette 
valeur  déterminée,  i%  en  fubftituant  ce  terme  indéterminé 
dans  la  propofée,  à la  place  de^f,  fi  c eft  le  premier  terme, 
ou  dans  la  transformée  qui  convient  à ce  terme,  fi  ce  n’efi  pas 
le  premier , à la  place  de  l’inconnue  de  cette  transformée  ; 
3°,  faifant  une  équation  des  grandeurs  dans  lefquelles  y fe 
trouve  au  même  degré  le  moindre  de  tous , fi  les  expolâns 
des  y font  tous  pofitifs  ou  tous  négatifs  i & le  plus  élevé , fi  les 
expolâns  doivent  commencer  par  être  pofitifs  , & devenir  en- 
fuite  négatifs , & qu'on  fafle  la  recherche  des  premiers  : 
3“,  déterminant  par  cette  équation  la  valeur  de  l’indéterminée 
du  terme  que  l'on  cherche , après  quoi  ce  terme  fera  connu  ; 
& enfin , 4®,  en  fuppofant  ce  terme  qu’on  vient  de  connoî- 
tre  plus  une  nouvelle  inconnue  , égal  à l’ir^conniie  de  la  trans- 
formée qui  a foit  trouver  ce  terme  ; & fubftituant  cette  va- 
leur à la  place  de  Tinconnue  dans  cette  transformée , on  aura 
la  transformée  fuivante,  parlemoj'en  de  laquelle  on  trouvera 
le  terme  fuivant  de  la  valeur  de  x.  > 

On  ne  fera  la  recherche  des  deux  premiers  termes  que  dans 
le  premier  exemple,  pour  apprendre  la  maniéré  de  trouver  les 
expofans  de  y dans  les  deux  premiers  termes;-  & pour  abréger 
dans  les  autres  exemples,  on  fuppofera  la  fuite  indéterminée  de 
la  valeur  de  x,  & on  déterminera  les  valeurs  des  indéterminées 
de  cette  fuite  de  la  maniéré  qu’on  vient  d’expliquer. 

. i •! 

Application  de  la  ftconde  • mthode  aux  exemples. 
Exemple  I. 

*'49*  S OIT  propofé  de  trouver,  par  cette  fécondé  méthode , la 
valeur  de  dans  l'équation  x^-^nyx — / =0. 

- • finx  — 2b* 

I®.  Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette  valeur,  il  faut  le 
fuppofer  reprefenté  par  rindéterminée  a multipliée  par 
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c’eft  à dire,  multipliée  par  l’unité  , ou  lêule  ùnejf , à caufe 
de  la  grandeur  toute  connue  i»» . 

• 2*.  Il  faut  fubftituer  a dans  la  propofee  à la  place  de  a*  , & 
l’on  aura  l'équation  changée  a*  nya  ■ — f = o . Il  faut 

' - ' nna  — 2«* 

faire  une  équation  de  toutes  les  grandeurs  dans  lefquelles  la  fé- 
condé inconnue^  ne  fe  trouve  pointj  & trouver  par  cette  équa- 
tion, qui  eft  a^-^nna — 2»'  = o,  la  valeur  de  qui  eft 
C’eft  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x qu’on  cherche  : & l’on 
a déjà  x ou  x = i». 

3*.  Il  faut  fuppofer  »•♦•/=  X,  & fubftituer  cette  valeur 
de  x à fa  place  dans  la  propofee  , & l’on  aura  la  première 
transformée  — f njf  •+•  3«/jf  p = o,  qui  fervira  à 

trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme  de  la  valeur  de  x,  i*,  on  le 
fuppofera  reprefenté  par  l’indéterminée  b multipliée  par 
pareeque  fiibftituant  //*'à  la  place  de  / dans’  la' première 
transformée , on  aura  les  deux  grandeurs  my  4»nby 
dans  lefquelles  / eft  au  même  moindre  degré.  2°.  On  fubfti- 
tuera  by  à la  place  de  / dans  la  première  transformée , & 
faifant  une  équation  des  deux  grandeurs  ^ nny  •*-  ^nby  = o, 
dans  lefquelles  y eft  au  même  moindre  degré  après  la  fuh- 
ftitution  , on  trouvera  par  cette  équation  & = . — mettant 

cette  valeur  de  h dans  le  fécond  terme  indéterminé  by^  de 
la  valeur  de  x,  on  aura  pour  le  fécond  terme  de  cette  valeur 
— } l’on  a donc  déjà  x = -t*  » — ^/ . 3®.  On  fuppofera 

' — ^ ftjbftituant  cette  valeur  de/à  fa  place 
dans  la  première  transformée,  on  aura  la  fécondé  transfor» 
mée  fuivantej  — ■+•  ^ fg  — \ygg  = o, 

— -hnf  — \nyg^ingg 

qui  fervira  à trouver  le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  x. 

A prefént  qu'on  a trouvé  les  expofans  o & i de  / dans  les 
deux  premiers  termes  de  la  fuite  qui  doit  être  la  valeur  de  x, 
on  a tous  les  autres  > & pour  abr^er , on  fuppoféra  que  la 
valeur  indéterminée  de  x efï  x = af  bf  ^ cf  ^ J/ 
&c.  les  valeurs  de  a 6c  de  b font  déjà  trouvées } il  faut 
trouver  les  valeurs  des  indéterminées  fuivantes,  qui  font 
c,  dy  e,  &C. 

Mmm  ij 
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Pour  déterminer  le  trdfiéme  terme  cf  de  la  valeur  h»^ 
déterminée  de  a?,  il  faut  fubftituer  r/  à la  place  de  g dans 
U fécondé  transformée  ( U fuflit  de  concevoir  cf  fubftitué  à 
la  place  de  g,  fans  qu’il  foit  neceflàire  de  le  fubftituer  aéluel- 
Icment , ce  qu’il  faut  remarquer  pour  la  fuite  ^ & faire  une 
équation  des  grandeurs  — rr>*/  ^ ^nnef  = o,  dans  let 
quelles  y eft  au  même  moindre  degré , & l’on  trovera  par 
«tte  équation  c ainû  le  troifiéme  terme  de  la 

fuite  qui  eft  la  valeur  de  x,  eft  -s^y\  & l’on  a déjà  x = » 

Il  faut  iuppofer  >4-  •*^h  = g,  & fubftituer  cette 

valeur  de  g à fa  place  dans  k fécondé  transformée,  & l’équa^ 
tion  qui  en  viendra  fera  la  troifiéme  transformée  qui  fervira 
à déterminer  le  quatrième  terme  de  la  valeur  indéter* 

minée  de  at. 

U eft  évident  qu’on  peut  continuer  à rinfini  rapproxîtn»^ 
tion  de  la  valeur  de  x par  cette  fécondé  metluxle , les  op» 
tions  qu’on  vient  de  faire  fufEfeoc  pour  la  foire  concevoir 
clairement^  • , 

Secande  manitre  de  refoudrr  U meme  fxempîf^ 

zfO.  la  grandeur»  étoit  moindre  que  y y il  faudroit  trouver 
une  valeur  de  x qui  fût  telle , que  lesy  fe  treuvaflent  dans 
les  dénominateurs  des  termes  de  cette  valeur , afin  que  ccff 
termes  fuffent  des  fraflions',  & allaflênt  en  diminuant  de  va», 
leur}  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  il  faudroitque  les  c’ÿJO' 
fons  des ^ qui  diftinguent  les  termes  de  la  valeur  de  Xy  fiiftent 
négatifs.  Voici  la  maniéré  de  trouver  cette  valeur  par  cette 
féconde  méthode. 

Pour  trouver  le  premier  terme , il  lé  faut  fuppofer  reprer 
fenté  par  l’indéterminée  a multij^iée  par  f,  c’eft  à dire,, 
par<9t’;  pareequ’en  fubftituant  ay  à la  place  de  ^ dans  la 
propoféc  X?  -4-  nyx  — = o,,  on  aura  dans  l’équation,  chan- 
•^  mx’ — “ 2»’ 

fée  ay  -4-  naf  — >’  = O,  les  deux  grandeurs  -p  ijf  » 

-4-  nnay-^  2»?  ■ c 

dans  lefquelles^  eft  au  même  degré  le  plus  élevé  . Il  font  en 
foire  l’équation  ay=iy\  d’où  l’on  déduira  ^=i,  ainfi  fo 
premier  terme  de  U valeur  de  x eft  ly. 
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II  faut  fuppofcr  a?,  & fubftituer  cette  valeur  de  k 

à fa  place  dans  la  propose  , & l’on  trouvera  la  première 
transformée  fuivante  •^nf  ^ iff  ly^f  •»•/’=  o, 

n'y  nyf  ' 

— 2»* 

qui  fervira  à trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme  , il  le  fout  fuppofer  repre- 
fenté  par  l'indéterminée  h multipliée  par /* , c’eft  à dire  fansy; 
pareequen  corKevant  i fubllituée  à la  place  de  / dans  la 
première  transformée  , on  aura  les  deux  grandeurs 
*4-  3&jr* , dans  lefquellcs^  eft  au  même  degré  le  plus  élevé  , 
dont  foifant  l’équation  3^'  = — »/,  on  trouvera 
L’on  a donc  déjà  x=  ly  — j». 

Il  fout  fuppofer — J n-^g=fy  Sc  fubrtituer  cette  valeur 
de/àfo  place  dans  la  i”  transformée  , & l’on  trouvera  la  a*, 
transformée  rfy  3/g  -4-  ^ygg  -v-  = o, 

__  „yg  _ „gg 


le  troilieme 


terme  de  la  valeur 


qui  fervira  à trouver 
de  X. 

Les  expofans  dey  dans  le  premier  & le  fécond  terme  de  la 
valeur  de  x étant  connus , on  peut  fuppofer  pour  la  valeur 
de  X la  fuite  indéterminée  x =:  ay  iy  cf'  dy"“' 
•4-  ey~^  H-  &c.  dont  les  deux  premiers  termes  font  connus. 
Pour  déterminer  le  troifiéme  terme  reprefemé  par  cf' , 
il  fout  concevoir  cy~'  fubftitué  à la  place  de  g dans  la  fécondé 
transformée , & fuppofer  égales  à zéro  les  deux  grandeurs 
H»  3 = O , dans  lefquclles/  eft  au  même  degré  le 
plus  élevé,  d’oh  Ton  déduira  c-x=.  — -i»*;  ainfi  le  troifiéme 
terme  de  la  valeur  de  a:  eft  — ■ ja'y~\ 

Il  faut  fuppofer  — j^y~'  ^ ^ > & fubftituer  cette 

valeur  de  g à fa  place  dans  la  fécondé  transformée , & l’on 
trouvera  la  troifiéme  transformée  qui  fuit, 

— -7^n*y-*  •*~^n*y-'ir—n'y"h‘  =o, 

— 7 »/i* 

— y rt*y~* — jn'h  •^^yb* 


±lni 


qui  fervira  à 
de  X. 


-^nyb 
trouver  le 


quatrième  terme  de  la  valeur 
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Pour  trouver  ce  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x , il 
ftut  concevoir  Jy~‘  fubftituée  dans  la  troiCéme  transformée  à 
la  place  deé , & fuppfcr  égales  à zéro  les  grandeurs  — 
■♦-3^=0,  dans  lefquelles/  ne  fe  trouve  point  , ou  bien 
dans  lefquelles  l’expofant  de^  cft  zéro,  & l’on  aura  ^ 

Ainfi  k quatrième  terme  de  la  valeur  de  a:  eft  ; 

& l’on  a déjà  x = ly  — j»/  — T 

On  peut  continuer  l’approximation  à l’infini  , en  fuppo. 
fant  i = h \ & fubftituant  cctie  valeur  de  h 

à fa  place  dans  la  troifiéme  transformée  , il  en  viendra  une 
quatrième  transformée,  dans  laquelle  concevant  ejr^  fubftb 
tuée  à la  place  de  / , & faifânt  une  équation  des  grandeurs 
dans  lefquelles,)'  aura  pour  cxpofant  — i , c’eft  à dire,  dans 
lefquelles  il  y aura  y~' , on  déterminera  par  cette  équation 
le  cinquième  terme  de  la  valeur  de  a:,  & ainfi  à l’infini.  Les 
operations  que  l'on  a faites  fuffifent  pour  faire  clairement  cot> 
cevoir  la  féconde  méthode . 

R E M A R QJJ  E S. 

I. 

2.5  I . ^)n  peut  abréger  de  beaucoup  le  calcul  |de  cette  méthode  ^ 
i“,  en  n’écrivant  point  les  équations  changées  , mais  en  con- 
cevant feulement  que  le  terme  de  la  fuite  indéterminée  qui 
reprefente  la  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche , efl: 
fubflitué  à la  place  de  l’inconnue  ; car  on  remarquera  aifé- 
ment  quelles  font  les  grandeurs  dans  lefquelles,  après  cette 
fubflitutioji  conçue , l’inconnue  jr  ne  fè  trouvera  point  , ou 
bien  celles  oh  ^ fe  trouvera  au  moindre  degré  ; & les  fuppo- 
fànt  égales  à zéro , on  aura  l’équation  propre  à trouver  la  par- 
tie de  la  racine  que  l’on  cherche. 

2*.  ,On  peut  même  remarquer  qu’il  n’efl  pas  neceffaire  d’é- 
crire le  terme  indéterminé  dans  les  grandeurs  qui  étant  fupp(> 
fées  égales  à zéro , fervent  à faire  trouver  la  partie  de  la  raci- 
ne que  ce' terme  indéterminé  reprefente. 

Par  exemple  , au  lieu  d’écrire  <j*  nna  — = 0,  dans 

la  première  refolution  , on  aurdt  pu  former  l’équation  par* 
ticulicrc  qui  fert  à trouver  la  première  partie  de  la  valeur 
• xeprefentee  par  ^ , en  fuppofant  les  termes  «4-  xnx  — a»* 
= O , fans  mettre  a au  lieu  de  x ; car  l’on  auroit  également 
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trouvé  par  cette  équation  , que  la  première  partie  de  la 
valeur  de  x que  l’on  cherche  , reprefentée  par  ^ , eft  » , 
puilque  x — » = o eft  un  divifeur  cxadl  de  x’  ««x 
. — 2»>  = O,  ainfi  X = n , c’eft  à dire  , » eft  la  premie* 
re  partie  de  la  valeur  de  x. 

Dans  chaque  transformée  il  fuffit  de  divifer  la  gran- 
deur du  dernier  terme  , dans  laquelle  y eft  au  moindre  de- 
gré , par  la  grandeur  du  pénultième  terme  oh  y eft  aufll  au 
moindre  degré  ; car  le  quotient , apres  en  avoir  changé  le  li- 
gne, fera  la  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 

Ainfi  dans  la  première  transformée  de  la  première  refolu- 
tion  , en  divifant  »ny  par  4»»,  on  a pour  quotient  -h  ~y  ; 
& changeant  le  ligne  , on  aura  — -^y  pour  la  féconde  par- 
tie de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 

De  même  dans  la  fécondé  transformée  de  la  première  refo- 
lution  , en  divifant  — -^'>yy  par  4»»,  on  aura  — r^yyi 
& changeant  le  ligne,  on  aura  -4-  r^,yy  pour  la  troifiéme  pr- 
tie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche  > & ainfi  des  autres 
transformées . La  raifon  de  cet  abrégé  eft  évidente  par  l’ope» 
ration  même . 

Quand  on  fe  fera  rendu  cette  méthode  bien  familière , on 
verra  qu'on  peut  négliger  dans  le  calcul  beaucoup  de  gran- 
deurs dans  les  transformées , ce  qu’un  peu  d’ulâge  apprendra 
mieux  qu'un  long  difeours.  • 

IL. 

% yz,  Gfe  qu’on  a dit  dans  le  troifiéme  article  de  la  Remarque 
précédente , fait  voir  que  la  maniéré  de  trouver  la  fécondé 
partie,  la  troifiéme , & toutes  les  autres  parties  de  la  valeur 
de  X par  cette  fécondé  méthode  , revient  à la  quatrième 
méthode  d’approximation  du  lixiéme  Livre  , art.  159.  c’eftà 
dire , qu’aprés  avoir  trouvé  la  première  partie  de  la  valeur 
de  X , qu’on  nommera  a , pr  le  premier  article  de  la  fécondé 
méthode,  pour  trouver  la  fécondé  prtic,  qu’on  nommera  b, 
il  faut  faire  la  première  transformée , en  fubflituant  f 
= X à la  place  de  x dans  la  propofée , divifèr  le  premier 
terme  pr  le  coëficient  du  fécond  terme  de  cette  transfor- 
meé,  & le  quotient,  après  en  avoir  changé  le  figne,  fera  la 
fécondé  prtie  b de  la  valeur  de  x . (On  nomme  ici  le  pre» 
mier  terme  de  chaque  transformée  celui  oh  n’efl  pbt  l’in- 
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connue/  de  la  transformée;  le  fécond,  celui  oîi  l’inconnue/ 
cft  linéaire;  & aiiifi  des  autres.  ) Pour  avoir  la  troifiéme  par- 
tie de  la  valeur  de  x,  qu’on  nommera  e,  il  faut  faire  la  lêcon- 
de  transformée  , en  fubflituant  b •‘r  g =f  à la  place  de / 
dans  la  première  transformée , divifer  le  premier  terme  par  le 
cocficient  du  fécond  terme  de  cette  fécondé  transformée  , 
& le  quotient , après  en  avoir  changé  le  ligne  , fera  la  tnù- 
fiéme  partie  c de  la  valeur  de  x.  On  peut  continuer  cette  ap- 
proximation à l’infini , comme  on  l’a  expliqué  dans  la  qua- 
trième méthode  1 59.  On  peut  même  rendre  chaque  partie  de 
la  valeur  de  plus  approchante,  comme  on  l’a  enfeigné  dans 
cette  quatrième  méthode  d’approximation. 

III. 

Après  avoir  trouvé  la  première  partie  de  la  valeur  de  x 
par  le  premier  article  de  la  fécondé  méthode,  on  peut  auffi 
trouver  la  fécondé  partie^  la  troifiéme,  & toutes  les  parties 
fuivantes  de  la  valeur  de  , par  la  cinquième  méthode  d’ap- 
proximation 16 A.  Par  exemple  , ayant  trouvé  que  la  pre- 
mière partie  de  la  valeur  de  a?  dans  l’équation  x^’*f>nyx — 

•^nnx — 2a* 

= O,  ell  -4-  »,  pour  trouver  les  autres  parties,  il  fiiut  parta- 
ger l'inconnue  x en  deux  parties  fuppofânt  e z 

= X , il  fout  fublHtuer  cette  valeur  de  x à la  place  dans  la 
propolée,  & l’onaura l’équationr*  -*•  jfs;:  h-  3?:?;,^  =0. 

•♦•«fy  •+-  ttyz 

—y 

— 2»» 

Ce  fera  la  transformée  indéterminée  qui  fera  trouver,  la 
première  partie  étant  fuppofée  connue  , toutes  les  autres 
parties  de  la  valeur  de  x les  unes  après  les  autres  : e repre- 
lentera  toutes  les  parties  déjà  découvertes,  & iç,  ce  qui  «fie  à 
en  découvrir;  & à mefure  qu’on  découvrira  ces  parties,  pour 
trouver  la  fuivante , il  n’y  aura  qu’à  fubfütuer  la  fomme  de 
toutes  les  parties  dqia  découvertes  à la  place  de  s , & après 
la  fubftitution  , divifer  le  premier  terme  par  le  ccëfident  du 
fecond  terme  , le  quotient , après  en  avoir  changé  le  Cgnc  , 
fera  la  partie  fuivante  que  l’on  cherche ..  , 

- Ainfi  pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x ; 

U 
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il  faut  fubftituer  la  première  partie  n connue  par  le  premier 
article  de  la  fécondé  méthode,  à la  place  de  e , & l’oa  aura 
nny  ÎL’  = o i ‘1  £iut  divifer  le  premier 

terme  nny  — / par  le  coêficient  •••  4»«  ny  du  fécond 
terme  ( il  fuffit  de  divifer  nny  par  4««  ) & le  quo- 
tient ^ après  en  avoir  changé  le  ligne , fera  la  fécondé 
partie  — • \y  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche.  Pour  trou- 
ver la  troUiême  partie  de  cette  valeur  de  x , il  faut  fubdi- 
tuer  la  femme  des  parties  -♦-  « — \y  déjà  découvertes,  à 
la  place  de  t dans  la  transformée  indéterminée  ; & après  la 
fubflitution , on  trouvera  cette  troifiême  partie  comme  l’on 
a trouvé  la  fécondé  partie,  & ainû  à l’innni. 

IV. 

*-5  4*  S’il  arrivoit  dans  la  pratique  de  cçttc  fécondé  méthode  , 
que  le  premier  terme  de  quelque  transformée  , c’eft  à dire , 
le  terme  dans  lequel  l’inconnue  de  cette  transformée  ne  fc 
(rouve  point  , fût  égal  à zéro , toutes  les  grandeurs  dont  ce 
premier  terme  eft  compofé  fc  détruifant  par  des  lignes  con- 
traires , il  eft  évident  * que  toutes  les  prties  de  Ta  valeut*,^^,. 
de  X déjà  découvertes,  en  feroient  la  valeur  exaéle. 

Avertissement. 

j^P  R e'  s avoir  enfcigné  dans  l’énoncé  de  la  fécondé  métho- 
de, la  maniéré  de  trouver  les  expofens  de^  dans  les  termes 
de  la  fuite  qui  doit  être  la  valeur  de  x , pour  abréger , dans 
les  exemples  fuivans,  on  fuppofera  d’abord  la  fuite  indéter- 
minée qui  reprefente  la  valeur  de  x 

Exemple  IL 

i/J-T^ROuvER  la  valeur  dex  dans  l’équation  xx^yy — rr 
= o;  c’eft  l’équation  du  fécond  exemple  de  la  première  mé- 
thode, art.  184.  où  l’on  a changé  ^ en  xx,  & xx  en 
i“.  Il  faut  fuppofer  X ■=.  byy  •h‘df  ôte.  les 
grandeurs  a,b  d,  &c.  font  indéterminées  , & elles  repre- 
fentcntavec  les  puiftances  de^,  les  parties  de  la  valeur  de  x 
que  l’on  cherche,  & elles  ferv iront  à les  faire  trouver:  a eft 
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(âne  y dans  le  premier  terme,  paicequll  f a fr  dans  la  pto«* 
pofée , qui  cA  une  grandeur  toute  connue  fans  y. 

Pour  trouver  la  p-emiere  partie  de  * reprefentée  par  4, 
il  faut  concevoir  4 fubftituêe  au  lieu  de  x dans  la  propo. 
liée,  & fuppofer  44  — rr,  qui  Ibot  les  grandeurs  où/  n’eA 
point,  égales  à zéro  ; & l’équation  44  — rr  = o,  donne- 
ra 4 = r , ainll  r eÂ  la  pemieie  partie  de  la  valeur  de  x 
qu’on  cherche. 

On  fuppolêra  r -4-  / = x ^ f eA  une  inconnue  s & fub< 
AituanC  f dans  la  propolée,  on  aura  la  première  trans» 


formée 


r •*■/=*? 


XX 

•^yy 
— rr 


= rr  I 

= -^yy 
= — rr 


i'*traiu. 

{ormét. 


H- J/  *4-  irf  •^ff  = o. 

3*.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x par 
cette  première  transformée  , laquelle  partie  eA  repréfentée 
par  bn  , il  faut  concevoir  h-  é/y  à la  place  de  / dans  cette 
transformée,  & foire  l’équation  ^ yy  ^ vrlyy  — o des 
grandeurs  >4"  yy  ■+•  vtbyy  , dans  lelquelles  y eA  au  même 
moindre  degré,  d’où  l’on  aura  -t-  %rhyy  = — iyy\  & divi- 
fant  chaque  membre  par  zryy , l’on  aura  i = — & la 

fécondé  partie  lyy  fera  — ■ H fout  fuppofer  — -^yy  g 

= / , & fubAituant  — rrXy  ^ la  place  de  / dans  la 


’-TTjy^g  =/| 


ff 

•¥>irf 

z=—yy  arg 

^yy 

= ^yy 

trau»- 

(ormée. 

•^•trg 

I 

4*.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie- reprefentée  par  <■/♦  ; 
on  concevra  cp  à la  place  de  g dans  cette  fécondé  transfor- 
mée; & foifant  une  équation  arr/+  = o,  ou  bien 

trey^  = — , des  grandeurs  dans  lefquclles  y eA  au 

même  moindre  degré,  on  divifera  chaque  membre  par  ary^, 
& l’on  aura  c = — ; par  confequent  la  trdfiéme  partie 

que  l’on  cherche  cA  </♦  = — 


L I V R E VII. 

1!  finrt  fuppofcr  — /r  eft  ane  mconnue  ; 

& fubftituant  — j—y*  -H  £>  à la  place  de  g dans  la  frf>nndr 
transformée  , on  aura  la  troiâéme  tra  n.«form^^ 


&g 

—im 

—yyyff 

-t-xrg 

=.—h;r 

•f»  irh 

trans. 

lotfote. 

—^y*h-/fbh-=-o. 

■ 

—yyyf> 

^irb  1. 

5*  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  valeur  de  ar, 
rêprefentée  par  ^ , il  faut  concevoir  dy*  à la  place  de  h 
dans  cette  troifiéme  transformée , & faire  l’équation  •+■ 
xdry*  =:  O,  des  grandeurs  où  j>  eft  au  moindre  degré;  & 
divifont  chaque  membre  de  -4-  — — ^y*  par  iry*’t 

Ton  aura  </=  > & /^  «=  — ^y*  cft  la  quatrième 

partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 

( Prenant  la  fomme  des  parties  de  la  valeur  dex  que  l’on  a 

trouvées , on  aura  x = r — ffry*  — 

Qo  en  peut  continuer  rapprmdmation  tant  qu’oa  voudra. 


Exemple  III. 


Z 


j6.^J[^ROD  VER  la  valeur  de  x dans  l’équanon  o = xx  — 
— iy  — cjy  — a^i  — ey*  &C.  c'en  k tTuiléme  exemple  de 
la  première  méthode,  art.  185.' 

i“.  11  faut  fuppofcr  x — p ^ /y>  fy*  Sec. 

ks  grandeurs  p,  y,  r,  r,  r,  &c.  font  indéterminées  ; elles 
reprefentent  > avec  les  puifTances  de  / , les  parties  de  la  va- 
leur de  X que  l’on  cherche , & eHcs  ferviroot  à ks  Étire 
trouver. 

Pour  trouver  Ta  première  partie  dex  rcprefcntée  pox pi 
d faut  concevoir  p fub(Htuée  à la  place  de  x dans  la  propo» 
fée  , Sc  faire  une  équation  des  grandeurs  pp  . — x , dans 
kfquellesj  ne  Ce  trouve  point , & Tou  aura  pp  = ai  par 


confequent  p — a'. 


« 


On  fuppofera  a*  = x,  & en  fubflîtuant  a' 
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la  place  de  x dans  la  propofce , on  aura  la  première  trans- 
formée = x| 


XX 

= a •*‘Xa^f<^ff 

— 

— -a 

— by 

=-by 

=—eyy 

&C.  1 

= &c. 

Première 

tianiformie. 


— by  ^xa^f 
&c.. 


3".  Pour  trouver  la  foconde  partie  de  la  valeur  de  ar , re< 
prelêntée  par  ^y^  il  faut  concevoir  y fubdicuêe  à la  place 


de/,  & faire  une  équation  xA*qy  — hy  des  deux  grai^eurs 
dans  lefquelles  y cft  au  même  moindre  degré  ; & divifânt 

— h 

chaque  membre  par  xa^y , on  aura  f confe- 

b **** 

quent  jfj»  =- — r>  eft  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de 

24* 

L . h 

Il  faut  fuppofcr  — —y  g = /;  & fuWlituant  — — f. 

xa^  ^ 

^ à la  place  de  f dans  la  prenwerc  transformée  , on  aura 


—J 


9 

hb  h 

4‘* 

•^xa^f 

— by  = 

—cyy  = 

=—cyy 

— dy* 

= — 

&c. 

= &C. 

Seconde 

hb  b 

ttatuforinée 

4* 

^cyy 

^df 

&c. 


^xdg 


t 

I 


V 


tn 


’J7. 


t} 

éc 

Cî 


P, 

te 

pi 


Pf< 

«lai 


py 
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. 4*.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  valeur  de  x, 
rcprcfentée  par  ryy , il  6ut  concevoir  ryy  fuWtituée  à la 
place  de  g dans  la  fécondé  transformée  , & foppofer  les 

gTioàeurs  ~yy  ^ cp  ^ la’ryy , dans  lefquelles  eft  au 
même  moindre  degré , égales  à zéro , ce  qui  donnera  l’équa* 

tion  2^^ryy  = — ~yy  cyy  ; & divifant  chaque  membre 

7 ^ c ^ 

par  ia*yy  » on  aura  r = j-  par  conftquenc 

' • . V . . Sa*  zâ* 

bb  C 

ryy  —r—. yy  ^ yy  e(l  h.  troifiéme  pa rtic  de  la 

Sa* 

valeur  de  Af. 

. Pour  continuer  l’approximation , on  fuppofera  ■: yy 

Sa* 

C hb  C 

•H T yj^b  =g  i & en  fubftituant j^yy  •¥• yy 

' la*  8a*  20* 

b à la  place  de  g dans  la  féconde  transformée,  on  aura  la 
troifiéme  transformée,  &c. 

Exempi^e  IV, 

i / 7.  TP  R O ü V E R la  valeur  de  x dans  l’équation  o = x*  — ; 4/ 

' — hy~^  O'*  — — “ O'’  c’eft  le  feptiéme  exemple  de  la 

première  méthode,  art.  222.  On  va  y appliquer  la  fécondé  mé- 
thode , pour  faire  voir  qu'elle  peut  s’appliquer  à toutes  les 
équations  qu’on  peut  refoudre  par  la  première  méthode,  cet 
exemple  contenant  une  difficulté  particulière. 

I®.  Il  faut  fuppder  x = py  •+•  >7’  sy*  ty'  &c. 
&c.  font  des  grandeurs  indéterminées,  qui  reprefen. 
tent  avec  les  puiffancesde^  dont  elles  fondes  coëficients,  les 
parties  de  la  valeur  de  x,  & fervent  à les  trouver. 

2®.  Pour  trouver  la  première  partie  de  la  valeur  de  x,  re-' 
prefentée  par  fy,  il  faut  concevoir  py  fubftituée  à la  place  de  x 
dans  la  propofée , & l'on  aura  p*/*  — ay  — hyy  &c.  :=  o . 

- Afin  que  l'inconnue  y fort  au  même  degré  linéaire  dans 
p"jf"  & dans — ay,  il  faut  mettre  au  lieu  dep“y“,  la  grandeur 
qui  lui  cfl  égale , & fiippofer  les  deux  grandeurs 
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jf"-‘  fÿ  — dans  Icfqucllcs/  eft  au  même  moindre  degré, 
égales  à zéro  ; ce  qui  donnera  l’équation  , d oîl 

— — _ ^ Jl 

ïon  déduira  p = a^f^  , & par  confequent  pj  = 4“/“ 
la  première  partie  de  la  râleur  de  x que  Ton  cherchoit. 

X * JL  X 

Il  feut  fuppofer  4“jf“  -h/* =.x,  & fubftituer  4"/  -♦-/à  la 
place  de  x dans  la  propofee , & Toa  aura  la  première  trans*. 
formée. 


n— t n^i  1 II»*» 

,4/ 

ry  : 


X i. 

Plus  on  prendra  de  termes  de  la  puiflânee  4"j'“»*-/=**,& 
plus  on  trouvera  de  parties  de  la  valeur  de  ;vquc  Ton  cher- 
che. Les  quatre  termes  qu'on  en  a pris  dans  cette  transformée» 
fufHfont  pour  faire  concevoir  rapjdication  de  la  féconde  me» 
thode  à cet  exemple. 

3\  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  »,  reprtf^ 
lêotée  par  , U faut  concevoir  ^jj  fubdituêe  à la  place 

de/ dans  la  première  transformée  , & fuppofer  les  grandeurs 

n*  1 • 

*^308  Icfquellcs  eft  au  même  - - 
mdndre  d^ré , égales  à zéro  ; ce  qui  donnera  l’équatica 

®ZLi  P*"* 

^a'^y'^qyy  — byyi  & divilâot  chaque  membre  par 

a*»«  a— ^ r«-n  t —a 

^4  • jf  nypf  l’on  aura  f—\  a p é-;par  conftqucnc 

fjy  = V * J'  “ = <i  “ tj»  "■  cfl  la  fccondc  partie  de 

la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit . 

Pour  avoir  la  fécondé  transformé,  il  Êuc  remarquer  que 
la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  qu’ça  vient  de  trouver» 

I— a I «HT 

ficut  s’exprimer  de  ces  trois  manières  -î#  “ ^ 

«-y  i—n  _j 

ÿ 4 • fy  “ z=.^  a èy , Gette  demiere  eft  la  pluscom- 
mode  peur  trouver  la  fécondé  transformée»  Ainfi  on  fitppo- 

r~-o  2. 

feta-~4‘  ji“  •*-^=/,& on  fùbftituera  cette  valeur  de/ 


- ■ L l V R E VIL  47, 

i la  place  de/ dans  la  première  transformée,  & l’on  trouvera 


• — t E- 


la  fécondé  transformée, 

H-f *y - )f=-^  ï X ~ 4 fciy 


n^a  t»— 1_ 

0 « a y 


— ^ = 
— ry  = 

-!-4^  = 

, &c,  = 


•+■  » ^77 

— thyj 

— Cf 

— ^ 
&c. 


a 'y  “ . ’> 

n— I n«-i  ^ 

•*-fa  ‘y  “ g 


tjignifU  jue  Ugr*ndtÉir 
,«»  ttttê  mur^utfrdudtt 


•fi  •jftede 


4*.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  valeur  de  x,  le- 
prefentée  par  ry',  il  fout  concevoir  r/  fubftituée  à la  place 
de^  dans  la  fécondé  transformée,  & fuppofor  égales  à zéro 


n*«  I n«-i 


les  grandeurs  -4-î  x *51  <a~  » -t-  f ^ » rf—cf^  dans 

fcfquelles  y cft  au  'même  moindre  degré  ; ce  qui  donnera 


0-«»l 

A 


l’équation  f ü “ / “ 17»  = — ixi^  bbf-^cy^i  & 

f t 

divifant  chaque  membre  par  f 4 “ 

* = — vxî^4  " parconfequent 

> an  t I 4»  R0 

% “ " = — ~x 


3»  " X 7» , on  trouvera 

»— n i—D 


^ ^ ^ “î  /"  07*  cft  la  troUiéme  partie  de  la 

valeur  de  x que  l’on  cherchoit . 

* Pour  avoir  la  troiCéme  transformée,  il  fout  fuppofor 

— ixî^4  • y'cyy^‘b=g,Sc[uhRitaet 

cette  valeur  de  g a la  place  de  g dans  la  fccondc  transformée, 
& l’on  trouvera  la  troiCéme  transformée. 

Mais  comme  il  n’y  a plus  d’autre  difficulté  dans  le  refte  de 
l’operation , que  celle  qui  vient  de  la  peine  du  calcul,  il  cft 
inutile  de  la  continuer  ici , les  operations  précédentes  fuffifant 
^ur  foire  concevoir  l’application  de  la  féconde  méthode  à cet 
exemple . 


Remarques  où  T on  donne  la  démonjlration 
de  la  a*  méthode . 

O N peut  appliquer  cette  fécondé  méthode  à tous  les  exem- 
ples de  U première  ; & après  s’eftre  rendu  l’une  & l’aiUrc 
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bien  familières , on  verra  clairement  qu’elles  reviennent  l’une  ‘ 
à l’autre  ; ainfi  la  première  étant  démontrée,  la  fécondé  eft 
aulTi  démontrée . 

■ ijîi  On  a aulfi  vû  dans  la  féconde  & troifiéme  remarque,  *que 
tSi-  cette  féconde  méthode,  la  quatrième  méthode  d’approxima- 
tion art.  159,  & la  cinquième  méthode  d’approximation  art; 
1^6,  reviennent  à une  même  méthode»  ainfi  la  démonflration 
de  ces  deux  demieres  démontre  auiïl  la  féconde  méthode. 

Enfin  les  parties  ou  les  termes  de  la  valeur  de  x que  l’on 
trouve  par  cette  fécondé  méthode  , deviennent  des  fraÛions 
qui  vont  toujours  en  diminuant  à mefure  qu’on  continue  l’ap- 
proximation de  la  valeur  de  x ; d’où  l’on  voit  qu’aprés  des  ap- 
proximations infinies , le  dernier  terme  ou  le  terme  infinitiéme,  ' 
pour  ainfi  parler,  doit  être  zéro;  comme  dans  une  progreffion 
géométrique  qui  ,va  en  diminuant , on  regarde  le  dernier  ter- 
me comme  devenant  zéro  : L’on  conçoit  donc  qu’aprés  des 
approximations  infinies  l’on  arriverait  à la  racine  véritable 
que  l’on  cherche;  par  conféquent  plus  on  continuera  l’ap- 
proximation , & plus  00'  approchera  de  cette  véritable  v»i 
leur  de  x. 

La  même  méthode  peut  s’appliquer  aux  équations  qui  cmC 
plus  de  deux  inconnues. 

Avertissement. 

^^OMME  l’on  pourrait  trouver  de  la  difficulté  à refoudre 
par  cette  féconde  méthode  les  équations  qui  contiennent  des 
différences , on  va  faire  l’applicatioo  de  cette  féconde  méthode 
à ces  équations,  & l’on  verra  qu’elle  peut  leur  être  appliquée 
avec  la  même  âcilité  que  la  première  méthode . 

Exemple  V. 

t J 9 . TP  R O U V E R la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation  dif- 
férentielle I — ^ = O i c’eft  l’onzième  exemple  dc^ 

la  première  méthode  art.  129. 

I*.  II  filut  fuppofer  x = ay  hy  cf  ey"^  &c.  les  gran- 
deurs a,  é,  c,  e,  &c.  font  indéterminées  , & elles  repreféntent 
avec  les  puiffances  de^,  les  parties  de  la  valeur  de  x que  l’oa 
cherche,  & elles  fét virant  à les  trouver. 

. 2®.  Pour  trouver  la  première  partie  de  la  valeur  de  a?,_ 

réprefentêé 


Livre  VIL  ^7^ 

reprefentée  par  ay^  il  faut  concevoir  ay  fubftituée  à la  place 
de  X dani  la  propofée  de  cette  manière  ; il  feut  fuppofer 
x—ay;  en  prenant  les  différences  de  chaque  membre  on 
iiMXZ  dx  = adyySa  ~ = a,ôc^z=aa. 

Il  faut  concevoir  aa  fubftituée  à la  place  de  les  deux 
grandeurs  0Î17  ne  fe  trouve  point  font  i — aa,\ï  faut  les  fup- 
pofer égales  à zéro  , & l’on  aura  l’équation  aa  = i\  par  con* 
fequent  a ==  n ainfi  jy^iy  eft  la  première  partie  de  la  va- 
leur de  X que  l’on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  {xemiere  transformée , il  fout  fuppofer  ly 
•^f=x,  f eft  une  inconnue  ou  variable  > en  prenant  les 
différences  de  chaque  membre  , on  aura  idy-t^df—  de-  & 
divifant  par  , on  aura  r ^ & quarrant  chaque 

membre,  on  aura  i ^ ^ ^ . H faut  fubftituer  dans 

la  propolee  i — ^ ^*=0,  les  valeurs  de  ^ à la  place 

première  transformée, 


I * 


3».  Pour  trouver  fa  féconde  partie  de  la  valeur  de  x^  repre- 
fentée  par  by\  il  faut  concevoir  fubftituée  à la  place  de  f 
dans  la  première  transformée.  ■* 

Pour  faire  cette  fubftitution , on  fuppofera  iy^  =fi  pre- 
nant les  différences  de  chaque  membre , on  aura  ibyydy^df, 
& ^byy~  & quarrant  chaque  membre,  on  aura  gUy^ 

— -‘'•C 

— ’ 

Concevant  à prefent  ibyy  fubftituée  à la  place  de  dans 
la  première  transformée,  & gbhf  à la  place  de  lesgran* 
deurs  dans  lefquelles  y eft  au  même  moindre  degré  , font 
i»  — 2 X ^byy\  il  faut  les  fuppofer  égales  à zéro,  & l’on 
aura  l’équation  (>byy=ziyy\  divifant  chaque  membre  par  tfjy, 
onanraf>=7;  par  confequent  by^  — }j^eûh  fécondé  par- 
tie de  la  valeur  de  x que  l'on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  féconde  transformée , il  faut  fuppofer  j y* 
ê = f,  g eft  une  inconnue  ; en  prenant  les  différences 
de  chaque  membre  on  vxt2i\yydy^dg  — dff  & divifant; 

üoo 
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par  dy y \yy  = «luarrant  chaque  membre,  on  aui. 

^ = Il  faut  à prefcnt  fubftituer  les  va- 

leurs de  & de  -J^-r  dans  la  première  transformée , & l’on- 
aura  la  fécondé  transformée, 


J.  n*!'  — ■!-  i v«  J.  vit* 

d,f — "*“4/  w,» 

tP  i,4 V^î  iîi 

4/  dj 


^uf 

i.Jeur 
re  «iflr. 
'..detfl 


~d^ 4/  d, 

^yy  =-*-»7jr 


4®.  Pour  avoir  la  troifiéme  partie  de  la  racine  reprefentée 
par  cy' , il  faut  concevoir  r/  fubftituée  à la  place  de  g dans  la 
fécondé  transformée  : mais  pour  faire  cette  fubftitution , il 
faut  fuppofer  cy'  = gi  par  confequent  ^cy*dy  = dg,  & je/. 

Il  faut  à prefent  concevoir  $cy*  fubftituée  à la  place  de  -/- 
dans  la  fécondé  transformée , & fi  l’on  veut  ajrr/  à la  place 


dc-i^,  & i/— ioçy*,oubicn iy*^iocf-,  feront 
les  grandeurs  dans  lefquelles^cft  |au  mênie  moindre  degré  i 
il  faut  les  fuppofer  égales  à zéro , ce  qui  donnera  l’^ua- 
tion  divifant  chaque  membre  par  ioy\  on  aura  , 

r=  par  confequent  = eft  la  troifiéme  partie 
de  la  valeur  de  ;c  que  l’on  cherche  ; l’on  a donc  déjà  x = \j 
^î.ji^^y'^  &c.  & l’on  peut  continuer  l’approximation  tant 
qu’on  voudra  ; il  n’y  a plus  de  difficulté  dans  le  refte  de  l’ope- 
ration que  celle  qui  vient  de  la  peine  du  calcul  ^ 

On  refoudra  de  la  même  maniéré  toutes  les  équations  diffc- 


Tcntiellcs. 


Exemple  VI. 


zCo.lPouR  trouver  la  valeur  de  a;  dans  l’équation  différentielle 
' xxdf  — yydydx  — nndy'  -4-  nydf  = o,  il  faut  d’abord  divi- 
fer  chaque  terme  par  & l’on  aura  l’équation  préparée 
XX — v*i. — dans  laquelle  la  différence  </> 

eft  dans  k dénominateur . Après  cette  préparation . 

1®.  11  faut  fuppofer  x — a ••r  hy  •Pi- cyy  ey^  &c.  /*,  b,Cfe,»c, 
font  indéterminées,  & reprefentent  avec  les  puiffances  de  y y 
les  parties  de  la  valeur  de  x,  & elles  fervent  à les  trouver. 
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2*.  Pour  trouver  la  première  partie  reprefentée  par  a,  il 
faut  concevoir  a fubdituée  à la  place  de  x dans  la  propofe'e, 
& fuppofer  aa  — »»  = o,  d’oii  l’on  aura  <*  = »,  ainu  » eft 
la  première  partie  de  la  valeur  de  x. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  il  âut  fuppofer  « 

= x,  d’où  l’on  déduira  df—dx\  & fubftituant  les  valeurs 
de  X & de  dx  dans  la  propofée , on  aura  la  première  trans- 
formée . 

3*.  Pour  trouver  la  lêconde  Prtmlere  t^nsformée. 

partie  de  la  valeur  de  x,  re-  xx  = 

prefentée  par  il  faut  con nn  = — , »» 

cevoir  by  fubftitiiée  à la  place  «7  = -+-  ny 

de  f y & fuppo/êr  enfuite  inby  — ^ 

. — »7  = O,  d’où  l’on  déduira 

b = — vi  Schy  = — ^y  fera  la  /êconde  partie  de  la  valeur 
de  X que  l’on  cherche. 

Pour  avoir  la  féconde  transformée,  il  faut  fuppofer  — ^y 
•^g=f,  d’où  l’on  déduira  — { dy  dgr=  df,  ëc  • — 7 
. Il  faut  enfuite  fubÜituer  les  valeurs  de/&  de 
à la  place  de  ces  grandeurs  dans  la  première  transformée,  oc 
l’on  aura  la  fécondé  transformée . 

5®.  Pour  trouver  la  troiCé-  seconde  tmuformfc. 

me  partie  de  la  -valeur  de  x,  = ■+•  ^yy  — yg  •^•gg 

reprefentée  par  cyy  , il  faut-»-2«/= — rny-*» 
concevoir  cyy  fubltituée  à la  •4-  «7  — ^ «y 


place  de  g dans  la  fécondé  — = -4- i 77 — 
transformée , & fuppofer  2»cyy 

H-  ^77  i 77  = O,  d’où  l’on  déduira  C — — Ôccyy=: 
— -hyy  la  3*  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 

Pour  avoir  la  troifiéme  transformée,  il  faut  fuppofer  — -^77 
*^b=g,  d’où  r on  déduira  — db=dg,ôc—~ -^7 

il  faut  fubftituer  dans  la  fécondé  transformée 
les  valeurs  de  g & de  & l’on  aura  la  troifiéme  trans- 
formée. 

S“.  Pour  trouver  la  4*  partiel  Troifiéme  tr»njfotmée 


de  la  valeur  de  x,  reprefentée 
par  <7»,  il  faut  concevoir  <7» 
fubflituée  à la  place  de  b,  6c 
fuppofer 2»(-/  -*--^7’  •4“-^7’ 


__7^=^--^7>  —yh 

« ^yy^znb 

ijy=-^*iyy 


jyfy 

y *t 

Ooo  >1 


* V‘* 

la  grandeur 
que  cette 
marque  pr{. 
(ede  efi  e£a» 
tee. 
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= O,  d’oîi  l’on  déduira  e—— ,&<>»= f fe- 

ra la  4*  partie  de  la  valeur  de  x. 

On  a donc  x=H  — ^y— -^yy  — -rhr  f &c. 

On  peut  continuer  l’approximation  autant  qu’on  voudra . 

Seconde  maniéré  de  refondre  le  meme  exemple. 

6 1 . S * * moindre  que^i  dans  l’équation  xx  — ^ — nn^^ny 

= O,  il  faut  que  les  expofaos  des  y qui  doivent  diftinguer  le* 
termes  de  la  valeur  de  x,  deviennent  négatifs^  c’eft  à dire, que 
les^  fe  trouvent  dans  les  dénonainateurs  des  termes  de  la  va^ 
leur  de  x,  aHn  que  ces  termes  aillent  en  diminuant  de  valeur. 
Voici  la  maniéré  de  le  faire  par  la  fécondé  methode. 

Il  faut  flippofer  que  la  valeur  indéterminée  de  a;  eft  x =*7 
H-  hy’'  cy~^  ef~*  ’*T‘fy~*  &c.  a,  b,c,  &c.  font  des  ind^ 

terminées.  Pour  en  trouver  les  valeurs,  1%  il  &ut  concevoir 
le  premier  terme  indéterminé  ay  fubftitué  à la  place  de  x 
dans  la  propofée  , & la  différence  de  ay,  qui  eft  ady,  fubftituée 
à la  place  de^x;&  faire  une  équation  des  grandeurs  aay^- — af^ 
;=o,  dans  lefquellcs^y  eft  au  degré  le  plus  élevé;  l’on  en  dé- 
duira <1=1,  ainû  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x eft  17, 
& l’on  a déjà  x = ly . 

11  faut  pour  faire  la  première  transfermée,  feppofer  y -4- / 
= x,  d’où  l’on  déduira  dy-^^df—dx,  & i & 
fubftituer  dans  la  propofée  ces  valeurs  de  x & de  à leur 
place , £c  l’on  aura  la  preavere  transfermée  ay 

— nn 

^ Vf  O- 

Pour  trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  dcx,.  reprefénté 
par  bff  il  faut  concevoir  by'^  fubftituéc  à la  place  de  f dans  la 
memiere  transformée , & la  différence  de  bf,  qui  eft  zéro  , â 
la  place  de  dx  ; & faire  une  équation  des  grandeurs  •*f*ny>f2hy’ 
=0,  dans  lefquelles  jf  eft  au  même  degré  le  plus  élevé  , on 
trouvera  par  cette  équation  & = — 7 «jainfi  le  fécond  terme 
de  la  valeur  de  x eft  7 nf. 

Pour  feirc  la  fécondé  transformée,  il  faut  fuppofer  — 7 ny* 
fy  d’où  l'on  déduira  dgz^  df',  &c  fubftituer  les 
valeurs  defSe  de  «y à leur  place  dans  la  première  transfor- 
mée , fie  Ton  aura  la  féconde  transformée  — ^nn — 

H- 


I 

\ 


« 


1 

J 


1 


"Livre  VII. 

Pour  trouver  le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  a?,  repre- 
fente  par  c]T' , U faut  concevoir  -t-  f/"*  fubftitué  à la  place 
de  g dans  la  fécondé  transformée , & la  différence  de  *4-  ef* , 
qui  eft  — cf^dy  , fubffituée  à la  place  de  ; & faire  une 
équation  des  grandeurs  — \nn  3^  = 0 , dans  lefquelles/ 
ne  fe  trouve  point , & l’on  en  déduira  c = -4-  ^nn  i ainfi  le 
troifiéme  terme  de  la  valeur  de  ;v  eft  -t- 
• Pour  faire  la  troifiéme  transformée  , il  &ut  fuppofer 
•4-  ^n»y~'  ^ = 5 , d’où  l’on  déduira  — 

~ & fubftituer  ces  valeurs  de^  & de  à leur  place 

dans  la  fécondé  transformée,  & l’on  trouvera  la  crenfiéme 
transformée  — •^bb=.o. 

•>>-\nnf^b 

Pour  trouver  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x , repre- 
fenté  par  ey~^  , il  fout  concevoir  ey~*  fubftitué  dans 
la  troifiéme  transformée  à la  place  de  , & la  différence  de 
«4-  ey^  , qui  eft  — zey~^ , fubffituée  à la  place  àcdb  ^ & fai- 
re une  équation  des  grandeurs  — y~'  •4-  /[ry~^  o , dans 

lefquellesjf  eft  au  même  moindre  degré  négatif } & l’on  en 
déduira  e = -4-  y~^  > ainfi  le  quatrième  terme  de  la  va- 

leur de  AT  eft  -4-  iV»’ 7"*  » & l’o"  ® déjà  x=  y — injT 
^jr'  ■ On  peut  continuer  l’approximation 

par  cette  féconde  méthode  tant  qu’on  voudra  , & les  opera- 
tions qu’on  vient  de  faire  fuffifent  pour  faire  clairement  conce- 
voir la  manière  d’appliquer  la  fécondé  méthode  aux  équations 
qui  contiennent  des  différences  quand  les  expofans  des  y dans 
la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  x , doivent  être  pofitifs , & quand 
ils  doivent  être  négatifs.  ' 

On  peut  facilement  appliquer  la  même  méthode  aux  équa- 
tions qui  contiendront  des  fécondés  différences , des  troifiéme} 
différences,  &c. 

Remarques  pour  la  équations  differentirlki, 

I. 

Z dit  I^A  fécondé  méthode  fait  trouver , pour  les  équations  diÆ- 
renticllcs,  la  faite  des  expofans  desjr  qui  doivent  diftinguer 
les  termes  de  la  valeur  de  x,  avec  la  même  facilité  & la  même 
certitude  qu’elle  les  fait  découvrir  pour  les  équations  qiû 

Ooo  iij 
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n’ont  point  de  différences  ; & voici  ce  qu’on  doit  confiderer 
pour  les  avoir,  Les  expoûns  des  y dans  la  valeur  de  » 
doivent  être  en  progreUtoo  anthmectque,  & aller  en  augmen- 
tant quand  ils  font  tous  pofîtifs , & en  augmentant  ^ pour 
ainff  dire  ^ en  négation , quand  ils  font  cous  négatifs  ; & com- 
mencer par  diminuer  quand  ils  commencent  pas  être  pofîtifs  , 
& augmenter  enfuite  en  négation  , dès  qu’ils  deviennent  né^ 
gatifs . le  premier  & le  fécond  , & même  tous  les  fui- 
vans  » la  méthode  étant  uniforme , doivent  être  pris  tels  que 
les  quantités  où  l’inconnue  x ne  fe  trouve  point , viennent  à 
être  de'tniites  par  d’autres  femblables  qui  ayent  des  lignes 
contraires  dans  la  fuite  de  l’operation  > & quelles  fervent  à 
former  les  équations  qui  doivent  déterminer  les  termes  de  la 
valeur  de  x les  uns  apres  les  autres , de  maniéré  qu’il  ne  re- 
lie pas  de  CCS  quantités  qui  foient  inutiles  à la  rcfblution  . j®. 
11  faut  avoir  égard  à la  propriété  particulière  des  différences  , 
qui  eft  que  la  différence  d’une  quantité  confiante  efl  zéro  j 
ainfl  étant  fubflituée,  elle  rend  égale  à zéro  la  quantité  où  el- 
le eff  fubflituée  ; que  la  différence  d’un  produit  qui  contient 
une  puiffànce  dc^  » divifée  par  dy  ^ eft  ce  produit  même  où 
l’expofant  de  y eft  diminué  d’une  unité  s’il  eft  poCtif  » & 
augmenté  d’une  unité  s’il  eft  négatif  ; d’où  il  fuit  que  la  dif- 
&rence  de  ay , divilee  par  ^ , eft  la  feule  confiante  a fans  jj»  - 

IL  . 

Après  ces  confiderations  on  n’àura  aucune  diffTcuIté  à trou- 
ver les  expofans  des^  dans  la  valeur  de  x ; par  exemple  fl  les 
expofans  des  y doivent  être  pofîtifs , qu’il  y ait  une  quantité 
toute  connue  fans  y dans  une  équation  propofée  , & que  la 
quantité  où  eft  n’ait  que  des  confiantes , le  premier  ter- 
me de  la  valeur  de  x doit  avoir^  , & il  le  faut  fuppofer  rc- 
prefcacé  par  Ay , car  la  diff  rence  de  ay  divifée  par  dy  étant 
on  pourra  faire  une  équation  de  & de  la  quantité  de  la  pro- 
pofée qui  eft  {uns  y , laquelle  férvira  à déterminer  Mais  fl 
fcs  mêmes  chofes  étant  fuppofées , l’inconnue^  fe  trouve  dans 
la  quantité  où  eft  -J~  , comme  dans  le  fixiéme  exemple , où 
l’on  a ^ , il  faut  que  le  premier  terme  de  x fôit  reprefentê 
par  le  féulc  confiante  a fans^. 

Dans  le  même  cas  des  expofans  pofîtifs  de/  dans  la  valent 
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de  ië  y pour  avoir  lexpofant  dey  dans  le  /ècond  terme  de  la 
valeur  indéterminée  de  x , dont  le  coëfident  eft  reprefenté 
par  h , il  faut  le  fuppofer  tel  cet  cxpolànt  de  y dans  iy , qu'en 
fubftituant  by  à la  place  de  l’inconnue/ dans  la  première  trans- 
formée, on  puilTe  avoir  au  moins  deux  quantités  dans  lefquel- 
ks  Toit  au  même  moindre  degré.  On  trouvera  de  même  les 
expofans  des  7 dans  les  termes  fuivans  ; mais  comme  ils  font 
en  progreüion  arithmétique , dont  on  a les  deux  premiers  ter- 
mes y on  les  a tous  fans  les  chercher. 

Ces  remarques  fuffifent  à ceux  qui  Ce  font  rendu  la  fécondé 
méthode  familière,  pour  trouver  les  expofans  des  y dans  la  va- 
leur de  X,  dans  tous  les  cas  qui  peuvent  fe  prefenter. 

Quand  en  fuivant  les  règles  qu’on  a preferites  , on  ne  peut 
pas  trouver  de  valeur  de  x , c’efl  une  marque  que  l'équation 
ne  peut  pas  être  refolue  , du  moins  fans  préparation  . 

Exemple  VII.  dans  kqueî  il  y a trou  mcormuet. 

i<Î3.Poü  R trouver  par  la  fécondé  méthode  la  valeur  de  x dans 
l'équation  — x — » = o,  où  = i z~'y\  il  faut 
fuppofer  que  la  valeur  indéterminée  de  x eft  x = a^'y 
^ af  b,  c,  &C.  font  in- 

déterminées. 

Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette  valeur  reprefenté 
par  a^~’y,  U faut  fubftituer  dans  la  propofée  az~’y,  à la  place 
de  X,  & la  difiPerence  de  atC'y  diviféc  par  dy^  (qui  eft-*-4?“’ 

— ^ Sc  qui , en  fubftituant  au  lieu  de  Ca  valeur 

I i~‘yf  devient  az~‘  — az~‘y  — ^ la  place 

de  & faire  une  équation  des  grandeurs  a — » = o, 

dans  lefquelles , après  la  fublHtution  y y ne  fe  trouve  point  ; 
& l’on  déduira  de  cette  équation  4 = -♦-  w ; ainfi  le  premier 
terme  de  la  valeur  de  x cft  ■+•  «z~'y,  & l’on  a déjà  x = 
”Z~’y  • Pour  avoir  la  première  transformé , il  faut  fup- 
pofer «XT'y  & prenant  les  différences,  & divi- 

fânt  par  dy,  on  aura  «4-  ^ 

mettant  au  lieu  de  fa  valeur  i y l’on  aura  ^ = 

H-  — - tiz~y  •“  "Z~y  ^ > 11 fubftitucr  dans  la 
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propoféc  les  valeurs  de  a?  & de  , & l’on  aura  la  prcmieré 
transformée  — i»:C'y  ^ 


— 

Pour  trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  * , reprefen- 
té  par  , il  faut  fubllituer  l>XT'y^  dans  la  pre- 

mière transformée , à la  place  de/,  ôc  la  diflèrencc  de 

divifée  par  > ( qui  eft  ^ 


fubftituant  la  valeur  de  devient 
— J à la  place  de  & faire  une  équation  des 

grandeurs  — î»C_|  ^ ^hT'y  = ° » ^^ns  lefquelles  y eft  au 
même  moindre  degré , & l’on  en  déduira  h-=^  n\  ainft  le 
fécond  terme  de  la  valeur  de  ;r  eft  , & l’on  a déjà 

x = nxT'y  »?“>’• 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée,  il  fautfuppofer 
-♦-g  =/i  on  en  prendra  la  différence,  qu’on  diviléra  ^ dy^ 

& l’on  aura  xnf'y  — J & “ V. 

mettant  la  valeur  de  ^ , on  aura  2»^“^  — « 2 — i»K'~*y* 

fubftituer  ces  valeurs  de/ &de-^  dans 
la  première  transformée , & l’on  trouvera  la  féconde  trans- 
formée — 4«^~y  ^ ^ = O . 


— zn^cy 

Pour  trouver  le  troifiéine  terme  de  la  valeur  de  Xy  repre- 
fenté  par  czTY  > fubftituer  dans  la  féconde  trans- 

formée -H  cc^y^  au  lieu  de  g , & la  différence  de  divi- 
fée par  dy,  (qui  eft  »4-  3f:^“y ^ dy  ^^  * ^ 

mettant  la  valeur  de  ^ , devient  — 3^~*y* 

— 3^V^y*  » ) à la  place  de  ^ & feire  une  équation  des 

grandeurs  — 4^XTY  3^^y*  — lef^elles/'  eft 

au  même  moindre  degré  ; & l’on  en  déduira  c = jn\  ainfi 
le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  x eft  jrrcY  • 

Pour  avoir  la  trwfîéme  transformée  , il  faut  fuppolér 
f** on  en  déduira , en  prenant  les  diffe- 
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^ Sc  mettant  au  fieu  de  fa  valeur  1 ^ Ton 

^ JJ 


aura  = -4-4»^-»/  — 4»z“y  — 4»^"^ 


4r 


II  faut 


fubftituer  dans  la  z*  transformée  les  valeurs  de^  & de  ^ , 
& trouvera  la  j*  transformée  — ^ 6 ==  o. 

— 4»0‘^ 

On  trouvera  le  4*  terme  de  la  valeur  de  x , reprcfenté 

fiT  exT^y*,  en  fubftituant  dans  cette  3*  transformée 
la  place  de  i»  , & la  différence  de  -t-  ez~Y  > «bvifée  par  dy , 

l[qiu  eft  -4-  . & qui , en  mettant  la 

valeur  de  ~ , devient  -4-  — ¥Xr^f  — ¥XT*S' t ) 

à la  place  de  ; & en  fàifant  une  équation  des  grandeurs 
^ •*"  4^K~y  = O»  ‘i^ns  Icfquelles/  efl  au  même 

moindre  degré,  on  en  déduira  e = -♦-  ff  « = V-«  i ainfi 

le  4*  terme  de  la  valeur  de  x eft  -4-  ^o7i~*y* , & l’on  a déjà 

a?  = nx~’y  -4“  • 

On  peut  continuer  l’approximation  de  la  valeur  de  x tant 
qu’on  voudra;  les  operations  qu’on  vient  de  faire  fuffifent  pour 
faire  clairement  concevoir  la  maniéré  d’y  appliquer  la  fécondé 
méthode. 


SECTION  VI. 

JippTtcathn  des  méthodes  du  fécond  Problème  aux  équations 
déterminées ^ cefî  à dire  aux  équations  qui  n'ont 
qusme  feule  inconnue. 

Avertissement. 

T lE  s méthodes  du  fécond  Problème  peuvent  s’appliquer  aux 
équations  qui  n’ont  qu’une  feule  inconnue , en  prenant  une  des 
lettres  connues  de  l’équation  pour  tenir  lieu  de  la  fécondé  in- 
connue & quand  les  lettres  connues  de  la  propofée  n’ont  pas 
les  difpoGtions  qu’il  faut  pour  ces  méthodes , il  faut  la  leur 
donner , & préparer  l’équation  comme  on  le  verra  dans  le  fé- 
cond exemple. 

Ppp 
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Exemple  L ' . , 

» • • * 

64-'^roU  VER  la  valeur  approchée  de  r dans  l’équation 
x'  -^npX' f =0,  & conrinucr  rapproximation  à l’infini, 

•i-nnx- — 2»’  , 

On  prendra  la  lettre  connue  p pour  tenir  lieu  de  la  fécondé  in- 
connue y , & cnfuite  on  trouvera  la  valeur  approchée  de  a? 
par  laquelle  on  voudra  des  deux  méthodes  du  fécond  Pro. 
blême . 

PREMIERE  METHODE. 

jo.  fuppofera  x = 4 «t-  epp  ep‘^  &c.  a,  &, 

c d &c.  font  des  grandeurs  indéterminées . 

' Ôn  prendra  les  valeurs  de  x par  le  moyen  de  cette  équaî- 
tion  indéterminée , on  les  fubfiituera  dans  la  propofée  à la 
place  de  X , & on  aura  l’équation  changée  fuivante , 

^ X*  = laahp ^abhpp  •tr  VfP  Scc. 

•4"  laacpp  f>ahcp^ 

■H  laad^ 

>4-  npx-=z  •‘rnap  •>fnlpp  «4-  «rp*  &C. 

^nnx=i»*‘nna’^nnbp  •^tmepp  <^nndp‘  &C 

— P'  = 

1 2»’  = — 2B* 

2®.  On  fuppofera  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à zéro  > ce  qui  donnera  les  équations  particulières  dont 
on  a befoin  pour  trouver  les  valeurs  des  indéterminées  4 , ^ , 
f , &c. 

3“.  Par  la  première  de  ces  équations  4*  *4-  «»4  — a»»  = o, 
on  trouvera  4 = » , car  a > — n = o , eft  un  divifêur  exaél 
de  cette  équation . 

En  fubuituant  » à la  place  de  a dans  la  fécondé  laah  «4-  nui 
— — »4 , on  trouvera  P = — ^ , Sx.  bp  — - — ^p. 

En  fubftituant  les  valeurs  de  4 & de  6 dans  la  troifiéme 
344c  ^nne  — — 34t&  — ni  ^ on  trouvera  c = ^ rh*  ■■ 
En  fubftituant  les  valeurs  de  4, dans  la  quatrième  344a 
«4. nnd = — V — 6abe «r  -4- 1,  on  trouvera  </=-4- •jVrs* 
4*.  On  fubftituera  les  valeurs  de  4,  b,  c,  d,  &c.  dans  a?  = « 
bp  -^epp  •^dp^  &c.  & l’on  aura  a?  = » ;—  iP 
H-  ficc.  On  peut  continuer  l’approximation  autant 

qu’on  voudra . 
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Seconde  Méthode. 

Pou  R trouver  par  la  fécondé  méthode  la  valeur  approchée 
de  X dans  l’équation  x’  •+•  npx  — p*  = o » 

-H  nnx  — 2«* 

I*.  On  fuppofera  x—  a hp  cpp  ^ &c.  les  gran- 

deurs 4,  c,  df  &c.  font  indéterminées,  & elles  repre- 
fentent  avec  les  puiflTanccs  de  p,  les  parties  de  la  valeur  de  x 
que  l’on  cherche,  & elles  fervent  à les  trouver. 

2®.  Pour  avoir  la  première  partie  de  la  valeur  de  x , repre- 
fentée  par  ^ , il  faut  concevoir  a fubdituée  à la  place  de  x 
dans  la  propofée,  & fuppofer  les  grandeurs  naa  — 2»» , 
dans  lefquelles  p ne  fe  trouve  point , égales  à zéro  , & l’on  au- 
ra l’équation  a*  -4-  nn»  — 2«*  = o , dont  a — « = b eft  un 
divifeur  cxaél  ; ainfi  <*  = « eft  la  première  partie  de  la  valeur 
de  X que  l’on  chcrchoit . 

Pour  avoir  la  première  transformée,  on  fuppofera  «h-/ 
= r ; on  fubftituera  place  de  x dans  la  propofée  , 

& l’on  aura  la  première  transformée , 


» •♦■/ = X x’  = i»Hf  -4-  inff 

•^npx  =-4-  nnp  ■+*»p/ 
•4-»/ix=:*4>«  •*r»nnf 

—f  =— P» 

— an’  == — » ^n' 


, pgnipt 
que  la^réinm 
ïieur  qu:  cet-» 
te  marque 
précédé  ejl  ef~ 


. 3®.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x , re. 
prefentée  par  bp  , il  faut  concevoir  hp  fubftituée  à la  place 
de/dans  U première  transformée,  & fuppofer  égales  à zéro 
les  grandeurs  ^nnhp  -4-  nnp  = o ; ce  qui  donnera  t = — -J  , 
lp  = — ip  eft  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on 
cherchoit. 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée  , on  fuppolêra  — 
"4-^;  =/■;  on  fubftituera  — g à la  place  de/ dans  la 
première  transformée , & on  aura  la  fécondé  transformée, 

r-ïp-H^=/,  f =_■ j!^p»  •^-h-PPg^ÏPÜ’^g* 
inff  = -4-  -V »PP  — i »pg’^l»ig 
^npf  =—  i «PP-4-  npg 
•^^nnf= — g nnp’*^ 

. p4-»»P  =-4-  Z nnp 

P*.  ^ 
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4®.  Pour  trouver  la  troifiérae  partie  de  la  valeur  de  a?  , re* 
prcfc'ntée  par  cpp  , il  faut  concevoir  cpp  fubftituée  à la  place 
de  g dans  la  fécondé  transformée  , & fnppofer  égales  à zéro 
les  grandeurs  ^nncpp  — -ir^PP  = o > ce  qui  donnera  c = 
._L_  J & cpp  = t^„pp  fera  la  troiCéme  partie  de  la  valeur 

de  X que  l’on  cherchoit . 

Pour  avoir  la  troifiéme  transformée  , on  fuppofera  ^pp 
^bz=g\  & on  fubaituera  rkiPP  ^ à la  place  de^  dans 
la  fécondé  transformée , & l’on  aura  la  troifiéme  transformée  , 

^pph^inbb 


iii  «J 

1A9  € 


nph 
4»«it 

5®.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  valeur  de  a:  re. 
prelèntée  par  dp*  r il  faut  concevoir  dp*  fubftituée  à la  place 
de  i» , & fuppofer  égales  à zéro  les  grandeurs  ï^mdp*  — rHi*’ 
= O,  d’où  l’on  déduira  </=  -t-  par  confequent  dp^  = 

^ p^W^pi  eft  la  quatrième  partie  de  la  valeur  de  * que  l’on 
cherchoit. 

L’on  a donc  x = -4-  « — tP"^  ï^nPP 

On  peut  continuer  l’approximation  autant  qu’on  voudra. 


A V E R X I s s E M E N r. 

n étoit  moindre  que p , il  faudroit  trouver  une  valeur  de  a^ 
dans  laquelle  lesp  fuflent  au  dénominateur  i c’eft  à dire  , il' 
faudroit  que  les  expofans  des  p dans  la  fuite  qui  eft  la  valeur 
de  AT , fuffent  négatifs  ; ce  qui  eft  fi  fecile  à faire  par  la  pre- 
mière & par  la  fécondé  méthode  du  fécond  Problème  , après 
tous  les  exemples  aufquels  on  les  a appliquées  » qull  eft:  inuti;^ 
le  de  s’y  arrêter. 

Cet  exemple  fuffit  pour  faire  entièrement  concevofr  Fa  mî- 
.niere  d’appliquer  les  deux  méthodes  du  fécond  Problème  aux 
Quations  qui  n’ont  qu’une  feule  inconnue  , lorfqur  la  lettre 
connue  qui  tient  lieu  de  la  fécondé  inconnue  , fe  trouve  dif^ 
pofée  comme  il  faut  dans  l’équation  propofée . 

Voici  un  fécond  exemple  où  il  faut  préparer  l’équation  p'O 
pofée , où  l’on  apprendra  la  maniéré  dc-Ja-  préparer  ► 
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Exemple  II. 

^J^ROüVER  la  valeur  approchée  de  at dans  liquation*:* 

— ^nnx  «*  = O . 

Onne/çauroit  appliquer  les  méthodes  du  fécond  Problè- 
me à cette  équation,  dont  les  racines  font  incommenfura- 
bles . Il  feut  la  préparer , c’eft  à dire , il  faut  la  changer 
en  une  équation  qui  foit  la  même , de  manière  que  les 
cocficients  ou  produitts  connus  de  la  propoféc  confervent 
toujours  la  même  valeur  dans  ce  changement,  & que  cepen- 
dant les  grandeurs  de  ces  produits  connus  fbient  telles  qu’on 
y puifle  appliquer  les  méthodes  du  fécond  Problème.  Par 
exemple , on  pourra  changer  la  propofée  x*  — ^anx  -t- 
= O,  en  cette  équation  a»  — ^p/jx  ppr  = o,  qui  fera  la 
même  que  la  propofée , en  fuppolaot  — = — 3«n , & 

ppr  . Ce  changement  fc  fera  dans  cet  exemple,  en 

prenant  une  grandeur  connue  arbitraire  p tant  petite  qu’on 
voudra , ■&  faifant  cette  proportionp.  » ; n.<j,  on  aura  — 3pî 
= — mettant au  lieu  de  »/;  dans  «^,onaura»'==«pf; 
& faifant  p.n.-.'q.r^  on  aura  ÿr  ■=  nq^  & par  coofequent 
ppr  = . 

Pour  trouver  à prefent  la  valeur  approchée  de  x dans 
l’équation  préparée  x*  — • $pqx  ppr  = o.  On  prendra  p pour 

tenir  lieu  de  la  féconde  inconnue & on  fc  fervira  de  celle 
qu’on  voudra  des  deux  méthodes  du  fécond  Problème.  On 
employcra  ici  la  féconde. 

i“.  On  fuppoféra  x = ap  •^‘hpp’^  cp*  &c.  a,  é, c,  font  des 
grandeurs  indéterminées , & elles  reprefentent  les  parties  de  la 
valeur  de  x que  l’on  cherche. 

2°.  Pour  trouver  la  première  partie  repreféntée  par  ap,  il 
faut  concevoir  ap  fubftituée  à la  place  de  x dans  l’équation  pré- 
parée, & fuppofer  — ppr  — o;  d’où  l’on  déduira 

-yj  r;  & par  confequent  = -jy  p eftia  première  partie 
de  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  on  fuppoféra  -jj  p 
& on  fubflitucra  iïlP  •4* /à  la  place  de  x,  & l’on 
ama  la  première  transformée, 

P*  PPf  '^Pff  = o. 

— 3P‘îf 
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3°.  Poi:r  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  arrepre- 
feotée  par  frm,  il  faut  concevoir  bp{>  fubftituée  à la  place 
de  /,  ik.  tuj'pofcr  p*  — 3^P’f  = °>  J'oi'  déduira 
h = par  confcqucnt  ,7^  pp  eft  la  fécondé  partie  de  la 

valeur  de  x que  l'on  cherchoit.  Le  refte  de  l’operation  eft  &- 
elle,  èJc  il  cli  inutile  d’en  grolfir  ce  traité. 

R E M A R <^ü  E. 

XjORsqü'en  cherchant  la  première  partie  de  la  valeur 
de  X dans  les  équations  qui  ont  deux  inconnues  on  trou- 

ve qu’il  fiut  reibudre  une  équation  compofée  dont  la  racine  eft 
incrmmenfurable  , on  pourra  préparer  l’équation  comme  dans 
l’exemple  precedent»  & enfuite  on  trouvera  la  valeur  appro- 
chée de  la  première  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit» 
par  la  même  méthode;  ou  bien  on  la  trouvera  cette  valeur  ap- 
prochée par  Je  premier  Problème^ 
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